Correlaciones en la red
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Assortative mixing para variables categoricas

® Black
O White
@ Other

Supongamos que nodos de una red puedan clasificarse de acuerdo a cierta

caracteristica en un conjunto discreto y finito de valores (e.g. género, raza,
etc)

La red es asortativa (disortativa) si una fraccidn significativa de enlaces se
establece entre nodos del mismo (diferente) tipo.




Assortative mixing: caraceristicas categoricas v.1

Supongamos que existen N, clases diferentes para los n nodos de una red de m enlaces.
Sea C;la clase del nodo-i. El numero de enlaces entre mismo tipo de nodos resulta:

c,: blanco
C,: hegro
C3: otro

e Black
O White
@ Other

Red real

Z fj(CirL"),') = %Z:A;j 5((;!., C}') 5(Ci,Cj) = 1sii¢; = ¢

Contra que lo comparo??




Red aleatoria que preserva distribucion de grado

Recableado de la red, preservando la distribucion de grado original

ORIGINAL NETWORK DEGREE-PRESERVING
RANDOMIZATION
* elijo un enlace entre nodos S,, T,
T T ..
+ @ L = elijo enlace entre nodos S,, T,
s @0 5@ @s
2 ®= mezclo extremos generando
o O T, o O enlaces S;-T, y S,-T,
1 . En la red recableada, la probabilidad de que exista
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Assortative mixing: caraceristicas categoricas v.1

Supongamos que existen N, clases diferentes para los n nodos de una red de m enlaces.
Sea C;la clase del nodo-i. El numero de enlaces entre mismo tipo de nodos resulta:

c,: blanco
C,: hegro
C3: otro

e Black
O White
@ Other

Red real

Z fj(CirL"),') = %Z:A;j 5((;!., C}') 5(Ci,Cj) = 1sii¢; = ¢

Red aleatoria (recableado)

k: chances de que nodo-j esté al otro

1 .
J I
= k; 5(0 C') extremo de un enlace del nodo-i
2 z "2m o

i



Assortative mixing: caraceristicas categoricas v.1

Supongamos que existen N, clases diferentes para los n nodos de una red de m enlaces.
Sea C;la clase del nodo-i. El numero de enlaces entre mismo tipo de nodos resulta:

Red real Red aleatoria (recableado)
s~ o~y — 1 .- k F‘F".’

Y d(ci,ci) =3)_ Aijé(cicp) E 5(ci, <)
edges (i) ij 2m

5(ci,cj-) = 1sii¢; = ¢

. . . 1 L 1
Consideramos la diferencia: 3 E Aij 5(1-:';(-;') — 3 Z
if

] _ 1 ff,r'fflr'
modularidad Q= o Aij — 5— ) d(ci, ¢j)
ij

= 0< Q< 1sihay mas enlaces entre vertices del mismo tipo que los esperados por azar
= Q<0 sihay menos enlaces entre vertices del mismo tipo que los esperados por azar



Assortative mixing: caraceristicas categoricas v.1

En general Q < 1 aun para casos perfectamente asortativos: A;; = 6(ci, cj)

Para este caso resulta ¥ Aij 8(ci ) = i Aij=2m

Y podemos definir una modularidad normalizada

Q Z;},-{A” — ff;‘fx’j/2”:)5{(.‘;,{‘})
Qmax  2m — Y i(kiki/2m)é(c;, ¢;)




Assortative mixing: caraceristicas categoricas v.2

Otra manera de computar modularidad, en términos de:
= |afraccién de enlaces entre nodos de la clases r y s (o sea, probabilidad de
encontrar un nodo de clase r y otro de clase s en los extremos de un enlace).

Crs 2}” ZAU (ci, 7 o((;n)

= Lafraccidon de enlaces adyacente a nodos del tipo r (o sea, probabilidad
de encontrar un nodo de tipo r en un extremo de un enlace)

lr?r —_— {kg CI;
21 Z



Assortative mixing: caraceristicas categoricas v.2

Otra manera de computar modularidad, en términos de:
= |afraccién de enlaces entre nodos de la clases r y s (o sea, probabilidad de
encontrar un nodo de clase r y otro de clase s en los extremos de un enlace).

Crs 2}” ZAU (ci, 7 o((;n)

= Lafraccidon de enlaces adyacente a nodos del tipo r (o sea, probabilidad
de encontrar un nodo de tipo r en un extremo de un enlace)

lr?r —_— {kg CI;
21 Z

Notar que

1 En una red sin

E Crg = —— E E A;j6(c;,m)o(c),s) correlaciones
2m -
s ij

S

1
- %zAij(S(Ci;T) =a T z €rs = Ar €rs = Ar g
— S



Assortative mixing: caraceristicas categoricas v.2

1
Crs = Aijd(ci,r)d(cj, s I, = — Y kidlc,r
rs 2}”2 ij i j ) (ly m ;\f i

En una red sin correlaciones €rs = Qr Qg

Desviaciones de este valor indican grado de correlacion entre
conexionado y la caracterizacidon externa de los nodos

o(ci, Cj)

A

|

1 kikj
Q = ﬂ (A” 2 ) ZO ('I,})(b (,], )

2[2}” ZAU‘) Ci, 1)0(cj, 1) — ? Z/‘f Cir 1) 5 ZA](}((},
= Z(f}rr — {?3).
r



Assortative mixing: caraceristicas categoricas

@ Black
O White fraccion enlaces adyacentes

@ Other
a nodos de categoria r

Q=35- Ajj ! 5(ci, cj) Q= Z(err - a,?)

fraccidn enlaces entre
nodos de categoria r



Assorative mixing: caracteristicas escalares
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= Red de comunicaciones (llamadas tecnologia mdvil y SMS)
x(v):V - R * Informacién geo-temporal de llamadas (3 meses, 70e6 usuarios —
México)
= |nformacién de la edad de 500000 usuarios
= Interés: Usando la red y la informacidn parcial de la edad de
algunos vértices, inferir la edad de usuarios de la red.
= Hipdtesis de trabajo: principio de homofilia en |a variable edad



Assorative mixing: caracteristicas escalares

Definimos la media de X en el extremo de un enlace.
Recorro enlaces (ambos sentidos) asignando a c/u el valor de sus vertices :

0 un vértice de valor x;
O\ T (l / aparece en k;enlaces
S NY—R B Zij Afjxf ki1 ’
d o . i A i
= Aij  Yiki 2m 2K
—d 5 Zij 1] i g
VAR | |
o N ® | . i Aij(xi — p) (x5 — p)
[ )0 cov (x;, Xj) =
Ty Ay
P
T i A A e e A
Y
: 1 >
x(v)VﬁR :%ZAU'II'X}'—H_
&
LY Ay — —— Y kil
= — ,-'f'x;'x}'— > cfc}'xfx}'
Notar que: 2m 5 (2m)* &

_ 1 I\';'ffj 1 kf f\’j
Q= 2m - (A” - 2m ) JC T 2m & (A” B %) iy



Assorative mixing: caracteristicas escalares

) 1 kgk}'
— cov(x xi) = — Aii — —= |xix;,
~_ _—\ (i, 1) 2m & ( Toom )t
g\ am '___.11.1'1'_'__ El valor maximo de cov(X;,X;) es cuando todo enlace conecta nodos de igual valor
e P /\ , ,
-C" ) D z Aijxin = z Al-jxi = 2 kixl- = 2 kixiijij
/K —e
/& Y finalmente, la versién normalizada resulta
fo(Aff — kik;/2m)x;x;
=
x(v):V >R Je:di: — Je-kes Y
) Yij(kidij — kik;/2m)x;x;

Es posible extender este razonamiento a campos vectoriales definidos sobre la red:
x(v):V - R"



Assorative mixing por grado

Caso especial:
Asortatividad de una cantidad escalar: el campo de conectividad sobre la red

x(v) = k(v)
x(v): V>N

Red asortativa Red disortativa

\\F! /
N\
A

X

Estructura nucleo-periferia Estructura tipo estrella



Assorative mixing por grado

o Y i(Aij — kikj/2m)k;k;
Zu(kl5l] — klk]/Zm)klk]

Red asortativa Red disortativa

Estructura nucleo-periferia Estructura tipo estrella



Topologia de |la red de proteinas

Hubs tienden a conectarse con nodos de
bajo grado...es esperable esto?

En una red aleatoria la probabilidad
de que nodos i,j interactuen resulta

kik;

2m

pkikj —

Pse,13 = 0.2
p2,1 = 0.0006

pseq1 = 0.016

#enlaces esperadossg; = N; psg1~12
#enlaces observados . ; =46

1458 proteinas
1746 interacciones

Cuales son las causas por las que

. vemos muchos enlaces entre
" nodos de bajo grado en laredy

pocos entre hubs ?

H Jeong Nature 411 41-42 (2001)



Correlacidon de grado

Asortativa Neutra Disortativa
Hubs conectados con hubs Nodos conectados como se Hubs evitan hubs
espera del caso aleatorio

Maslov and Sneppen, Science 2001
Pastor Satorras and Vespignani, PRL 2001
Newman, PRL 2002



Correlacidon de grado

o <

Asortativa

Red perfectamente asortativa
Hubs conectados con hubs

Maslov and Sneppen, Science 2001
Pastor Satorras and Vespignani, PRL 2001
Newman, PRL 2002



Correlacidon de grado

Dos maneras de cuantificar

cor(k;k;) grado medio de vecinos

_— Zij(Aij - kikj/zm)kikj Pastor Satorras and Vespignani, PRL 2001
Zl](kldl] — klk]/Zm)klk]




Grado medio de vecinos
(Average Nearest Neighbor Degree)

. . , 4+3+3+41
k,,.q(k): grado medio de primeros N - k' = n
vecinos de nodos con grado k B
/// 'l'""--.__ Fy

1 T jx :R
Knn(ki) = . Ajj kj /

[ 4 i 3

]:1 -
Funcidn de correlacion de grado: (d)

valor medio de k’ dado k .

k(6 = K'P(K'[K) &
kr

0.015

(]

B o035

prob condicional de encontrar un nodo de grado k’
en un enlace que tiene un extremo de grado k
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Dos medidas de asortatividad

Coeficiente de correlacion entre
grados de un enlace

o Y i(Aij — kikj/2m)k;k;

k() ~Tk

Grado medio de vecinos de
nodos de grado k

k() = K'P(K[K)
kr

Dos medidas (dos hipotesis) de asortatividad




Dos medidas de asortatividad

Coeficiente de correlacion entre
grados de un enlace

o Y i(Aij — kikj/2m)k;k;
Zl](kl5l] — klk]/Zm)klk]

Grado medio de vecinos de
nodos de grado k

k(6 = K'P(K[K)
kr
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Dos medidas de
asortatividad
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Corte estructural
Red scale-free N=300, m=450, y=2.2

En redes simples |la presencia de hubs puede Disortativa: r=-0.19
introducir un sesgo hacia la disortatividad... o » o TP

Cuantos enlaces cabria esperar en una
red neutral entre dos hubs de la red?



Corte estructural

En redes simples |a presencia de hubs puede
introducir un sesgo hacia la disortatividad...

Cuantos enlaces cabria esperar en una
red neutral entre dos hubs de la red?

Recordemos....
fraccion de enlaces que conectan fraccion de enlaces adyacentes a un nodo
nodos de grado r con nodos de grado s de grado k
1 1 1
Ers = %z A;jbd (ki )6 (k;,s) € = %Z Ajjd(ky k) = %z ki6 (ki k)
ij ij [
_kp(k)N _ kp(k)
2m (k)
En una red neutral
kpy K'Dres

eT'S = eres ekki — <k>2



Corte estructural

En redes simples |a presencia de hubs puede
introducir un sesgo hacia la disortatividad...

Cuantos enlaces cabria esperar en una

red neutral entre dos hubs de la red?

= Fraccion de enlaces (k=55, k'=46):

_ _ kpy KD
Ckkr = AxQgr = Tz

= Nro esperado de enlaces (k=55, k'=46):

kpy k'pr

Ny, = N(k)ey,, = N——
kk ()kk (k)

55 46

Red scale-free N=300, m=450, y=2.2
Disortativa: r=-0.19

= 3003003ﬂ~2.8 > 1(enlaces multiples!)



Corte estructural

Maximo numero de enlaces entre dos grupos de nodos my,:

tres numeros que limitan

M .=min(kN,, kK'N,, N, N,.)

nro de enlaces nro max de enlaces
>. adyacentes a grupo verde posible entre ambos
grupos
(a) ka= 9 (®) k'Nk,= 8 (c) NN = 12 nro de enlaces adyacentes
¢ ¢ a grupo violeta
my,-=8
Definimos:
Nick N(k)eyp, (k)ekk <1
Tikkr = = = =
Mg, My, min{kp(k), k'p(k’), Np(k)p(k')}

" Si ky k’ son grandes
sik > Npy y k' > Npye — NpNpi <kk' — Nppe <—— — M. =Np(k)p(k’)



Corte estructural

Maximo numero de enlaces entre dos grupos de nodos my,:

% >‘ tres numeros que limitan
o« e my,.=min(kN,, K'N,, N, N,.)
@ N
( nro de enlaces nro max de enlaces
>. adyacentes a grupo verde posible entre ambos
grupos
(a) ka= 9 (®) k'Nk,= 8 (c) NN = 12 nro de enlaces adyacentes
¢ ¢ a grupo violeta
my,-=8
Definimos:
o= N N{k)exr: (K)ex <1
kkr = = = =
C Mgk Mk min{kp(k), k'p(k"), Np(k)p(k')}

* . /
kk'p(K)p (k") notar quesik > Npy, y k' > Npy

(k)eyr, ‘1’ (k) (k)2 kk' entonces My .=Np(k)p(k’)

Tkkr = Np(k)p(k') - Np(k)p(k') - (k)N * para una red neutral




Corte estructural

Maximo numero de enlaces entre dos grupos de nodos my,:

condicion limite
B kk' _ 4
Tkkt = N~

corte estructural

ko~2/ (k)N
@ kN =09 ©ONN,=12
My =
Definimos:
N N N{derr _ (K)exp <1
Mgy e min{kp(k), k'p(k"), Np(l)p(k)}
*
l’ I kk'p(k)p(k") notar que sik > Npy, y k' > Npy,
(k)ekk (k) (k)2 kk' entonces M. =Np(k)p(k’)

1

T = Np(op(k) . Np(op(k) | (ON

* para una red neutral



Consecuencias del corte estructural

Supongamos una red con distribucion de grado tipo ley de potencia (cola pesada)
Por efecto de tamano finito hay dos escalas:
1

kmax"'Nm ks~2\/ <k>N

T

impone un umbral tal que nodos con k > k,
presentaran E,,.- >1 en redes neutras

Existen dos regimenes para un grafo simple

Grafo sin corte estructural: redes aleatorias y libres de escala con y>3.
El exponente de k.., es menor que %2y k, > k..,

Grafo con disasortatividad estructural: redes libres de escala con y<3.
El exponente de k.., es mayor que %2y k, < k... Nodos con grado
k € [k, k.. tendran, si el grafo es simple, forzosamente menos
enlaces que en el caso neutro.



Disasortatividad estructural o inherente?

Si kmax > kS

Para ver si la disasortatividad de una red real es estructural o se debe a un
proceso de la formacion de la red...comparacidon con modelo nulo




Disasortatividad estructural o inherente?

Si kmax > kS

Para ver si la disasortatividad de una red real es estructural o se debe a un
proceso de la formacion de la red...comparacién con modelo nulo

FULL
RANDOMIZATION

ORIGINAL NETWORK

DEGREE-PRESERVING
RANDOMIZATION

Recableado de la red, preservando
la distribucion de grado original

* elijo un enlace entre nodos S;, T,

* elijo enlace entre nodos S,, T,

= mezclo extremos generando
enlaces S;-T, y S,-T,



Disasortatividad estructural o inherente?

Si kmax > kS

Para ver si la disasortatividad de una red real es estructural o se debe a un

proceso de la formacion de la red...comparacién con modelo nulo

(a) AGSORTATIVE
10 T
kﬂﬂ{k] -
A
o | R-C _
R-M
Real Metwork

(b)

k““"{]

NEUTRAL

DISASSORTATIVE




(a)  POWER GRID

10'

H=-0.04

® Real Network (log - bin]
Real Network (lin + bin]
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» Power Grid
For the power grid k_ (k) is flat and indistinguishable from its ran-
domized version, indicating a lack of degree correlations (Figure 7.10a).
Hence the power grid is neutral.

e Internet
For small degrees (k < 30) k_ (k) shows a clear assortative trend, an
effect that levels off for high degrees (Figure 7.10b). The degree correla-
tions vanish in the randomized version of the Internet map. Hence
the Internet is assortative, but structural cutoffs eliminate the effect
for high k.



Redes reales

() PROTEIN (h) METABOLIC
10° 10°
p=-0.10 u=-0.76
K (K ' « Biological Networks
nn 102 o .00 2 The protein interaction and the metabolic network both have a nega-
o 8 .9 o tive y, suggesting that these networks are disassortative. Yet, the scal-
)
¢ ¢ o ¢ knn(k) o, ing of kri;: (k) is indistinguishable from k__(k), indicating that we are
10" e observing structural disassortativity, rooted in the scale-free nature
of these networks (Figure 7.10 g.h).
100 ¥ Yoo N 4

10° 10" k 10? 100 100 k102 108



Redes reales

(c)  MOBILE PHONE CALLS (d)  SCIENTIFIC COLLABORATION
102 107 ,
1=0.33 1=0.16 » Social Networks
knn(k) knn(k) The three networks capturing social interactions, the mobile phone
network, the science collaboration network and the actor network, all
10' e w610 have an increasing k_(k), indicating that they are assortative (Figures
[}
t et ‘ P 7.10c-e). Hence in these networks hubs tend to link to other hubs and
(]
¢ low-degree nodes tend to link to low-degree nodes. The fact that the
o4 | ot ’ L observed k (k) differs from the k*S(k), indicates that the assortative
10° 0 ko107 0 100 ko102 o nature of social networks is not due to their scale-free the degree dis-
(e)  ACTOR ()  EMAL tribution.
104 10°
1=0.34 b=-0.74 « Email Network
o v 00 e ) While the email network is often seen as a social network, its k_(k)
5ot * knn(k) “u decreases with k, documenting a clear disassortative behavior (Figure
£ ] o
K o ‘ 10° 2 7.10f). The randomized k** (k) also decays, indicating that we are ob-
102 +* ) T serving structural disassortativity, a consequence of the network’s
10
scale-free nature.
10' + ! 10 ! !

10° 10" 102 10° K 104 10° 10° 10" 10* k 10° 104



Asortatividad en redes

Metwork Type H ] c 5 £ O Cws r  Ref(s).
Film actors Undirected 4494913 25516482 11343  0.980 348 23 020 0.78 0.208 N 16,323
Company directors Undirected 7673 55392 1444 0576 4.60 - 059 0.88 0.276 | 88,253
Math coauthorship Undirected 253339 496 489 392 0822 7.57 - 015 0.34 0.120 § 89,146
Physics coauthorship  Undirected 52 900G 245300 9.27  0.838 £.19 - 045 0.56 0.363 N 234,236

% Biclogy coauthorship  Undirected 1520251 11803064 1553 0.918 4.92 - 0088 060 0.127 N 234,236

2 Telephone call graph ~ Undirected 47 000 D00 80000000 3.1e 21 9,10
Email messages Directed 59812 86300 144 0952 495 15/20 016 103
Email address books Directed 16881 57029 338 0.590 522 - 017 013 0.092 N 248
Student dating Undirected 57. 477 L66 0503 1601 - 0005 0001 —0.029 N34
Sevual contacts Undirected 2810 32 197,198

= WWWnd. edu Directed 269 504 1497135 555 looo 1127 21724 011 0.24 —0.067 13,28

% WWW AltaVista Directed 203549046 1466000000 720 0914 1elds 21/27 56

;E_ Citation nebwork Directed 783339 6716198 8.57 3.0/- 280

£ Roget's Thesaurus Directed 1022 5103 499 0977 487 - 013 0.15 0157 184

£ Word co-occurrence Undirected 460902 16100000 669 1000 27 0.44 o7, 116
Internet Undirected 106497 314942 548 1000 3.31 25 0035 039 —0.180 1 66,111

7 Powergrid Undirected 4941 65404 267 1000 1899 - 010 0.080 —0.003 || 323

& Train routes Undirected 587 19603 6679 1000 216 - 0.64 —0.033 | 294

Té Software packages Directed 1439 1723 120 0.998 242 1s/14 0070 0082 0016 @ 239

4 Software classes Directed 1376 2213 L61 1000 540 - 0033 0012 -0119 | 315

& Electronic circuits Undirected 24 047 53248 434 looo  11.05 3.0 0010 0030 —0154 @ 115
Peer-to-peer network  Undirected 880 12496 1.47  0.805 4.28 21 0012 0011 0366 | 6,282

_. Metabolic network Undirected 765 3686 o064 (.99 2.56 22 0090 067 —0.240 | 166

3 Protein interactions Undirected 2115 2240 212 (0.689 6,80 24 0072 0071 —0.156 | 164

_EQ Marine food web Directed 134 598 446 1.000 2.05 - 0l6 0.23 —0.263 | 160

5 Freshwater foodweb  Directed ke ] a7 1084 1.000 1.90 - 020 0.087 —0.326 | 209
MNeural network Directed 307 2359 7. 0.967 3.97 - 018 0.28 —0.226 [ 323,328

Observaciones

Causas :

a) en general las redes resultan disortativas
b) salvo las de tipo social, que suelen resultar asortativas.

a) Efectos de tener hubs en grafos simples (disasortatividad estructural)
b) predominio de grupos pequefios con nodos de bajo grado conectados entre si dentro del grupo



Estructura a gran escala |

De acuerdo a la distribucion de grado las redes pueden clasificarse en

Redes acotadas exponencialmente:
= distribucion decae para altos valores de k exponencialmente o mas rapido
= Ausencia de grandes fluctuaciones en el grado [ <k?> < <k> ]

Redes de cola pesada:
= redes cuya distribucidon decae como ley de potencia para altos valores de k
= Pueden presentarse grandes fluctuaciones en el grado [ <k?> >> <k> ]
= Tipicamente presentan outliers (hubs)

1 const =
kmax — kmin Ny-1 7
InlnN 2<y<3
(d)~7 InN
y=3
InIn N
InN Yy >3




Estructura a gran escala |l
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