Problemas 14 y 15 de la guia 2

Problema 14

Enunciado
Para la métrica

ds®* = —(1 4 2¢)dt* + (1 — 2¢)(dz? + dy® + dz?), (1)

donde ¢ es un potencial gravitatorio newtoniano independiente del tiempo, en-
cuentre la transformacion de coordenadas que conduce a un sistema localmente
inercial, a primer orden en ¢.

Resolucion

Consideremos un punto del espacio, digamos el origen, y elijamos el origen
de potenciales de manera que ¢(0) = 0. En un entorno del origen, podemos
aproximar ¢ por su expansién de Taylor a primer orden,

d(x) ~ —g-x, (2)

donde g = —(V¢)(0) es el campo gravitatorio newtoniano en el origen. Bus-
camos una transformacién de coordenadas z +— z’(x) que lleve a un sistema
localmente inercial en un entorno del origen, es decir, tal que la métrica en las
nuevas coordenadas sea la de Minkowski, g/, 5 = Nap, en la region donde vale la
aproximacién (2). Como ¢ se asume pequeiio, la transformacién de coordenadas
serd proxima a la identidad,

o' (x) = % 4 £%(x), (3)

con £% pequeno. Por la ley de transformacion de la métrica ante cambios de
coordenadas tenemos

ox'> 92'P o o
Juv = %BW@ = naﬁ(éu + auf )(65 + aufﬁ)
~ Ny + augv + augua (4)



donde en el tltimo paso hemos despreciado el término cuadratico en £ y definido
&, = nw”. Usando la expresién explicita (1) para la métrica g,, y la aproxi-
macién (2), la ecuacién de arriba toma la forma

0uéy + 0, = 20,8 - X. (5)
Las ecuaciones con pu = v se resuelven facilmente,
&= (g - x)t+ fi(x)

1
bo = =0u®® + gyyx + g227 + fult,y, 2)

2
1
&y = gomy + 50uY° + 922y + fy(t 2, 2)
1
gz = g2T2 + gyyz + 79222 + .fz(ta €Z, y)7 (6)

2

donde f,, son funciones arbitrarias. Estas se fijan imponiendo que se cumplan
las ecuaciones (5) con p # v. La ecuacién con p = z,v =y da

0:8x§y+ay§r =gzy+3xfy+gy$+3yfx, (7)
lo cual, dado que f, no depende de x y f, no depende de y, implica
O fy = —gyx Oy fe = —gay. (8)

Procediendo andlogamente con las ecuaciones (5) con py =z, v=zy p=y,v =
z llegamos al resultado

Folto2) = ~ 3005 + ) + )
£, 2) = —égy@? +22) 4 hy(t)

1
donde h; son funciones arbitrarias, y reemplazando en (6) obtenemos

€= (g x)x— yalx* + h) (10)

Finalmente, las ecuaciones (5) con u = ¢, v = i implican

A =0 h() =g’ (11)

salvo por constantes de integracién arbitrarias que fijamos a cero. Por lo tanto,
tenemos

g=—(g-xt &=(g x)x—-gx]>— -gt?



y en consecuencia el cambio de coordenadas que buscdbamos es

1 1
t=t—(g-x)t X =x+ (g -x)x— §g\x|2 - §gt2. (12)
Hasta ahora hemos usado, como siempre, unidades en las que ¢ = 1. Podemos
reescribir la transformacién de coordenadas recién obtenida en un sistema de
unidades arbitrario insertando los factores ¢ que hagan cuadrar las unidades,

g-X ! g X 1 2 1 2
t'=1t-— t = - = — —gt*. 13
= X =x+ =gx - gl - o8 (13)
Por lo tanto, en el limite no relativista ¢ — oo, la transformacién toma la forma
/ / 1 2
t'=t x:xfigt, (14)

que es la transformacién galileana a un sistema de referencia acelerado con
aceleracion g.

Problema 15

Enunciado

En la aproximacion de campo gravitatorio débil, obtenga la linea de universo de
un rayo de luz radial respecto de una fuente de campo gravitatorio esféricamente
simétrica de masa M. Utilice coordenadas esféricas para escribir la parte espa-
cial del intervalo. Caracterice la region donde es vdlida la aproximacion.

Resolucion

En coordenadas esféricas z = rsinfcosy, y = rsinflsing, z = rcosf, la
métrica (1) toma la forma

ds® = —(1 4 2¢)dt* + (1 — 2¢)[dr? + r2(d6? + sin? 0dp?)], (15)
y, para una fuente esféricamente simétrica de masa M, el potencial newtoniano
en el exterior de la fuente vale
GM
o(r) = ———. (16)

r

Buscamos la linea de universo de un rayo de luz radial. Rayo de luz significa
ds? = 0, y radial significa df = d¢ = 0. Por lo tanto, tenemos

—(1+2¢)dt* + (1 — 2¢)dr* = 0. (17)

Elegimos que dt y dr tengan el mismo signo, es decir, que el rayo de luz se aleje
de la fuente. Entonces, la ecuacién de arriba implica

1-2 2GM
dt = T der ~ (1 —2¢)dr = (1 + 7"> dr, (18)




donde en la segunda igualdad nos hemos quedado a primer orden en ¢. Inte-
grando esta ecuacién obtenemos la linea de universo que buscamos,

r

t—to :T—T0+2GM10gf.

70

(19)

Noétese que, para r > 7¢, se tiene t —tg > r — rg, con lo cual la velocidad de la
luz en estas coordenadas es menor a 1: la gravedad “frena” al rayo de luz que
se aleja de la fuente. La aproximacién de campo débil que estamos usando es
valida cuando r > 2GM. Como veremos mas adelante cuando tratemos este
problema exactamente (fuera de la aproximacién de campo débil), en r = 2GM
un rayo de luz que trata de alejarse de la estrella se ve tan frenado que no se
mueve.



