Dos problemas de la guia 5

Problema 5

Enunciado

La luz de una fuente (S) llega a un observador (O) luego de ser deflectada
débilmente por un objeto esférico (L) de masa M, como muestra la figura:
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(a) A partir de la figura y suponiendo dngulos pequenos, verifique que las posi-
ciones angulares de la imagen (6), de la fuente (8) y el dngulo de deflexién
() se encuentran relacionados por la ecuacion de la lente

BDos = 0Dog — aDrys,
donde Dps = Doy, + Dis.

(b) Usando el resultado del éngulo de deflexién obtenido en el problema anterior
y que el pardmetro de impacto es b = 6 Doy, muestre que la ecuacién de la
lente se puede escribir en la forma
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(c) Finalmente obtenga que las posiciones angulares de las dos imédgenes vienen

dadas por
1
0y = 3 <ﬁ:l: \/52—#40%) ,
0r — [AMG Dy
¥~V DorDos

es el radio angular del anillo de Finstein, que se obiene en lugar de las dos
imégenes cuando la alineacién es perfecta (5 = 0).

donde

Resolucién

Antes de resolver el problema, veamos qué representa cada uno de los dngulos
que aparecen en la figura: [ indica la posicion real de la fuente, 6 la de la im-
agen y « es el dngulo de deflexién. Claramente, nuestro objetivo es, dada una
posicién real 5 de la fuente, encontrar su posicién aparente 6 usando el resultado

para el dngulo de deflexién a que obtuvimos en el problema anterior (problema
4).

(a) Volvamos a dibujar la figura indicando un par de cosas maés:
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El dngulo € es el que forma el rayo incidente con la horizontal. De esta figura
es claro que

A= Dpgtanf A+ B = Dgpgtand B = Dygltan(a + €) — tane)]. (1)



Para angulos pequenos, estas ecuaciones devienen
A= ﬂDOS A+B :GDOS B :OtDLS, (2)

y por lo tanto
BDos =0Dos — aDyg, (3)

que es la ecuacién de la lente que queriamos demostrar.

(b) Dividiendo la ecuacién de la lente por Dpg, usando el resultado del problema
anterior para el dngulo de deflexién, « = 4MG/b (esto lo vimos en clase y es
uno de los resultados més famosos de la relatividad general), y usando también
que el pardmetro de impacto para angulos pequenos se puede aproximar por
b~ 0Dor, obtenemos

6 _ [AMGDys
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(¢) Multiplicando (4) por €, obtenemos una ecuacién cuadrética que resolvemos
facilmente,

ki B\?
0=—+ = 02 =0,. 5
Asi pues, el observador ve dos imédgenes de la fuente. Esto se entiende claramente

con el siguiente dibujo:

Notemos que acd hemos considerado sélo rayos contenidos en el plano de la
figura, pero eso esta bien: los rayos de luz se mueven en un plano que contiene
a la fuente S y a la estrella L, y los que llegan al observador pasan también
por O. Hay un tnico plano que contiene esos tres puntos y es el de la figura.
Esto es asf excepto en el caso en que S, L y O estan alineados (8 = 0). En ese
caso hay infinitos planos que contienen esos tres puntos, y el resultado es que el
observador no ve dos imagenes sino un anillo de apertura 6g.



Problema 7

Enunciado

Las ecuaciones de Einstein con constante cosmoldgica A tienen la forma
1
R, — §gWR + Agu = 87GT,,.

Puede obtenerse una (mala) cota superior para la constante cosmoldgica exigiendo
que no afecte el movimiento de los planetas del Sistema Solar. Obtenga una cota
para A a partir de que la érbita de Plutén tiene un radio de 5.9 x 102 m.

Resolucién

Queremos estudiar la ecuacién de Einstein con constante cosmolégica en el
régimen de campo débil no relativista (que es el régimen correspondiente al
sistema solar). Es decir, escribimos

Guv = Nuv + hp,u (6)

y asumimos que h,, es pequeno e independiente del tiempo. La hipétesis de
campo débil requiere que A sea pequeno (del mismo orden que h,,), y por lo
tanto la constante cosmolégica da lugar a un término An,, en el lado izquierdo
de la ecuacién linealizada,

1 1
*iA(huv - 5}”7;“/) + A77/“’ e (7)

donde estamos usando el gauge de Lorentz, 0" (h,, — %hnl“,) = 0, y asumi-
mos que hy,, es independiente del tiempo. Queremos ver cémo la constante
cosmologica afecta a la érbita de Plutén. Esta tltima es una geodésica lenta
(dt/dr > dz'/dr), lo cual, sumado al hecho de que h,,, no depende del tiempo,
implica

d’zt 1.

— = =0"hgo. 8

ez 277 (8)
En otras palabras, el movimiento de Plutén esté descripto por la segunda ley de
Newton con potencial gravitatorio ¢ = —hgo/2. Para averiguar cuanto vale ¢,

tenemos que resolver la ecuacién (7). A primera vista pareceria que nos basta
con la componente 00 de esa ecuacién, pero eso no es asi debido a la presencia
de la traza h dentro del laplaciano. Para sacarnos de encima esa traza, tomemos
la traza de la ecuacion (7),

1
§Ah +4A = 87GT. (9)
De ah{ despejamos Ah en términos de A y T, y reemplazando en (7) obtenemos

1 1
5 Ay, = 871G (T, — 5Tw) + M. (10)
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Ahora si, para determinar ¢ nos basta con la componente 00 de esta ecuacion.
Usando que, en el régimen no relativista, Too = p y Tj, = 0, esta componente
toma la forma

A¢p =A4AnGp — A. (11)

Por lo tanto, ¢ es el potencial newtoniano creado por una fuente esférica (el sol)
de densidad p mas una fuente uniformemente distribuida por todo el espacio de
densidad py = —A/(47G) (ndtese que, debido a que pa es negativo, A actia
como una fuente de gravedad repulsiva). Podemos determinar ¢ resolviendo
directamente la ecuacién de arriba o, més facil, usando Gauss,
GM A,

olr) = =5 — 22, (12)
Y ahora ya tenemos todo lo que necesitamos para acotar A. Sabemos que
el sistema solar estd perfectamente descripto por la gravedad newtoniana sin
constante cosmoldgica. Por lo tanto, el término proporcional a A en el potencial
de arriba tiene que ser despreciable frente al otro término en todo el sistema
solar. La cota mas fuerte la obtenemos cuando r es maximo, es decir, el radio
rp de la drbita de Plutén:

A GM GM
“rlg— = AK6—. (13)
6 7 Tp 3

Restaurando los factores de ¢ por andlisis dimensional (A tiene unidades de
longitud =2, y GM/r? tiene unidades de tiempo~2) obtenemos finalmente

GM

A< b= ~107% m™2, (14)
7“362
p

Esta cota parece muy fuerte, pero se obtienen cotas mucho méas fuertes obser-
vando el universo a escalas cosmoldgicas (mucho més grandes que el tamano
del sistema solar). El valor actualmente aceptado de la constante cosmoldgica
(basado en observaciones cosmoldgicas) es A ~ 10752 m~2.

Un dltimo comentario. En problemas anteriores habiamos obtenido que,
en el régimen no relativista y en ausencia de constante cosmoldgica, las com-

ponentes espaciales de la perturbacién de la métrica son h;; = —2¢d;;. Este
resultado estaba fuertemente basado en la ecuacion
1
A(hi; — §h5ij) =0, (15)

que se obtiene de (7) usando que T;; = 0 y poniendo A = 0. En presencia de
constante cosmoldgica esta ecuacion ya no se cumple, y por lo tanto deja de ser
cierto que h;; = —2¢d;;. Encontrar las componentes espaciales de la métrica
en este caso lleva un poco més de tiempo, pero, afortunadamente, no ha sido
necesario para resolver este problema.



