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D Aplicaciones del célculo exterior

1) Teorema de Cauchy-Goursat

4 > .
Sea (x.4) unafunciénen [R”, que puede ser compleja. Hagamos el

cambio de carta
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Si § es analitica (u "holomorfa") en (J (incluyendo ¢) entonces ?—_E =0;

22
esto significa que | es una genuina funcion de una variable compleja 2z

mas que una mera funcion de dos variables reales. En ese caso

( .

fd=o

N\ 6

Cuando § no es analitica en (J tendremos, por ejemplo, &, dt _ i para cualquier { que encierre el origen.
B ©
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P> Operador estrella de Hodge

En los espacios que poseen métrica definimos un operador ¥ que toma

una p-forma y la convierte en una (= -%)-forma:

(%B), = 1 i3\ e et

\ }"1"“"""0\!\ P! '1...""‘: "\-P-ﬁ.\..."-"'\ {

es una dualidad entre dos espacios de igual dimensién

donde :
'gi.,...i.p _ g‘::JL_ . :r"'m\P 8.
' 0 d Cdor

siendo €0 gy inverss de 8y wiivica . PU e _ St 4
/ J dJd* k7

D> Simbolo de Levi-Civita

( L = Jl"'}m%femw’hc'én par de (2-oMm

Ejy - hm = ) 1 S fi- e e persaitadde fmpar e S2m

k. @) eAar olro Coano

Notese que \ IV & tiene caracter tensorial pues son las componentes

del volumen métrico:
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E . . . . |;}L""}P|
,P’.J/ ldy - del l“pﬂ""'ml ﬂ

Demostracion: /_///L—/—\

&/\X% = Ky ulrl(E: A N4 A I,BJ"“.'}P>
{ o “PI,P’E/ Y \1"')?|“’p+l"'"’~\|l /

. o~ .
[ ¢ ¢
dx®an ... A dx /\alx P“A,_,/\J,x"‘

En esta suma maultiple los tinicos términos que sobreviven son aquellos con

!a‘ 0)?! = | 4y ... &.| . Enefecto, | a ',,),! debe ser complementario

—de |i .. i |lenelsimbolo de Levi-Civita; y esteasuvezes
complementario de | Ly .. - LPl en la base

Por lo tanto, cada término de la suma maultiple corresponde a una posible

- “ﬂ dzta-oada™ = .,C\JL

(no hay términos repetidos porque el orden de los indices esta congelado).

Asi resulta la propiedad que queriamos demostrar. /

D> Propiedades ) ?."(«4—:5' = faxd % B - foramas

{

ﬁ)%ﬁ.:i

i) % % = iy PP e

s: mywer2 de Sipas(-)
o 23 w&‘h"ic{\

El factor (-1)*aparece porque aplicando dos veces el operador se forma el factor | ‘6\, a su vez con las inversas de la
métrica se forma el factor dﬂ:(‘s“a] =4, siendo | ¢\ lB =N
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p» Ejemplo: el tensor de campo electromagnético? — 4R es una 2-forma cuyas

componentes son

1)
0

= 2.A: - 2. A, donde A es el cuadripotencial.
[ U

Entonces

(*?‘)kt : \h;\ £,.., FH

(o F? -F% f" \

Nétese, gue . FaxF = F!i.él :S\:IJ‘AJ‘X) A Vigi [ F3 darndx'+ )

\

5 ~~ ~ ~ rond
= Fzs F* lhg[ dx® adet adxtadn? ...
< —

b Pars clelar % F e Minkowshs eo ¢Til 0y sipuiente tabls:

% (edTadX) - - d¥ade % (dXadY) = c T ALZ
# (edTady)=-4d2adX w (42 ~dX) = (AT ALY
’(’(OJTAA?:)—_—Q\X/\AY *(J\/AJE) ClT/\AX
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P> Electromagnetismo:  la accidon del campo electromagnético es

S[:'X‘]:—' ( \EA%F -—'-g’&’\’é’i‘ donde E:I
2 pc V ¢ / g

La variacidn de la accidn respecto de A es

o~ o~ band o~

= — A — _ SA A XS
2Rt ——— <
,j S’;«/\.K-?
n yd A | 7 [ : ~\ L~ , n 1 '
es decic | OS5, = - — \ SA'/\\dKl" +r\.‘*‘}} + Tersias 4= barde
Boc
Leyes de Maxwell: dF -0 A F - _p_ %)
1 T v
: 4 :
/ ' : .
T:I:r;\ es wpachs Cenvs Gs R @A Lunld asicIn
Ai.:(i;'—_’;‘) ‘4_; ~
e (IDL'}') Ecuacién de continuidad: 4 'é —,
v,
P> En Minkowski es , £, Ey .
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D Ejercicio: modo TE en guia de ondas

l Profnf\ws'.
r~ i ~ iz
| » ~_0n
X2 oad ~ ~y
m F = 2_U~ ltA J + 9_“0 Nx_,/\:l\’
i \ ‘ 2t v 2 -
\3 \'_(.J s’
E, -B,
Por otro lado,
*F = pu w (JLaS5) 2w (a5
ot v 2% ————~——
e = g"_ﬁ
_2 Jeadx ceta
c
- = 1 —~ ~ A ' ~ ~ N~
= J4*F = "-'; o u dEadzaldxe t U dxadtade
“ ott ox?
d ~ T 2
d*F =°> & -—',,a“',-l-‘;“:o
¢ ot” ox?
Condicioner de Contvrao: E}(x=°) - o= E}(xﬂ:\-)
» ult»"-) = A 5lLut seal Mo 2 wn =T ¢
e / e

Obtuvimos una onda estacionaria, que rebota entre las paredes sin propagarse en z.

Pero podemos generar una soluciéon propagante mediante un boost de Lorentz:

t=7('-v) | 2=VY(2-vt') =z=%' 4=y
‘1 4 N f 174

> Jt- y(ft'-\ftﬁ-)

~ ~ 0~ ~ ~ ~ ~ o~ ~ —~
F:E}} itady -8B, dxady — YE, 3 o \()'_*/_\/LE.é 2'n a'_e}A,u"Jv.
? ] !
€, B - %
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Ahora hay una componente del vector de Poynting a lo largo de z:

S<! Ex8 = Sy=-L1 € B, =YV gk
t““ \"Q 3 Y‘tc}'
Lafasedelaondaes Wt = w)(+'-Y 2') > Ww=Y I.c'% -V Yy
61' 6"
> ' t e w" — P Fdéd.:;" de J&sfcr,s.'_c/n
et N a0

¢ \ 2

Velocidad de fase: Ve = & - <
| “\ V

2
Velocidad de grupo: v - do' =V U:;: vy = c®

i JW, J

P> Derivada de Lie: hasta aqui sdlo sabemos derivar p-formas. Nos gustaria

definir una derivada direccional de vectores utilizando exclusivamente las

estructuras ya establecidas sobre la variedad diferenciable.

SII. fueleiuns derivar un szpo \/ech){'.uv( U:_C_i__ ou;(;_ J'\re:c,'._,;;\

_ 1 _ )
C‘C un vectnhr V = d cr Svreri, r sLpuvieute Wanrte -
dx

liw U (2N+an) - Qn)

AN—© an

Pero Ocurre fue —J()\o) 2

v
Eﬁ/; Y,

_/ 4T

v v

_L_) ()‘-P*A)\) ?ﬂfrzneoev\ N mp;dné '{';nﬁre“\%

difererben:. mo poderwsd reotac e“’S

La solucion seria definir en £ un vector O x( Ne) € T, que "represente” a

—O(\‘,t—AX).
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De esa manera, la diferencia G‘:‘}\ (Xp) — O\\P) tendria sentido.

" "

— . 0

Construiremos la linea de campo de UA\ que pasa por P arrastrando

las linea de U que pasa por 1, + 4) . Pero no alcanza con la linea de

campo sino que debemos definir su parametro *. Para esto diremos

que AP )= B (Nt AN : ~ o
t ')_\-rQ Q
=
X\

» \

P —

- ( Ar’ [)\p+ ﬂ)\\

La derivada de Lie de (J respecto de Vv, £ _ 0, es un vector (proviene

de una diferencia de vectores en T, ); por lo tanto es una derivada sobre

las funciones. Veamos cOmo opera:
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Podemos deshacernos de {, y decir que la derivada de Lie no es mas

que el conmutador entre los campos:

L

£0:[v,0
v
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Un campo U se dice "Lie-dragueado” por otro campo V si [V, 0 ]=0.

En ese caso, el dragueo de Lie de las lineas de campo conduce a las propias

lineas de campo; en otras palabras, los parametros n, w se comportan como

coordenadas (por cierto, los vectores de una base coordenada conmutan).

P Derivada de Lie de una funcién: es natural definir £_F =v(4)

Es decir, ef draguecode Lie de [ ep L; = -LD\+AX\)-
1 J i AN | I

P Propiedades:

) £ U =-£V

U

ii) Reg]a de Leibniz: L

= vi(2, U1) 2, - VY (5, viYy = (Vi QU" ~ LY av' ) 3
d d \ Swt LY 7

Erntoncen £ O - vt ou® _ piave
v N - 5
- o nY¥ dxv

Notar que ante cambio de coordenadas quedan términos con

derivadas segundas que se cancelan entre si, lo que permite que las

nti ni ransformen com mponen n r

direcciéon de V , en el sentido que también V resulta derivado.
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iv)Si Vo2 (£, O] . 20
ox* L )‘;, ] ;xi
V) f.- - = Yiﬁlhn_‘.‘
[v.o}] — & 3

vi) Identidad de Jacobi:
[Iialiv],}-a] 1 [Y.ic,iw],jla } t .{i\},ia},i—-v] = O

P> Derivada de Lie de 1-formas: podemos definir 7 _ % proponiendo

que valga una regla de Leibniz del tipo £_{&(0)] =(£F’<I:I) (0) + & (f,;fi)

N

O-Qefmé J_{-uf..u.\ < Jeel.o\.'-.l'

= (£:Z’3). = Vi 0 + W o
Vv /v - t 0 .
oxY PP Ad

P> Derivada de Lie de tensores: extendiendo la regla de Leibniz al producto

entre vectores y 1-formas, {_ (ae8) =({. A) @B +A® (£.8),

Y. & . ) : bl s
(£=T) J Qom--can = Vr- aT"J."k_ _Tra."k‘ 9V° _);ncﬂcu !
A) L4 7 D a:r Lom - on Lm - a—xr. ‘(en"'-lw\rl.&n‘l’uj

L)... k tadey Los 1
+ T"a rd avr 4 II‘AJECM
- e all’ 4 Co variantes }

P> Propiedades:

. N~
S W o uns P-forman,

vi) £_® = d[B,..)] + do(3..)

(VC' SCL\vTE &4.28)
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