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Derivada covariante

Aunque la derivada de Lie permite derivar todo tipo de tensores no es una
buena derivada direccional, porque el vector V que da la direccién de
derivacion aparece también derivado. Esto es asi porque el procedimiento

del dragueo de Lie requiere del comportamiento de V' no sélo en el punto P
sino en un entorno del mismo. En particular, la derivada de Lie de un vector en
la direccidon de si mismo se anula; es decir que la idea de cuadriaceleraciéon
como derivada de la cuadrivelocidad en la direccién de si misma (a lo largo de
la linea de universo de la particula) no podria ser capturada con la derivada de
Lie. Esto muestra que la variedad diferenciable tendra que incorporar una
estructura adicional para poder definir una buena derivada direccional de

tensores.

Transporte paralelo. Conexion afin

El dragueo de Lie surge de la necesidad de definir un representante en el punto P
del vector U en el punto desplazado, U(Ap + AN) , para resolver la cuestion de
la imposibilidad de restar vectores pertenecientes a espacios tangentes diferentes.
En los espacios euclidianos y pseudo-euclidianos esa cuestion se resuelve de otra
manera, pues existe una estructura geométrica adicional que permite definir

el transporte paralelo de vectores. Esos espacios admiten cartas cartesianas

globales, en las que el tensor métrico es diagonal de componentes *=1; el

transporte paralelo consiste en definir el representante de U(A\p + A)) en P

como el vector l »(P) que tiene las mismas componentes cartesianas que

U(Ap + A)). Pero enuna variedad diferenciable no contamos con esa
estructura geométrica; por lo tanto veremos qué se necesita para lograr una
derivada donde V participe sélo para dar la direccién de derivacién.

La estructura que introduciremos no es la métrica sino la conexidn afin, y sera

equivalente a una regla para el transporte paralelo de vectores en la variedad.
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La derivada covariante que vamos a introducir es una derivada direccional de

vectores indicada con el simbolo V. Como para toda derivada, se requiere que

1) Y- (U+w) = Vo O+ W e T, (inclidad

W) V5 (FU) =([4) T+ 9,0 =V T+ £9,0 Leibn

Para que no aparezcan derivadas de V ademds requeriremos
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Del resultado lo tnico desconocido, por falta de transporte paralelo, es V-EEEL .
El resultado debe ser un vector, y podra expresarse como combinancién de los

vectores de la base. Entonces definimos
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Las funciones I'C, son las componentes de un objeto geométrico que no es

un tensor sino que es una conexion afin. En efecto, no puede tratarse de un

tensor porque el primer término en VU no tiene caracter vectorial; asi

la conexion compensa el mal comportamiento de ese primer término

para que el resultado sea un vector.

B> Ahora que tenemos una derivada covariante podemos decir que el vector

paralelo-transportado que representaa U(Ap + A)) en T, es (despejando

del cociente incremental):

TR (7 = U(p) + AN V\.IT) \P +gl‘A)7-\

VAX P4

p Si \VACEL-Y U se dice transportado paralelamente en la direcciéon de [V,

(del mismo modo que decimos que U es Lie-dragueado por V si £ _ U=0).
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Mientras que la anulacién de un tensor en un punto P es un hecho absoluto,

independiente de la base (si las componentes de un tensor se anulan en una

base entonces se anulan en cualquier base), no sucede lo mismo con las

componentes de una conexion que, como dijimos, es un objeto geométrico de

7 C .
otra naturaleza. Veamos como se transforman los I';; ante cambio de base.
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El segundo término es tensorial, pero el primer término no lo es. Aunque la conexion se anule en una base,
no se anula en la otra

P> En bases coordenadas resulta:

Ch = 2% [ P Lo 2t I".Ll. \

M\ Sxioxt ' et

D Las componentes de la conexion en base coordenada se llaman

simbolos de Christoffel.

P> Notese que Ff n transforma como las componentes de un tensor. Esto

significa que existe un tensor, que veremos luego y se llama torsién,

cuyas componentes en una base coordenada son

v fm K]

) " Ky Jk

Como T, no es tensorial, las componentes de la torsion en base anholénoma no se ven como 2 Tl

. También
la diferencia entre dos conexiones tiene caracter tensorial.
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Usamos la expresion VU para el vector que corresponde a derivar U enla
direccién de V. Hemos escrito ese vector como

Vemos que el vector ViU puede verse como la contraccién de V con un

tensor de tipo {\\ que llamaremos derivada covariante (a secas) VU cuyas
) -)
componentes son

(VO) o = E(u)+ ¢

~
\ o
g

En base coordenada es

(VO)*, = QU | 8 Ok = g+, + 7% Ok = O
X 7 d ) 1 Ka Id k}
QX { .

C =
Geoox
] .7 .]. 1 ] ] . ] . ] ]/ .

La derivada covariante puede extenderse a tensores de cualquier tipo.

70

[ 4

Comencemos definiendo la derivada covariante de una 0-forma f :

AR -

V. § =3 vy = V(g)

Entonces definiremos la derivada covariante de una 1-forma valiéndonos de la
regla de Leibniz:
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Conociendo las derivadas covariantes de la base dual, es inmediato calcular

la derivada covariante de cualquier tensor usando la regla de Leibniz.

En una base coordenada, la derivada covariante de una 1-forma es

-~ "
kv d ) ;v - o<" = ‘-‘-L. D‘l :_ D( v
J I} () WK Id
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Para un tensor de tipo arbitrario derivaremos cada E, y cada b, :
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P Un tensor T se dice transportado paralelamente en la direccion de V si VT =0.

P Ejercicio: mostrar que Tj;;1.5 = (T};5)):x  (la derivada covariante conmuta

b)

con la simetrizacién y la antisimetrizacion).

P> Curvas autoparalelas

En un espacio euclidiano existen curvas privilegiadas, las rectas, que poseen

dos propiedades: realizan la distancia mas corta entre dos puntos y son

"autoparalelas” en el sentido que su vector tangente se transporta paralelamente

a lo largo de la recta. No estamos aun en condiciones de reproducir la primera

propiedad, porque no tenemos una nocion de distancia en la variedad. Pero

podemos reproducir la segunda propiedad, pues ya tenemos una nocién de

paralelismo.

Llamaremos autoparalela a una curva tal que el transporte paralelo de su vector

tangente a lo largo de la curva resulta en un vector tangente a la curva:
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La ecuacion V;U = 0 es una ecuacion diferencial de segundo orden para las

funciones z‘(1) que definen las ecuaciones pardmétricas de la curva:

Q
1
<
Cl
C
\

0 = V(U Py 0S) donse U = dX°(W)
'} v
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P Coordenadas normales de Riemann

La torsidén no participa en la ecuacion de la autoparalela, porque Fi; j estd
contraido con un tensor simétrico. Seria interesante encontrar una carta donde
se anule Fé ki) (que es la parte no tensorial de la conexién). En general eso no
se puede realizar globalmente, pero es posible hacerlo localmente. Vamos a

construir una carta en la vecindad de un punto P tal que I”(; kj) S€ anula en P.

El procedimiento que utilizaremos trata de reproducir lo que seria la
construccion de una carta de tipo "cartesiano” con los elementos geométricos
disponibles hasta aqui. Sea {E,,} una base en T, y tracemos todas las
autoparalelas que pasan por P. Cada autoparalela esta identificada por su vector
tangente U(P) en el punto P. Para dar coordenadas a un punto Q del entorno de
P, tomaremos el vector U(P) que corresponde a la autoparalela que pasa por Q,
y el valor de su parametro afin en el punto Q. Entonces definimos las

coordenadas normales de Riemann del punto Q como

XTa) s pay O™ e)

donde V(? = O Pen ol origen—de
Coordenad VA -
El parametro afin estd definido a menos de una constante multiplicativa (una

escala), y una constante aditiva (una eleccion del origen). La constante
multiplicativa no influye en la definicién de las coordenadas de Riemann
porque no afectaa puU = u d/dp.

En la geometria euclidiana esta construccion utiliza las rectas que pasan por P,
cuyo parametro afin y es la distancia al origen (lo veremos mas adelante). El
vector U resulta unitario, pues U - U = (gijda’dx?) Jdp? = (dp/dp)® = 1. Si {E,,} es

ortonormal, entonces la construccion conduce a las coordenadas cartesianas.
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En coordenadas normales de Riemann, cada una de las autoparalelas que pasan
por P se recorre manteniendo fijo U™ (P) y cambiando p. Asi, las ecuaciones
pardmetricas de las autoparalelas resyltan lineales en  :
xX™ [\f-) = Y' O™ (e)
En este sentido podemos decir que, en esta carta, las autoparalelas se ven

como "rectas”: 4" X* () / dp¥ = O, El vector tangente a la autoparalela que

vade PaQes

es decir que tiene componentes constantes en la base {9/0X™}.

Por otro lado, en P vale que
U= 0" () En
entonces concluimos que en P coinciden las bases {En} y {9/0X™} (esto
no significa que {E..} sea una base coordenada porque para establecer tal
propiedad deberiamos conocer el comportamiento de {E:} en la vecindad
de P).
Como se anula la derivada segunda de sus ecuaciones paramétricas, la

ecuacion de las autoparalelas en coordenadas normales de Riemann es

{":“,? LQ) U™y U"(P) = O
Loy de

Es decir, (7\y (@) UT(p) U (?) = O

En cada punto Q las funciones F?lep) (x) satisfacen estas cuatro ecuaciones
para los valores de U™ (P) correspondientes a la autoparalela que une Q
con P. Pero en el origen P los valores de U™ (P) son arbitrarios (son tantos

como autoparalelas que pasan por P). Por lo tanto en P debe suceder que

Ejercicio: buscar cambios de coordenadas que retengan esta propiedad.

r(?\g)(P) = O

Hay n?(n+1)/2 I'(hy’s que deben adaptarse con continuidad también a los valores de vector tangente de puntos vecinos a Q.




