
0.1 Ejercicio 2
En primer lugar, usando que la derivada covariante de la métrica y de su inversa es cero se tiene que

Tµν;µ = (gαν Tµα);µ = gαν;µ T
µ
α + gαν Tµα;µ = gαν Tµα;µ = gαν

(
Tµα,µ + Γµβµ T

β
α − Γβαµ T

µ
β

)
Como

Tµν =


−ρ (t) 0 0 0

0 p (t) 0 0
0 0 p (t) 0
0 0 0 p (t)


y

gµν =


−1 0 0 0

0 a2(t)
1−k r2 0 0

0 0 a2 (t) r2 0
0 0 0 a2 (t) r2 sin2 θ


se tiene entonces que

Tµ0;µ = g00
(
T 0

0,0 + Γµ0µ T
0
0 − Γβ0µ T

µ
β

)
=

1

c
ρ̇+

(
Γµ0µ − Γ0

00

)
ρ+ p Γk0k =

1

c
ρ̇+ Γk0k (ρ+ p) ,

Tµi;µ = gii
(

Γµiµ T
i
i − Γβiµ T

µ
β

)
= gii

(
Γµiµ p+ Γ0

i0 ρ− Γkik p
)

= gii
(
Γ0
i0 p+ Γ0

i0 ρ
)

= gii Γ0
i0 (ρ+ p) .

Además,

Γαµν =
1

2
gαβ (gβµ,ν + gβν,µ − gµν,β)

y por lo tanto

Γk0k =
1

2
gkβ (gβ0,k + gβk,0 − g0k,β) =

1

2

∑
k

gkk (gk0,k + gkk,0 − g0k,k) =
1

2

∑
k

gkk gkk,0 =
1

2 c

∑
k

1

a2
d

dt

(
a2
)

=
3

c

ȧ

a
,

Γ0
i0 =

1

2
g0β (gβi,0 + gβ0,i − gi0,β) =

1

2
g00 (g0i,0 + g00,i − gi0,0) = 0.

Reemplazando queda

Tµ0;µ =
1

c
ρ̇+

3

c

ȧ

a
(ρ+ p) ,

Tµi;µ = 0.

Luego, la ecuación de conservación queda

ρ̇+ 3
ȧ

a
(ρ+ p) = 0

para ν = 0 y es trivial para ν = i.
Si

p = ω ρ

entonces

ρ̇

ρ
+ 3

ȧ

a
(1 + ω) = 0

y por ende
d

dt
[ln ρ+ 3 (1 + ω) ln a] = 0,

lo cual implica que
ρ

ρ0
=

(
a

a0

)−3 (1+ω)

.
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0.2 Ejercicio 4
En un universo espacialmente cerrado, k = 1 y por lo tanto haciendo

r = sinχ

el intervalo se puede esciribr como

ds2 = −c2 dt2 + a2 (t)
[
dχ2 + sin2 χ

(
sin2 θ dϕ2 + dθ2

)]
.

Como se trata de un rayo, ds = 0, y como es radial, dϕ = dθ = 0. Por lo tanto,

c dt = a dχ

y esto implica que

ȧ =
c

a

da

dχ
.

Por otro lado, la ecuación de Einstein 0
0 (la de valores iniciales) para k = 1 y sin constante cosmológica se escribe como(

ȧ

a

)2

+
( c
a

)2
=

8 π G

3 c2
ρ.

Además, como se trata de materia no relativista, p = 0 y por lo tanto de la ecuación de conservación se deduce que

ρ a3 = ρ0 a
3
0.

Reemplazando en la ecuación de valores iniciales se tiene entonces

ȧ2

c2
+ 1 =

l

a
,

donde
l =

8 π G

3 c4
ρ0 a

3
0.

Usando lo obtenido anteriormente se tiene entonces que

1

a2

(
da

dχ

)2

+ 1 =
l

a
,

o bien, (
da

dχ

)2

+ a2 = l a.

Derivando respecto de χ es tiene que

2
da

dχ

d2a

dχ2
+ 2 a

da

dχ
= l

da

dχ

y por lo tanto
d2a

dχ2
+ a =

l

2
.

Esto implica que

a = A sinχ+B cosχ+
l

2
.

En el comienzo del universo, a y χ son nulos, y por lo tanto

a (χ = 0) = 0.

Además, usando este resultado, de la ecuación diferencial original se deduce que

da

dχ
(χ = 0) = 0.

Esto implica que A = 0 y B = − l
2 . Por lo tanto, finalmente se obtiene

a =
l

2
(1 − cosχ) .
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Esto implica que cuando el rayo completa una vuelta χ = 2 π, el universo recolapsa.
Finalmente, para un modelo de radiación, p = ρ

3 y por ende de la ecuación de conservación se deduce que

ρ a4 = ρ0 a
4
0.

Reemplazando en la ecuación de valores iniciales ahora se tiene que

ȧ2

c2
+ 1 =

(
d

a

)2

,

donde
d =

√
l a0.

Siguiendo el mismo procedimiento que antes, ahora se obtiene

a = d sinχ

y como a (π) = 0, el rayo solo recorre la mitad del universo antes del recolapso.
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