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> Accion de Hilbert
Las ecuaciones de Einstein pueden obtenerse de un principio variacional. La
accion de Hilbert (o de Hilbert-Einstein) es
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Para calcular g4 &R.; en un evento P cualquiera usaremos una carta
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localmente inercial con origen en P. De esa forma vale que
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Aunque las componentes de una conexidn no transforman tensorialmente,

las componentes de la diferencia de dos conexiones si transforman como

componentes de un tensor. Por lo tanto, el resultado es tensorial; es la

cuadridivergencia de un vector. Para pasarlo a una carta arbitraria alcanza

con reemplazar la derivada comun por derivada covariante:
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Como este término de la variacion es una divergencia, se puede usar el

teorema de la divergencia para convertirlo en un término de borde que no

contribuye al resultado de la variacién (no hay variacién en los bordes).

Entonces la variacion de la accion de Hilbert da
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En presencia de materia la accibnes S = S, _+S__ . . Lavariacion de esta
TV bl - 7]

accidn respecto de la métrica debe conducir a las ecuaciones de Einstein con

fuentes. Por lo tanto, el llamado tensor de energia-momento "métrico” es tal que

- 2c st&f derivads
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P> Invariancia de gauge de la accion

Es importante destacar que algunas variaciones de la métrica en la accion de

Hilbert-Einstein no generan dindmica, porque la accidn es indiferente a esas

variaciones sobre cualquier evolucion de las 10 variables dindmicas 9:; . Eso

ocurre cuando la variacion de la métrica tiene la forma
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es decir, a4 -(£

Cuando no hay torsidn vale reemplazar las derivadas comunes por derivadas

covariantes. En ese caso, si la conexidn es métrica se anula el primer término:

Sad = 9% g5, e gt ai | 5 46D
d 0 7 0 C¢i= 2

Entonces la variacion de la accién queda
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Como el tensor de Einstein es simétrico y tiene cuadri-divergencia nula:

Vigl d9% + términos de Yorle
[

El primer término se convierte en un término de borde usando el teorema

de la divergencia. Por lo tanto, el tipo de variacidn considerada no aporta a la

dindmica.* Aunque la accién no es en si misma invariante, como sucede con las

transformaciones de gauge en el electromagnetismo, el hecho que estas

variaciones sélo producen términos de borde indica que si se dotara la accion

con un término de borde apropiado entonces podria lograrse una accion

invariante ante transformaciones de la forma $q = '£i % .

* Como ya vimos, la invariancia de gauge reduce a 2 el nimero de grados de libertad (en n=4).
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P> Ecuaciones de estructura de Cartan

El uso del calculo exterior permite lograr expresiones reveladoras para la

torsion y la curvatura. La torsién quedara dada en términos de las derivadas

exteriores de las 1-formas de la base del espacio cotangente, mientras que la

curvatura resulta de la derivada exterior de 1-formas definidas por la conexion.

Asi, la base{E"} y la conexidn se comportan como potenciales para la torsion

y la curvatura. Esta formulacion fue desarrollada por Elie Cartan en 1922.

Comencemos por la definiciéon conocida de la torsion,

T(30.v): U ¥y -Y.0-(5,v)

Este tensor de tipo ( ‘1\ se descompone en una base cualquiera como
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donde hemos explotado la antisimetria del tensor para definir una 2-forma

x =
T% "valuada" en el espacio tangente; es decir, T% es un conjunto de 2-formas

que ante cambio de base transforman como componentes de un vector para

que E, ® T* resulte un tensor ( 1).

Calculemos las componentes T %, :
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Los dos términos contribuyen igual a T =5 T*,. E*AE°. Por otro lado

sabemos que E* 9. £ - - €) 3, E*, pues E* g2 = 5. Entonces
[ o 14 A
= :
o 3 3 ~ s ~ ~ o, ~ .,
T = (r‘,_!‘__"' E: E, 2 E?)EL/\ E° = I","”b ELAE"\'?LE; da* A dxi
— '~ S~

-7

m

Lo ) rd b i T |
dxt (osar Et-EY dzv) a

Definimos la conexidn de spin, como el siguiente conjunto de 1-formas

~ . a‘ ~b
wac = I_'cb E

L indice de decivacion

lo que nos permite escribir

TY - JE* + 0% AE° = DE

La derivada exterior covariante [) no sélo actiia como la derivada exterior d,

en el sentido que toma una p-forma y da una (p+1)-forma, cumpliendo todas

las reglas de la derivada exterior; la presencia del término de conexién implica

que si se aplica D a una p-forma valuada en el espacio tangente entonces

resulta un objeto tensorial de ese mismo caracter:

E* » E*_- A*.E* = DE*> — DE¥_. AY_ DE~

No hace falta demostrar esto; asi debe funcionar debido al caracter tensorial

de la torsion T = E, ® DE*. En cambio la derivada exterior d no tiene esa

propiedad, pues involucraria derivadas de los coeficientes A" o . No hay en

esto nada que no sepamos ya; el término de conexion de spin se transforma

adecuadamente para compensar las derivadas de los A" .. que provienen

de la derivada exterior comun:
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Ejercicio: usando la transformacion de la conexidn afin y la base obtener que

~ o o ~a ¢ a a
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Como se puede ver, la diferencia de dos conexiones de spin es un tensor.

Entonces hemos obtenido que la torsion es la derivada exterior covariante

de la base del espacio cotangente:

T-€,01T%= E_®DE"

Veamos ahora qué puede decirse de la curvatura. El tensor de Riemann es
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Este tensor de tipo (!\se descompone en una base cualquiera como
>
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donde fue aprovechada la antisimetria de las dos ultimas entradas del Riemann.

La estructura del Riemann contiene una familia de 2-formas valuadas en el

espacio tangente:

EJ = Raco.,lo EQ.A'E"L

ol

talque R- E,@E¢® R°
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Calculemos los valores de KJ P
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Explotando la antisimetria,
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Si se tratara de una base coordenada obtendriamos la expresién conocida de

las componentes del Riemann. Cuando el resultado obtenido se combina con

~ ~ . NJ ol ~ 7 . o7
E* A E" para construir R = & R, E* 4 £*, aparecerd la combinaci6n

§
N

ElEY - €2 EX Tuk = dzt

junto con Eg E* = dxd . Ademds, en el segundo término se forma @' a%ot, .
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Ante un cambio de base, la conexién de spin transforma apropiadamente para

que la curvatura se comporte tensorialmente:

’EV‘L — ’é‘a,': Adw 'Ew = édc - ﬁd" - I\JI.L A.cz.' ﬁRdc

-~
~

. J : . .
Seria incorrecto pretender ver a R, como la derivada exterior covariante de

la conexion de spin, pues la conexidon de spin no es tensorial.

P> Los resultados obtenidos para la torsion y la curvatura constituyen las

ecuaciones de estructura de Cartan,

T _ JE*+ 0%, AE® - DE®

d T

7

que exhiben a la base y la conexién de spin como potenciales para la torsion

y la curvatura.

Es interesante ver lo que sucede cuando aplicamos dos veces la derivada exterior

covariante a un conjunto de p-formas ¢® valuada en el espacio tangente:
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En particular, como T*= DE®, resulta

Xa Za b . . . .
DT® = R*_ A E 1ra. identi Bianchi

Por otro lado, si tomamos la derivada exterior covariante a la curvatura:

DR%* = dR*, + W% A Ry —W%, A QQ.‘,
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Noétese que hasta aqui no hemos introducido la métrica. En su intercambio

epistolar con Einstein, Cartan abogaba por distinguir la conexion de la métrica,

y verlas como dos estructuras separadas.

P En presencia de una métrica podemos trabajar con bases ortonormales

(también llamadas "vierbeins" o tétradas), que indicaremos con SE'&‘ . En tal

M

caso la métrica es
\ - r)a..la

E&'E'\;=a[~ a’E,‘;

%:')aLEa®E% =
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P> Las tétradas se relacionan entre ellas via transformaciones de Lorentz locales

(dejan el simbolo de Minkowski invariante, preservando la ortonormalidad).

P> Una conexién métrica es aquella que cumple la regla de Leibniz ante el

producto escalar. Luego, la derivada covariante de la expresion anterior da

N _ — -
0= — E~ ).E.+ Ea.V_. Ea =T Ej-Eqx+ Ep - (T35 E;
2 g ° Ca 4
a A
= a2 Naw + TS naa
ey c 7/
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Multiplicando por E ©¢: | W<, *;),“, + W s r)n__‘ — O | conexidn wéteica

Aunque la conexion de spin no transforma como componentes de un tensor,

es facil verificar que este resultado no es alterado por transformaciones

locales de Lorentz. El resultado significa que ©yx7 = n..@°%; es antisimétrico.

D> La metricidad de la conexién implica que R&b _ hb es antisimétrico.
7

()
n?)
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)

D El simbolo de Minkowski es un conjunto de 0-formas valuado en el espacio

tangente; la conexion métrica implica que DN, = O:

D')Q,L: qu. _‘,;','Za [) _— 3327 Nae = @)
e

o / . .
o L S¢e > coreKiLon b wre tricy

P La conexion métrica también implica que D &

abe+. =0 :
Dége...= 4 Eat. .. —&{&595 AL Y P
| S—— o
o
(si ab . .. son diferentes, usar que la diagonal de E)?t se anula por antisimetria. Para pares de

indices iguales, usar la antisimetria del simbolo de Levi-Civita para cancelar los términos de conexion).
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D> La conexién de Levi-Civita resulta de pedir metricidad y torsion nula. La

condicién de metricidad involucra @ (w+1) relaciones entre 1-formas, que

. . L4 %m .
totalizan mx @ (1) €cuaciones. Por otro lado la anulaciéon de T* involucra
m relaciones entre 2-formas, que totalizan m« % (m-1) ecuaciones. Asi
tenemos un total de m® ecuaciones que fijan completamente las =?

componentes de la conexion.

p Accién de Hilbert-Einstein: sea la n-forma

m_(5cCosed

A\
~— <

2z 2 -~ A ~ N ~ 7 ~
f9cd... RF%&]‘, EZAEP AE“AEYA. ..

que sera proporcional al escalar de curvatura por el volumen métrico. En

efecto, a b.d .. . tienen que ser todos distintos para que no se anule el
producto wedge; pero también tienen que ser ¢ 4 .d .. . todos distintos

para que no se anule el simbolo de Levi-Civita. Entonces en la sumatoria sélo
sobreviven los términos donde a b coincide con § ik Como tanto ab como f9
son antisimétricos en la curvatura, y se contraen con objetos antisimétricos,
tendremos cuatro contribuciones iguales para cada par de valores; por ejemplo

para el par 12 tendremos:

A
~
\

11 & 3 ~ 11 3 =
E‘L__R 12 AE/\...:EZ'”.Q 13 ,‘EA.”:E‘I“.R z‘i'l\ nEAn...Z2E Q 34 “EaA...

Por otro lado, al escalar de curvatura R*°. . contribuyen dos términos iguales

por cada par de indices: R'*,, + R*',, + ... . Estas diferentes multiplicidades son
canceladas por el factor 1/2 en la expresion del comienzo. En suma, necesitamos

dos términos por cada par de indices para construir el escalar de curvatura.
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Sin embargo, cada uno de estos dos términos viene acompanado por (n-2)!

términos iguales que provienen del resto de los indicesen €, .4... :

scalar de curvatura
—c :

A NA-

€rgca... RIVLELABIA ... = (@231 R E°AE'A. .. AE™

¥ ’ N —— AN—/N Ao
Q= Via| dzcadx'a A dg™!

En la accion de Hilbert-Einstein en n=4 dimensiones tenemos que

\(—R —Z[\) @ 5"'\...!\3;:3 = Eabed (_ i Ea"; ZA E&A‘é1) AEEAE

z 41 7
1_ gi_rc\;fura (+---) t_ )

si.fn;fura (+---)

» Variacion "a la Palatini”: En 1919 Attilio Palatini mostr6 que variando la accién

respecto de la conexion y la métrica independientemente, se obtenia la

conexion de Levi-Civita y las ecuaciones de Einstein. Por lo tanto no es

necesario presuponer la conexion de Levi-Civita, sino que alcanza con la

hipétesis de metricidad. En la formulacidn que estamos viendo deberiamos

variar respecto de la tétrada y la conexion de spin independientemente:
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XA -~ ""j ~ -~ ~A ~ ~% ~A tgrlh'dl\ﬂ
> Sw(so.bu RAPAEAE ) = €atca DSﬁgbaE‘AEJ=1 €atea SBEBAECA l)E‘l




Relatividad General (FCEN-UBA) - 2do. cuatrimestre 2020 - Profesor: Rafael Ferraro

Las ecuaciones dindmicas de vacio son:

@ La primera ecuacion significa que la torsiéon debe anularse: hay tantas ecuaciones
como componentes de T? (6 elecciones para ob por 4 componentes de la

3-forma), que es el nimero de componentes de §z%% . Por lo tanto la conexién

es la de Levi-Civita.

© La segunda ecuacion corresponde a las ecuaciones de Einstein.

D Ejercicio: mostrar que sila conexion es la de Levi-Civita entonces

donde los ¢_ ¢ son los coeficientes de rotacion de Ricci:

r 4

Cant = _JE<(E, E,) = _(£_E-](E))
1 [ \ cq' /

ver propicdaden
de 5 derivadsde lie

Para ello, mostrar que &,; es antisimétrica, y que anula las componentes

TE¢(E, Eq) dela torsion.

P> Ejercicio: mostrar que




