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Clase 4

Espacio topológico. Variedad diferenciable. Espacio tangente



Topología

Espacio topológico : es un par               donde       es un conjunto
cualquiera, y       es una familia de subconjuntos de       (que puede ser 
no numerable) con las siguientes propiedades:

Ejemplos:

Los elementos de      son los "abiertos" de      . Se dice que      es una 
"topología" sobre       .
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Un subconjunto de      se dice "cerrado" si su complemento es abierto.

Espacio de Hausdorff : un espacio topológico es de Hausdorff si dados dos
puntos                 existen dos abiertos               tales que 
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Idea de continuidad

Función continua : sean              y               dos espacios topológicos. Una 
función                       se dice continua si la preimagen de todo abierto de 
       es un abierto de       .

Homeomorfismo : es toda biyección bicontinua.

Teorema:          son continuas entonces             es continua.
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Variedad topológica : una variedad topológica      ("manifold") de dimensión
    es un par                                   donde
    i)       es un espacio topológico de Hausdorff
   ii)          es un cubrimiento de       por abiertos
  iii)                                              es un homeomorfismo con la topología
            de               inducida por la topología estándar de        

La Topología estudia las propiedades comunes a espacios que son 
homemorfos entre sí: conexidad, compacidad, número de "agujeros", etc.

Se suele pedir también que la topología admita una base numerable.

Conexidad: un espacio es conexo si no es unión disjunta de dos abiertos.
Compacidad: un espacio (o subespacio) es compacto si para cualquier cubrimiento por abiertos existe un subcubrimiento
 finito. En particular                 es compacto si es cerrado y acotado (teorema de Heine-Borel).
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Coordenadas : las cartas sirven para asignar coordenadas a cada punto de    .
         es una n-upla                          de        , que otorga coordenadas a     en la
carta           . Como los      son abiertos, necesariamente se solapan. Así habrá
puntos que pertenecen a distintas cartas, y que reciben distintas coordenadas
en cada carta. 

Carta: cada par                  es una carta local (una asignación de coordenadas)

Atlas: es el conjunto de cartas locales                          que cubren     
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Si la topología global de la variedad es como la de      , entonces es posible 
cubrir la variedad con una única carta. Pero en general no es así. 
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Variedad    : variedad dotada de un "atlas maximal" de cartas     -relacionadas.

Variedad diferenciable : es una variedad        de dimensión constante    .

Variedades diferenciables

La compatibilidad entre atlas       es una relación de equivalencia. La unión de los atlas         pertenecientes a una misma clase de equivalencia 
forma un "atlas maximal        ", que es la estructura que caracteriza la variedad       .
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Difeomorfismo
Sea      un mapa continuo entre dos variedades diferenciables        y        
de dimensiones        y       .           

Un difeomorfismo es un mapeo biyectivo y diferenciable entre variedades
de igual dimensión, cuya inversa es también diferenciable. 
Dos variedades diferenciables se dicen difeomorfas si existe un
difeomorfismo entre las mismas, lo cual habla de una equivalencia entre
sus estructuras diferenciables.

Diremos que     es diferenciable en     si          las funciones                          
son      en           . Como estas funciones están definidas entre abiertos de
      y     , la noción de diferenciabilidad es la usual.
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Espacio vectorial tangente
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Como objeto geométrico, la curva es un mapeo

λque a cada valor del parámetro real     le asigna un punto de       .
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∂/∂xi

Como la función f es arbitraria, podemos ver el resultado anterior como
una relación entre operadores de derivación. En cada punto P de la curva
vale que

La derivación en la dirección de cualquier curva que pasa por P puede verse
como una combinación lineal de las derivadas parciales           , que forman
así una base para este tipo de derivaciones. 



Las derivaciones en la dirección de las curvas que pasan por     forman un espacio vectorial
en    , cuya base es           , que llamamos espacio vectorial tangente       .
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