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Tensores
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> Tensor: un tensor T es una aplicacién lineal
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» Producto tensorial: a partir de vectores y 1-formas podemos construir

tensores de rango mas alto mediante el producto tensorial ®. Por ejemplo,
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B> Espacio vectorial TX_; (P): estd formado por los tensores de tipo ( Sr ) en ©.

: r o7
Por lo que acabamos de ver, cualquier tensor( 5) puede expresarse como
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P> Contraccion de indices: es una operaciéon que consiste en igualar uno de

los indices superiores (o contravariantes) con uno de los indices inferiores

(o covariantes) y sumar las componentes que asi resultan. Veamos que
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la contraccién de indices produce un tensor de tipo (;_ \> . Por ejemplo,

si en la expresion anterior contraemos el altimo indice contravariante con

el primero covariante resulta ——~_
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P> Entradas simétricas: dos ranuras del mismo tipo se dicen simétricas si

la maquina lineal es indiferente al intercambio de los argumentos de esas

ranuras. Por ejemplo, si T es de tipo (303
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> Entradas antisimétricas: dos ranuras del mismo tipo se dicen antisimétricas

si el resultado de la maquina lineal cambia de signo ante el intercambio
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A partir de un tensor cualquiera podemos definir nuevos tensores

simetrizando o antisimetrizando grupos de indices del mismo tipo.

Estas operaciones se indican con () y [] respectivamente. Por ejemplo:
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P> Areas y volumenes: No tenemos atin nociones de drea y volumen en una

variedad. Si recurrimos a las nociones respectivas en espacios euclidianos

vemos que las mismas se vinculan a maquinas lineales completamente

antisimétricas,
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p-formas

O . . 7 . .
P> Llamamos p-formas a los tensores { p) totalmente antisimétricos. Decimos
P,

que P es el rango de la forma.

P> Como las componentes que tienen dos indices iguales deben anularse,
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porlo tanto debe ser ¥ < ™ .

p» Ladimension del espacio de p-formas es igual al nimero de componentes

independientes que éstas pueden tener. Esto es igual al nimero de maneras

de elegir p indices distintos entre m, pues la distintas componentes que

comparten los mismos indices en distinto orden estdn ligadas por la

™
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La expresién obtenida muestra que es util definir el producto tensorial

n

mente antisimetriz I " entre 1-formas:
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que es un producto asociativo:
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El ejemplo anterior muestra que una p-forma cualquiera se escribe
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Las barras verticales en la primera linea significa que la suma se extiende

sOlo a los términos tales que a., £ e £ --- L a., Por ejemplo, para

una 2-forma en 2 dimensiones es

Si no usamos las barras verticales repetiremos ?\. veces cada término de

la suma; de ahi que sea necesario dividir por p! . Pero este factor no

es parte del valor de la componente. Para convencernos, calculemos el
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valor de una componente saturando las entradas de la p-forma con los

elementos de la base. En el ejemplo de la 2-forma la componente 21 es

"
¢
(9u]l
-m\
c_
"
&
~
M
>
e
~
Nm‘

Wy, IEL) = Q"‘-\‘é\?@ghézmgl) (EZIEI)

n

W, [ E'(E) EXE,) - ENE) E(E)) = -0, V]
e N~ ——
(w] o 1 \

.~ ~
Si W esunap-formay ¥ esunaq-forma entonces

5 /\71 = (—l\"g ?)//\.’(:JJ

(4

En particular,

B A 6 = O st S e d= raafo (ompar
\V)
Demostracion)
a”\?\: D (e gl Npbg,, -ty E%p...AnE*P A E“™ A ... AE“?*E
l ne P pw pegt

Para construir N~ & los dltimos % factores £ ° deben pasar adelante,

~

oot b f % g . 1
o ] o ast




Relatividad General (FCEN-UBA) - 2do. cuatrimestre 2020 - Profesor: Rafael Ferraro

Ejercicio: calculemos el producto wedge entre una 1-forma y una 2-forma,
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En general, para una p-forma & y una q-forma ? es
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pues habra que multiplicar y dividir por (p+¢)| para aislar la componente.
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