0.1. Ejercicio 1

Llamando

se tiene que

Teniendo en cuenta que

se tiene que

’

ot =(ct, z, y, 2)

= (ct, r, v, 2),

Por lo tanto, la matriz de cambio de coordenadas queda

Por otro lado, la matriz de transformacion inversa esta dada por

Sabiendo que

se tiene que

Por lo tanto,

d(c t) d(c t) d(c t) d(c t)
d(c t) oz y 0z
Or or or or
6%6 t) oz oy 0z
® 9¢ O ¢
O(c t) ox oy Oz
0z 9z 9z 9z
O(c t) ox Jy Oz
r=aT+y?,
(p = arctan (7> ,
or __ T
ox /22 +y2
or Yy
oy 24y2
9¢ _ y
x x24y?
Op _ _ =z
oy — x?2+y?
1 0 0 0
0 = Y 0
\/w2+y2 \/a:2+y2
__ Y _z
0 12+y2 ZL’2+’y2 0
0 0 0 1
Act) Idt) 9ct) i)
d(c t) or dp 0z
ox oz oz oz
d(c t) or dp 0z
dy 9y Oy Oy
I(c t) or e 0z
0z 9z oz 92z
d(c t) or e 0z
T =71 Ccosyp,
y =1 sinp,
% = cos
% = —r sing
8y .
o sin
oy __
Gg =T COS¢
1 0 0 0
0 cosp —r sinp O
0 sing 17 cosp O
0 0 0 1

(10)

(11)

(14)



El tensor métrico en las nuevas variables esta dado por

g,U‘/V/ = AH}L/ AVV/ gHV’ (15)
donde
-1 0 0 O
0 1 0 0
=10 010 (16)
0 0 0 1
Este se puede de forma matricial como
1 0 0 0 -1 0 0 O 1 0 0 0
0 cos ¢ sing 0 0 1 0 0 0 cosp —r sing 0
/At _
g=N9A=10 _dng rcosp 0 0 01 0 0 sing rcosp O (17)
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Teniendo en cuenta que todas estas matrices estan escritas en bloque, basta con hacer la multiplicacion
cos ¢ sin 1 0 cosp —rsinp \ (1 0 (18)
—r singp 7T cosp 0 1 sing r cosyp VL0 2
obteniendo finalmente
-1 0 0 0
0 1 0 O
I =1 "0 0 r2 0 (19)
0 0 0 1

El elemento de linea en polares queda escrito entonces de la siguiente manera
di* = girji dz’ dz?’ = dr® + r® dp® + dz? (20)

que es lo esperado.

Con esto queda resuelto el item a.

En cuanto al item b, para transformar las componentes cartesianas V* de un vector a la base polar a la base polar basta con
usar la ecuaciéon

Vi =AYV (21)
y por lo tanto, teniendo en cuenta la Ecuacion (8) se tiene que
v \/mj+y2 \/xg—&-yz 0 Ve
Ve = -4, = vy |, (22)
. T +y2 12+y2 2
4 0 0o 1 4

o bien, escribiendo la matriz de transformacion en términos de las variables polares,

vr cosep sinp 0 Ve
Ve | = —=2 222 vy . (23)
% 0 0 1 %
Dado que
cosep singp 0 1 cos ¢
-2 2220 o= -2 1], (24)
0 0 1 0 0
cosep sinp 0 0 sin
__sing cos 0 1 — cos ¢ , (25)
0 0 1 0 0
cosep sinp 0 0 0
-2 220 0O ]=1{ 01, (26)
0 0 1 1 1
y que
Vie, +V¥e, +Vie.=V"e, +VYe +V*e,, (27)



los versores cartesianos se pueden escribir en términos de la base coordenada polar de la siguiente manera

i
€; = CoSp € — e €y, (28)
T

L e, (29)

e, =€,. (30)

€, =siny e, +

Anéalogamente, se pueden escribir los vectores de la base coordenada polar en términos de los versores cartesianos llegando a

_ z _ Yy _

= €x + €y, 31
/22 + 42 /22 42 Y (31)

€, = —Y €z + T €y, (32)

e, =¢,. (33)

Esta base no es de versores usando el producto escalar dado por el tensor métrico, ya que no esté normalizada. En efecto,

g(ésovésa) = Gop = r’ # 1. (34)

Con esto queda terminado el item b.
Para el item c, la cuadridivergencia del vector en la base cartesiana resulta

0 V* +0,VY =2 x. (35)
En la base polar, en primer lugar notar que
Ve =1? (36)
y
VY =ar cose. (37)

Luego, de acuerdo a la Ecuacion (23) se tiene que

O V" +0,V? =0, (cosp V* +sing V) + 0, (f—SiI;‘P Ve 4 e2e Vy)
=0, (r? cosp+ar cosp sing) + 8, (—r sinp +a cos?p) =271 cosg+a cosp sing —r cosp —2 a cosp sing (38)
= (r —a sing) cosg.

Por ende, se llega al mismo resultado ya que
2x# (r—a sing) cose. (39)
En general, para ver como transforma la divergencia de un vector se tiene que
BV = N, 0, (A, Vi) = A AR O VE 4 A, (9,08 VE =31 9,V + A%, (9,A1,) Ve w0
e RN

Luego, si la matriz de transformacién no es constante, la divergencia de un vector no es invariante, es decir, no es un escalar.

0.2. Ejercicio 2

Para el item a, conviene escribir ¢ ¢ y x en términos de u y v obteniendo

{ct:g(v—u) - (1)

r=—= (v+u)
Por lo tanto,

ds? = —c2 dt® + dz? = — [ [(dv + du)2 — (dv — du)Q} =2 du dv. (42)



En cuanto al item b, se tiene que

ds? = —c? dt? + dz? = — [df sinh (% 77) + 2 ¢ cosh (% 77) dn]2 + [d§ cosh (% 77) + 2 ¢ sinh (% n) ahﬁ2
= d€? cosh? (¢n)+ ‘;—z €2 sinh? (% n) dn? — d&? sinh? &) - ‘;—Z €2 cosh? (% n) dn?
— 9 & dip? + de2.

Para responder el item c, notar que
22— 22 =¢2

Por lo tanto, como &2 > 0, la region del espacio tiempo que se cubre esta dada por
e t] <lal.
En el item d, diferenciando las ecuaciones de cambio de coordenadas se obtiene

¢ dt = d¢ sinh (£ 1) + 2 ¢ cosh (£ 1) dn
dx = d¢ cosh (£ 1) 4+ 2 ¢ sinh (2 n) dn

Por lo tanto, es facil ver que
d¢ = da cosh (% n) ~ c dt sinh (£ n) Lede—ctdy =1 d@®—cp)
=dz -n)—c inh ( — == (zdx—c =—d(z°—ct?).
c77 cn 13 2¢

Como en el problema 1 la linea del universo describe una curva que tiene 22 — ¢ t? constante, entonces

¢ =0

y por ende £ = &y es constante.
Por otro lado, reemplazando este resultado en (46) se tiene que

{ cdt= % & cosh(% 77) dn
dr = 2 £y sinh (% 7]) dn

y por lo tanto
2
2—2 & dn? = c* dt* — d*.
Como dy = 0y dz = 0 (esto ultimo vale ya que v = 0), se llega a que

2 2
a® 5 9 o dT

y por lo tanto



