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Derivada exterior. Formas cerradas y exactas. Lema de Poincaré 
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Derivada exterior de p-formas: habíamos definido un operador     que se
aplica a una función     (una 0-forma) para dar la 1-forma 
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Para ver que la definición operativa de        da por resultado un objeto
geométrico, demostraremos que la definición es independiente de la carta.
Por simplicidad lo veremos para el caso p=1, pero el procedimiento es
fácilmente generalizable a valores superiores de p.
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Demostración:

Vemos que el resultado es tensorial gracias a que restringimos la derivación
a tensores totalmente antisimétricos.

Ejemplos:
                 1) Sea una 1-forma        en una variedad de          dimensiones

En este caso          se asocia con la noción de rotor. Pero no 
es un vector sino una 2-forma.



Relatividad General (FCEN-UBA) - 2do. cuatrimestre 2020 - Profesor: Rafael Ferraro

                 2) Sea una 2-forma        en una variedad de          dimensiones

En este caso          se asocia con la noción de divergencia. Pero no 
es un escalar sino una 3-forma.

Nilpotencia de la derivada exterior:  se satisface que

De acuerdo a los ejemplos anteriores, la nilpotencia abarca propiedades
como 
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Otras propiedades:

Como podemos ver, la derivada exterior de p-formas tiene las 
propiedades esperadas para una derivación: linealidad y regla de Leibniz.

Formas exactas y cerradas

i) una p-forma se dice exacta si se puede escribir como la derivada 
exterior de una (p-1)-forma:

ii) una p-forma se dice cerrada si su derivada exterior se anula:

Toda p-forma exacta es también cerrada, debido a la nilpotencia de      .
La cuestión inversa es más interesante. 
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donde       es una (p-1)-forma incógnita. Una ecuación así podría tratarse
de la relación entre un campo       y su fuente      ; o entre un potencial      
y su respectivo campo     . La nilpotencia de       implica que para que la
ecuación tenga solución es condición necesaria que       sea cerrada; en
efecto

Supongamos que un conjunto de ecuaciones diferenciales fue condensado
en una única ecuación entre p-formas,

Aun si la condición necesaria se cumple, no hay garantía de que exista la 
solución. La solución       existe si la forma cerrada     es además exacta. 

     no es única:                  es también solución      (p-2)-forma     
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  Es suficiente que       sea cerrada para que resulte también exacta? (es decir,
para que nuestra ecuación diferencial tenga solución).

Puede sorprender que esta cuestión involucre la topología global de
la variedad. En efecto, la respuesta es SÍ localmente. Pero la existencia de
una solución global depende de la topología global de la variedad.
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Lema de Poincaré

Cohomología: estudia las propiedades topológicas globales de la variedad 
que determinan las relaciones entre formas exactas y cerradas.

Para algunos autores el lema de Poincaré es la propiedad               , y llaman "lema de Poincaré inverso" a lo que sigue.

En un entorno contraíble a un punto, una solución particular de              es

donde    es el grado de      .

Esto significa que la solución global existe cuando la variedad entera es 
contraíble a un punto.
Nótese que el argumento de      en el integrando va al origen cuando 
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Ejercicio: demostrar la expresión anterior para el caso p=1 (ayuda: no
olvidar utilizar que      debe ser cerrada)

Ejemplo: sea

Definición: un conjunto de       1-formas linealmente independientes,

se dice "cerrado" si

Teorema de Frobenius:                            es cerrado si y sólo si existen 
funciones                       tales que

Esta es una de las varias formas en las que se presenta este teorema, y es
útil para el caso en que un sistema de ecuaciones diferenciales puede
reformularse como la anulación de       1-formas independientes         . 
En ese caso las ecuaciones se satisfacen sobre la subvariedad donde 
las        son constantes. 

Ejemplo: si             el teorema queda
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Ejemplo: las ecuaciones para las líneas de campo de                             son
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