Repaso tedrico de geometria diferencial; tensores e

introduccion a p-formas
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Resumen

Primero hagamos un repaso de las estructuras matematicas vistas hasta ahora: Variedades,
vectores y 1-formas.

Luego vamos a ver tensores de cualquier rango. Y finalmente, una introduccién a p-formas.
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1. Repaso tedrico: Variedades, vectores y 1-formas

1.1. Variedad diferencial y cartas

Variedad diferencial M de dimensién dim(M) = n: Espacio que localmente se puede
mapear (suavemente) a abiertos de R™. O sea un espacio que localmente se puede para-
metrizar con n parametros reales z?, de forma que los cambios de parametrizaciones
o coordenadas son suaves (C'™).

Més formalmente: Es un espacio (topoldgico de Haussdorff) M tal que para todo p € M,
existe una carta (U, ¢) que consiste en un entorno abierto U € M de p € U y un mapa homeo-
morfo ¢ : U — ¢(U) C R", tal que para cualesquiera dos cartas (U, ) y (U’,¢') las funciones
de transiciéon ¢’ o ! : (U NU’') CR" — ¢'(UNU’) C R™ son funciones C™ (infinitamente
diferenciables; podemos definir esto porque son funciones que van de un subconjunto de R" a
R™).

O, mas informalmente, es un espacio M tal que todo punto p € M posee un entorno U que
se puede parametrizar con n pardametros reales. Una carta (U, ) es justamente un sistema
de coordenadas que parametriza (suavemente) el abierto U C M con n pardmetros reales

oipelU—(p)=a'€plU)CR" (coni=1,---,n).

1.2. Vectores

1.2.1. Definicién

Un vector V|p en el punto p € M es un mapa V]p : C*°(M) — R que manda funciones
f: M — R que son C*® (0 sea f € C°°(M)) a nimeros reales, que es una derivacién en p. Es
decir, V]p es una derivacién en p si verifica que es lineal en R (o sea ‘7|p(af+bg) = aV]p(f)+
bV|,(9)), y la regla de Leibniz evaluada en p que es: V|,(fg) = f(p)V]p(g9) + V],(f)g(p).

El espacio de vectores en un punto p € M se puede denotar como 71}, o como T),M, y se
denomina espacio tangente a M en el punto p. Es un espacio vectorial real (pues

combinaciones lineales reales de vectores dan un nuevo vector).
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Espacio tangentea S"~'ena Espacio tangentea M en p

Figura 1: Espacio tangente 7,5 ! a la esfera S"~! (de radio 1; podemos pensarla embebida en R™)
en el punto a € M. Y espacio tangente 7, a una variedad genérica M en el punto p € M, con
ejemplo de un vector 7 € T,M en p. Extraido de Introduction to Smooth Manifolds - John Lee -
2da edicién: https://wuw.springer.com/gp/book/9781441999818 (si quieren, pueden descargarlo

de otro lado o preguntenme por mail, pero advierto que es demasiado matemético para este curso).

1.2.2. Vectores en una cierta carta

Consideremos una cierta carta (U, ), o sea unas coordenadas z*, i = 1,--- ,n para describir
un abierto U de la variedad (que contiene a p € U): Podemos pensar a funciones f : M — R (con

f € C>(M)) como funciones de las n coordenadas, es decir como f = f(x!, 2%, .-+ 2") = f(a?).
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Luego, tenemos que las derivaciones en p dadas por 0;|, =

0
8fi ) son ejemplos de vectores en p (son lineales y verifican Leibniz en p).
x
©(p)

Los n vectores 0;|, son L.I. , y ademds se puede mostrar que dim(7,M) =dim(M) = n,

(que aplicadas a una funcién
©(p)

dan 0|, f =

entonces {0;|p, ¢ = 1,--- ,n} forman una base del espacio vectorial T,,M = span{0;|,, i =
1,---,n}, denominada base holénoma o coordenada (pues vino de un sistema de coordenadas).
Vemos que una carta induce una base de vectores. Todo vector V|, de T,M se puede

escribir como combinacién lineal V|, = V'0;]).

1.2.3. Campos de vectores

Por otro lado, podemos definir 9; no sélo en p € U, sino también en todo punto ¢ € U (ya
que la carta estd definida en todo U). De esta forma, podemos extender un vector en p dado
por 17|p = V'0;|, a un campo de vectores V = Vi(z)d; que puede estar definido en todo U (con
V¥(z) funcién suave, ya no es un numerito como V*). Sin elegir cartas, llamamos un campo de
vectores V a un objeto que al ser evaluado en punto p € M cualquiera de M, nos da un vector
en p (de forma suave): V :p e M — 17|p € T,M; V est4 definido en todo M. Se denota al

conjunto de campos de vectores en M como I'(TM) o X(M).


https://www.springer.com/gp/book/9781441999818

En general, en vez de pensar en vectores en un punto p, nos va a interesar mucho mas los

campos de vectores:

V = Vi(z)d; (1)

1.2.4. Conmutador o corchete de Lie

Esto nos permite definir un conmutador [17, W] entre campos de vectores llama-
do corchete de Lie, como el mapa que al aplicarlo a una funciéon f da: [V,W]( f) = Vo
W(f) =W oV (f). Notar: [V, W](f) = [Vi(2)0;, W (2)0;](f) = V'O;(Wid; ) — Wid; (VD f) =
Vi (W) 0; f—Wi0;(VHi f = (VI9;(Wi(z))—WI9;(Vi(x)))9; f. Del conmutador entre campos

de vectores, se obtiene un nuevo campo de vectores [‘7, VT/} O sea:
VW] =VoW —WoV = [Vix)d;, W (z)0;] = (VI9;(W'(x)) — WI0;(Vi(z))d;  (2)

Notar que es clave que V¢ = V¥(z) para definir el conmutador. El conmutador es entre campos

de vectores definidos en entornos de M, y no sélo vectores en un punto p. !

1.2.5. Bases holénomas y anholénomas, cambio de base

Una base {€;} de campos de vectores se dice holénoma o coordenada si [¢;, €;] = 0
para todo indice ,j. Y se puede expresar como €; = 0;, como derivadas parciales en una
cierta carta 2’ (es trivial que [9;,9;] = 0).

Una base {E,} de campos de vectores se dice anholénoma o no coordenada si [E,, Ep] #
0 para todo indice a, b (se usa otra notacién). Y no se pueden expresar como derivadas parciales
en una cierta carta ' (pues [9;,9;] = 0). Es clave hablar de campos de vectores para introducir
el concepto de base anholénoma (pues hay que usar el [, ]).

Cambio de base genérico: Ey = Aaa,ﬁa — E, = A“(;E_'a/. Luego A“a,A“l/7 = 0%,y

A% A%, = 8%, Y también V = VOE, = VAU Ey = V¥'Ey = V¥ = A%V* — Vo=

/

A, Ve, , :

. . ox' i ox’
En particular, si ambas bases son coordenadas, entonces 0y = —0; = A'y)y = — vy

y ozt oz

’ i 8xl . .
analogamente A’, = R El cambio de bases coordenadas se corresponde con un cambio de
x

. ,
coordenadas x* — z" .
También se puede pasar de una base coordenada a una anholénoma: E, = €.,0;, y ademas:

Lo N
[Eq, Ep)) = e, 051 — €;0;¢b.

Notar: (I'(T'M),[,]) es un algebra de Lie: I'(T'M) es un espacio vectorial, cuyo conmutador es cerrado en I'(T'M)
y verifica bilinearidad, antisimetria, identidad de Jacobi. Ademas {9;|,} es una base de T,M > V9,|, en cada punto
p € M (con V* =cte), T, M es un espacio vectorial de dimensién n; pero I'(T'M) estd formado por campos de vectores

V = Vi(x)d;, y como V= V(x) es una funcién de z (y no constantes reales), entonces I'(T'M) tiene dimensién oo.
2Si la base anholénoma es ortonormal respecto de alguna métrica, esos coeficientes e, se llaman vielbein.
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1.2.6. Curvas

Ademsds, sea una curva y: I CR — M (o sea A — () € M), podemos pensarla como una
curva z'(\) en R™ (considerando una cierta carta z'). Entonces, derivar una funcién f en

dicha curva es derivar respecto al parametro A\ de la curva, lo cual induce un vector
g_axi 9 _aixiazvia_{/’
ON 0N Ozt ON ' L

A su vez, un campo de vectores V= V(x)0; induce curvas integrales v: I C R — M

tales que da;\ = v'(z()\)) para todo \ € I (existe tinica solucién x*(\), dada cierta condicién de
contorno v(0) = p con coordenadas 7).

Por eso se identifica graficamente a un vector en p € M, como un vector tangente
a una curva en un punto p. Y a un campo de vectores como todos los vectores tangentes a

sus curvas integrales, y cubren todos los puntos de la variedad.

Figura 2: Campo de vectores y una curva integral. Extraido de Introduction to Smooth Manifolds -

John Lee - 2da edicion.

- - P - -
e — - — ———
*—> *— *~—>
- ---9 - —— - -
- - - — ---T - - A—— - -
(a) V =0/0x. by W =x0d/dy—yd/ix.

Figura 3: Ejemplos de campos de vectores y sus curvas integrales en el plano. Notar que 0y =
0 0 -
a—z(?m + a—gﬁy = —y0, + 20, = W en coordenadas polares. Extraido de Introduction to Smooth

Manifolds - John Lee - 2da edicién.



1.3. Covectores o 1-formas

A partir del espacio vectorial T}, = T, M, nos podemos construir el espacio vectorial dual
3 Ty =T,M = {&|, : Ty,M — R tal que es un mapa lineal } llamado espacio cotangente en
p, formado por covectores o 1-formas en p € M.

Por propiedades de espacios vectoriales duales (dlgebra lineal), dim(7,; M) =dim(T,, M) = n.
Y una base {E,} de T,M * induce una base dual {&*} de Ty M definida por W (E,) = 6, —
(V) = P (VOE,) = VOGP (E,) = V6®, = Vb, También podemos denotar los elementos de la
base dual {&°} como {E®}.

Entonces, una 1-forma general & = a, E® en p es una aplicacién lineal @ : T,M — R definida
por &(V) = a(VPEy) = a, VP EY(E),) = Vb4 = a Ve = V.

Cambio de base: Si plantcamos E% (V) = EY (VY Ey) = VY EY (Ey) = Vs = v =
AY Ve = A% E(V) para todo vector V, entonces implica que E = A% E®. Analogamente, vale
que E¢ = A“a,ENC‘/. Luego: a = agB* = aaA“a,Ea/ = aa/E“/ = ay = N0, = o, =
A% vy

Si la base es coordenada {9;}, su base dual se denota como {di’}, y verifica di’(9;) =
§ = dzi(V)=Vi.

Por supuesto, uno empieza a pensar en campos de 1-formas o covectores definidos en todo

M (en vez de 1-formas definidas en un sélo punto) °:
& = ai(x) di’ (3)

Un ejemplo simple de 1-forma se puede construir a partir de una funciéon f : M — R, como

el diferencial de la funcién: df(V) = V(f) = Vo, f.

2. Tensores

2.1. Definicién

Una 1-forma & = aaE® en p es una aplicacién lineal @& : T,M — R definida por d(‘?) =
a(VPEy) = a,VPEY(Ey) = a,VP0% = a Ve = a, V.
Se puede pensar en un vector V= VeE, en p como una aplicacion lineal v oM —

R que manda 1-formas en p a ntiimeros reales, de forma que V(&) = a(V) = o V2. ©

3En general, sea un espacio vectorial F, se define su espacio vectorial dual E* de la siguiente forma:

E* ={T: E — R tal que es un mapa lineal }, y posee la misma dimensién que E.

4Vamos a relajar la notacién: Dejamos de usar |, para denotar que el vector o covector estd en p.

5El espacio de campos de covectores o 1-formas es un espacio vectorial de dimensién oo, y a veces se denomina
T(T*M).

60 sea, se puede pensar a V como un elemento de (T;M )* ~ T, M, el espacio vectorial dual a Ty M que es isomorfo



Luego, mas generalmente, podemos definir un tensor de tipo (r,s) en p € M, como una

aplicacién multilineal (lineal en cada argumento) dada por:

T:TyM x () x TyM xTyM x (---) x T,M — R (4)

N~
T

s
Un tensor es basicamente una maquina (multi-)lineal a la que le insertas r covectores
y s vectores, y te devuelve un numero real.

El espacio de tensores (7, s) en p se denomina TISZ)M o} TIST’S)M . A veces se dice que el tensor
es r veces contravariante y s veces covariante. Es un espacio vectorial porque combinaciones
lineales de tensores dan tensores.

En particular, TISLO)M ~ T,M es el espacio tangente de vectores en p (pues podiamos
pensar a un vector como aplicaciones lineales v oM —R). Y TZSO’UM ~ T3 M es el espacio
cotangente de covectores (1-formas) en p (pues son por definicién aplicaciones lineales & :
T,M — R).

Sea una base {E,} en T,M, y su base dual {E’} en Ty M, entonces un tensor tipo (r,s)

viene dado por:
T(&(l), N 1O VA SO B 7{/’(8)) - T(agll)E‘“, . ,ag’?E“T, V(l)’blﬁbl, . 7V(S)J)sﬁbs)

— agll)(. .. )a(r)v(l)»bl(. .. )V(S)vbs T(E‘”, . 7Ear,]§b17 ... ,Ebs) (5)

ar

— ay-ar
= Tblmbs

El tensor, en dicha base, esta caracterizado por Ti{::;’.

2.2. Producto tensorial y base

Podemos definir un producto tensorial ® entre tensores, dado por ejemplo por: Si
hacemos el producto tensorial V ® & entre un vector (tensor (1,0)) y un covector (tensor (0,1)),
nos da un tensor (1,1) definido por V ® & (7, i) = V(77)&(fi); sus indices en una base son
(‘7 ® d): = V®a (E*, Ey) = V(EY)&(E,) = V%uy,. Analogamente, podemos definir el producto

tensorial entre un tensor (r,s) 7'y un tensor (p,q) R, obteniendo un nuevo tensor (r +p, s+ q)

dado por T'® R; sus indices en una base son (T ® R)leg:jllgg =T R;llfi’; .
Podemos expresar a un tensor (r,s) T en una base como:
T =T Eoy @ () ® Eq, @ " @ () @ E™ (6)
Pues al aplicar el lado derecho a (&1, - -+, a("), v ... 17(3)) (o sea a r covectores y s vectores),

se obtiene lo mismo que la ecuacién 5.
Como podemos expresar cualquier tensor T' tipo (r,s) como combinacién lineal de {E,, ®

(- )®E, ®E"@(---)®E}, entonces es una base de TéT’S)M que posee n’ % elementos

aT,M.



(pues cada indice puede tomar n valores); luego TIST’S)M = span{E,, @ (.- )@ E, @ E" @(---)®

E"} es un espacio vectorial de dimensién n"*$. 7

En una base coordenada, podemos expresar: T = Tﬁ]’: 0y @ (- )®0;, AN R (- ) @dTs.

i

o ya no es una constante sélo definida en p € M, si no que es una

Y si consideramos que T;ll
funcién T]’j;: (z) definida en un entorno de p € M, pasamos a considerar campos de tensores.
Podemos considerar campos de tensores definidos en cualquier punto ¢ € M 8.

Si hacemos un cambio de base, tenemos que la ley de transformacién de un tensor

(r,s) es (recordando y usando la ley de transformacién de E, = A% E, y Eb = Ab EY):

T:Tlflll.:é? Eal®(...)®E’M®Ebl®(...)®f~]bs

ZAZi(“')AZiASi("')AZZ Tlil-:éasr Ea’l ®("')®Ea; ® EY ®(...)®Eb’s

(7)

! /
Tal"'ar

/ /

bl bs

— Tyl = NG AZAD (A T

Otra operacion posible, ademés del producto tensorial, es la contraccién de indices: A
partir de un tensor T,fl lb‘;?.'_'l;fr tipo (7, s) podemos obtener un tensor tipo (r—1,s—1) contrayendo
un indice contravariante con uno covariante: T;fb?.::é? = 6311T1f11.::£? Ejer: Mostrar que esta
cantidad transforma como un tensor tipo (r — 1,s — 1). En particular, si tenemos un tensor T}

tipo (1, 1), al contraer sus indices tenemos T)¢(z) = f(z), nos da una funcién escalar f : M — R,

luego podemos pensar que una funcién escalar es un tensor tipo (0,0).

2.3. Simetria y antisimetria en tensores

Un tensor es simétrico (o antisimétrico) en dos entradas del mismo tipo si el resultado de
la maquina lineal al permutar los dos objetos de dichas entradas es el mismo con signo + (o
signo —, respectivamente). Por ejemplo si T es simétrico (o antisimétrico) en las primeras dos
entradas:

—

T@",a®,a®, ... vE))=xr@a®,am,ad®,... ve) (8)

Con signo + si es simétrico, y — si es antisimétrico. En indices:

aja2a3- -y __ asalaz--ar
Tbl---bs - :l:Tbl---bS (9>

s S

"También se puede expresar T,S“s) =T,M@ (- )@T,MT,M® (---)®T, M, donde el producto tensorial entre

dichos espacios vectoriales nos da el espacio vectorial formado por los productos tensoriales de sus vectores.
8El espacio de campos de tensores es un espacio vectorial de dimensién oo, y a veces se denomina F(T(T’S)M ).



Podemos simetrizar r indices de un tensor de la siguiente forma:

1
(6% J— [e%
T(a1~~-ar)ﬁ = Z Taa1~--aa,ﬂ

oeS”
r-permutacién (10)

1

o .
] (Ta \-a,3 T Suma sobre permutamones)

Y podemos antisimetrizar r indices de un tensor de la siguiente forma:

1 .
Toatp =57 2o S80(0) I s

|
T
oesS”
r-permutacién ( 1 1)

1
= (T3 ..q, 3+ suma alternada sobre permutaciones)
7!

Siendo a, 8 colecciones de indices (pueden contener varios indices).
Un tensor (0,p) o (p,0) se dice totalmente simétrico (o totalmente antisimétrico) si
es simétrico (o antisimétrico) en todo par de entradas (que son todas del mismo tipo). O sea

T. = T ay-a, €0 caso simétrico, y Tt

OayTay - Oap = sign(0) Tuyay--a, €0 caso antisimétri-

a10ay " Oap
co, para toda p-permutacién o. Equivalentemente, un tensor (0,p) es totalmente simétrico si
Ty ap = T{ay-ap)» ¥ €S totalmente antisimétrico si Tg,...a, = Ta;..q,)-
Por ejemplo, la métrica g = g, da* ® dz¥ es un tensor (0,2) totalmente simétrico, pues
G = Gou-
Propiedad: (Ejer: Demostrar) Si A es un tensor totalmente antisimétrico Ay, = Afg...,

entonces:

AT = AT = Aq T (12)

Equivalentemente, si A es un tensor totalmente simétrico A,..p = Aq4...4), entonces:

Aa...bTamb = A(a,..b)Ta"'b = Aa...bT(amb) (13)

3. p-formas

3.1. Motivacion

Consideremos las siguientes figuras:



Paralelogramo 2D Paralelogramo 3D

Figura 4: Ejemplos de paralelogramos en R? generado por dos vectores @, I;; y en R3 generado por

tres vectores EL’,I; (paralelelipedo).

Se puede mostrar que el drea del paralelogramo en R? generado por dos vectores @, b esté

dada por:

. - - a' a®
Area(d,b) = |@ x b| = |a*b? — a®b?| = |det = leag a®D’ (14)
bl b? ’
siendo €, el simbolo de Levi-Civita.

También se puede mostrar que el volumen del paralelogramo en R? (paralelelipedo) generado

por tres vectores a, b, ¢ estd dado por:

at a® ad
Vol(@,b,8) = |- (@x b)| = |det | o 82 5 || = |eas, a%ﬂa‘ (15)
2 A3
siendo €, el simbolo de Levi-Civita.
Mas genéricamente, el volumen de un paralelogramo en R" generado por n vectores ai, - - - , Gp,
esta dado por:
a% a% DR a/il/
= = = ay a3 --- a3 Qi o an
Vol(ay, da, - -+ ,d,) = |det | ' . . = |€arag-an @7 057 - ap™| (16)
a, ay ay

siendo €y, qy--a, €l simbolo de Levi-Civita, que es totalmente antisimétrico.
Luego, vemos que los tensores (0,p) totalmente antisimétricos parecen tener que
ver con los voliimenes. Esa es nuestra motivacion para desarrollar las p-formas, que como

veremos, podremos integrar para calcular voliimenes.
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3.2. Definicién

Definimos una p-forma & como un tensor (0,p) totalmente antisimétrico. O sea
ooy Gay-0a, = SIBN(0) Qajay--a,, Para toda p-permutacién o. El espacio de p-formas en un
punto X € M es un espacio vectorial que se denomina QP|x (M) ?

Podemos definir una 0-forma como un tensor tipo (0,0), que es una funcién escalar
flz), f: M — R

Una 1-forma es un tensor (0, 1), o sea un covector & = agE®. Siempre es antisimétrico
(una 1-permutacién siempre es la identidad).

Una 2-forma es un tensor (0,2), que es antisimétrico. O sea & : T,M x T,M — R tal que
d(V’,W) = —d(W, 17)7 en indices agp = —ape. Notar: oy, = 0. En un punto X € M, las

n?—n n(n-1)

2-formas forman un espacio vectorial de dimension 7 = 5

3.3. Producto Wedge

Definimos el producto wedge A entre dos 1-formas &, 5 como:

ANB=a®B-B®ada (17)

y es trivialmente una 2-forma, pues es un tensor (0, 2) antisimétrico. En componentes: (&A B)ab =
By — Baay. Notar: @ A a = 0.
Notar: Sea una 2-forma cualquiera w = wy, E®® EY con wgy = Wiqp antisimétrica (vista en

una cierta base), entonces:

— fo /\ Eb

wbEa®E._qmlE®E._wbEW®EH—§wME%®E’l#@E% (18)

1 . . . -

= SWab E°NE" = Y wapE* ANE"=wE* AN E°

1<a<b<n
_ ~ n?—n
Vemos entonces que {E£% A E? tal que a < b} es una base de 2-formas. Contiene 7 =
1 2 -1

n(nz) elementos. Luego Q?|x (M) es un espacio vectorial de dimensién n 5 n_ n(n2 )

Méds generalmente, podemos definir el producto wedge entre p 1-formas como (siendo

{E*} base de 1-formas):

Ea1/\Eaz/\(...)Eap =p! Ela ®Ea2®(_“)®EaP] o)
= FE“"® E® ® (---) ® E% 4+ suma alternada sobre permutaciones

Si tengo una p-forma @ = wal...apEal ®E” ® (---)® E% cualquiera (con Wayap = Way-ap]

9Y si considero el espacio de campos de p-formas, es un espacio vectorial denominado QP (M). Tiene dimensién co.
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antisimétrica):

W= Way - apEal ® Ea2 ® ( ) @ Eap = war"apE[al ® EULQ & ( ’ ) & Eap}
1

= ] Wy BB A () B 20)

= > Wayay BV NE2 N (VB = w0 | BVANE2 A (- ) E™
1<a1<az<<ap<n
Vemos entonces que {E“ A E®? A (---)AE» tal que 1 < a; < ay < --- < a, < n} es una

base de p-formas.
nn—1)(---)(n—p+1)

Contiene
p!

= (n) elementos. Luego el espacio Q0P| x (M) de p-formas
p

nn—1(-)n-p+1) <n>
. . p p
Notar: No hay p-formas con p > n, pues E” A E?2 A (---) A E% = 0 ya que se repite

en X € M es un espacio vectorial de dimension

al menos una 1-forma {Ea ,a=1,--- n}

1 .
También podemos definir el producto wedge entre una p-forma @ = — Way-ap E“'A
p!

. _ 1 _ . .
E® A(---)E® y una g-forma 7 = — ;.. E" NE®2 A (- )EPa:
q!

1 . . . 1 L .
QAT = <p| Wayay B ANE™ A (- )E%) A (q' Moyby B AEP2 A (- )qu>
1

= —— Wayay Morby BN E® A () B NEP AE (- ) B
P-q~1 . (21)
prgq n [ [ b b b
= TEwl ( ’ ) Wiay-ap Moybg] B ANEP N (- )EP NEP ANE? A (-0 ) E™

= ((ZJ VAN ﬁ)al...apbl...bq
Propiedades: El producto wedge es distributivo, asociativo y vale n A@ = (=1)P2 0 A7. Y

es independiente de la base elegida (a pesar de que nuestra definicién usé una cierta base).

Ejemplos
Las posibles p-formas &, en dim(M) = n = 2 son:

540 = f(l'l,l'Q)
ay = ay(zt, 2%)dat + an(z!, 2%)da? (22)
dg = ap(zl, )dx A dz?

Las posibles p-formas &, en dim(M) = n = 3 son:

o = f(z', 2% 2°)

~ 1,2

ay = o (zh, 22 23)dat + ao(a?,

22 ) de? + az(at, 22, 23)da?

(23)

dg = ags(z!, 2%, 2%)da? A da® + az (2t 2%, 2%)da® A dat + ano(at, 22 2%)dat A da?

O3 = 04123(331 2z )dw A dx? A da?

Ejers: Hacer & A ag; hacer el 6)a).
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