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1. Vector de Killing

1.1. Definicion

Recordar que dijimos que un tensor 1" es invariante ante un difeomorfismo ® : M — M si:
= (2T,
*
(AsT)|p = 2" (T|p@) —Tlp=0 Vpe M (1)

Y ademas, un tensor T  es invariante ante un campo de vectores V, si es invariante ante todos
los difeomorfismos a) generados por V. Para ello, basta imponer esto para A infinitesimal, lo

cual es equivalente a imponer:
LT = lim w =0 (2)
Los difeomorfismos ® que dejan invariante al tensor 7' forman un grupo, y los campos de
vectores V que dejan invariante al tensor T forman el dlgebra de Lie ! de dicho grupo. En otras
palabras, los difeomorfismos infinitesimales (que estén infinitesimalmente cerca de la identidad)
que dejan invariante a 1" se pueden escribir en coordenadas en términos de las componentes de

un campo de vectores 1% que deja invariante a T' de la forma:
yP(2) = ®°(2) = o () = 2° + 61 VP (2) (3)

despreciando términos de O(6A?) (pues 6\ es infinitesimal).
Por otro lado, un difeomorfismo finito se obtiene exponenciando lo anterior de la forma (con
Ao finito):

d

Y’ (z) = ®%(z) = of (z) = exp (Ao CM) ()| x=0 = exp (A VP8,) o ()| x=0 (4)

o sea hay que evaluar las derivadas y V* en of(z) = z”. Lo anterior es medio formal. Otra
forma es obtener ay(x) a partir de V?(x) resolviendo (integrando) la ecuacién diferencial

daf(x)
dA

=V (ax(z)) (5)

con la condicién inicial ogf(x) = x”. O sea, calculando las curvas integrales de V.

Ahora bien, en relatividad general y en geometria Riemanniana (o pseudo-riemanniana),
la métrica es el tensor que nos importa en la vida y que nos determina todo lo que
nos interesa (conexién de Levi-Civita para hacer derivadas covariantes, volumen métrico para
integrar, etc). Entonces las simetrias que nos van a interesar son aquellas que dejan a la métrica

invariante.

IPara ver que forman un algebra de Lie: Si 17,

(£, Lg)T = £ LyT — £ LyT =0, luego [V,

W dejan invariante a T (i.e. LyT = £ 3T = 0) entonces £ T =
W] también deja invariante a T'.



En efecto, un difeomorfismo ® que deja a la métrica g invariante (i.e. Agg = ®*g—g = 0) es
lo suficientemente importante como para merecer un nombre: Se llama isometria. Tiene todo
el sentido el nombre, son mapas que no cambian nuestra métrica, no cambian nuestra nocién
de distancia. El conjunto de isometrias (difeomorfismos que dejan invariante a g) es un grupo,
llamado grupo de isometrias ISO(M, g).

Y un campo de vectores 1% que deja invariante a la métrica g (i.e. £ V9= 0) también tiene un
nombre especial: Se lo llama vector de Killing (o campo de vectores de Killing para dejar en
claro que es un campo de vectores). El conjunto de vectores de Killing K, forman un algebra

de Lie, que son las transformaciones infinitesimales del grupo de isometrias.

K, CT(TM) —=2— ISO(M, g) C Diff(M)

AK > ) = exp(AK)

Figura 1: Exponencial de un vector de Killing K e K4, que nos da una isometria oy = eXp(/\X ) €
ISO(M, g). Vemos que la exponencial del elemento del dlgebra de Lie IC; nos da un elemento del
grupo ISO(M, g). Por eso se suele referir a los elementos del dlgebra de Lie como los generadores de

las simetrias.

1.2. Propiedades

De la definicién de que un campo de vectores es un vector de Killing si £;9 = 0 (es decir,
que los difeomorfismos «) generados por 1% dejan invariante a g), podemos deducir propiedades

utiles:
1. En indices, V vector de Killing «—

0= £‘79 — 0= (fvg)uv = Vpapg;w + (auvp)gpv + (apr)gW (6)

2. En particular, si V = Og = VP = 62, se tiene que la forma de la derivada de
Lie de un tensor 7" en general se stuper-simplifica pues queda de la forma (£ aBT)’jll.'.'.'#; =
9pT} )Y (). Por lo tanto, podemos afirmar £9,T = 0 <= 93T, )" (x) = 0, o sea que
debe pasar que ninguna componente de T puede depender de la coordenada z® para que

0p deje invariante a T'.

Tiene sentido, porque los difeomorfismos infinitesimales del campo de vectores Jg serian

simplemente traslaciones en la coordenada z?, o sea cambios de coordenada de la forma



z¥ — ¥ +adj (s6lo trasladando la coordenada ). Y al hacer una traslacién de z (o sea
variar dicha coordenada), entonces T queda invariante si y sélo si T/} (x) no depende

de x”. Tiene todo el sentido.

En particular, para la métrica (i.e. T = g):
V = 83 vector de Killing <= (£0;9)w = 9guv(z) =0 (7)

3. Sea V la conexién de Levi-Civita (métrica y sin torsién), es valido que:

(£g8)uw = VP00 + OV g+ V)
= V'V + (VuVP)gpw + (VuVP)gup
=04+ V.(VP90) + Vi (VPgu)
=V,Vu +V,V, =2V V,) =2V,V,
Al pasar al segundo renglén se usé que la conexién no tiene torsién ? , luego al pasar

al tercer renglén se usé que la conexién es métrica (i.e. V, g, = 0), y finalmente se

acomodaron un poco las cosas.

Luego, vemos que:

V vector de Killing <= (£39)w =0 <= V(,V,y = V9 =0 (9)

Podemos determinar si un vector V¥ (x) es de Killing, bajdndole un indice (con la métrica)

y calculando su derivada covariante (simetrizada).

- ~ , d
4. Sea V un vector de Killing, y sea P = P'0; = i el vector tangente afin a una curva

_P = 0 al evaluarlo

autoparalela en la conexién de Levi-Civita. Es decir, que verifica V 5
curva

2M4s en general, para una conexién sin torsién (que puede o no ser la L-C), vale que podemos reemplazar 9 +— V
(o ,+—;) en las expresiones de derivada de Lie de un tensor y derivada exterior de una forma en base coordenada.

O sea, para la derivada de Lie:
(LpT)lhr = VPOTENT = (0pVI)TETh = () = (BpVI) TS, + (O VAT + () + (0, VO TS
= VIV T = (VpVI)T T = (o) = (Vp VI TS + (Vo VAT E + (o) + (Vo VO TS
Y para la derivada exterior:

(dﬁ)ﬂolﬂ“'ﬂp = (p—|— 1)3[M0,@M...NP] = (p+ 1)V[M0/BN1"'NP]



en la curva autoparalela 3. Como estamos en la conexién L-C, las curvas autoparalelas son

equivalentemente geodésicas.

Es valida la siguiente propiedad:

0=Vse(BV)| = VaEv")

curva

— g(f’, 17) = P, V" = cte en geodésica

(10)

curva

Notemos que una simetria (generada por el vector de Killing 17) nos esta dando lugar a

una cantidad conservada en la trayectoria de las particulas (geodésicas).
En el caso particular de que V= 0g, tenemos: P,V# = Pg = cte en la geodésica.

Para demostrar dicha propiedad:

V(g(P,V) = (Vpa)(P,V)) + g(V(P), V) + g(P,V 5(V)) (1)
(

donde se us6 la regla de Leibniz para V en el primer paso, después se usé que la conexion

es métrica (luego V B9 = 0), y que P es un vector tangente afin a la autoparalela (luego

VP =0).

Entonces:

Vs(g(P,V)) = g(P,V 5(V)) = gu P"(V 5(V))" = gu PP’V , V" 12)
= PIPPY,(VVg,,) = PPPPY,V, = PEPPY (V) =0

Donde se usé las expresiones en términos de indices en el primer renglén, que V es una
conexién métrica en el segundo renglén, v al final se usé que P#PP = P PP) es simétrico
en los indices pu, p por lo tanto al contraerlo con V,V,, sélo sobrevive la parte simétrica

V(,Vy) de este ultimo. Y debido a que V es un vector de Killing, se tiene que V(,V, 0.

w =

Con eso demostramos la propiedad.

5. Esto es en parte una definicién, y en parte una propiedad, ambos inspirados en lo anterior:

Podemos decir que un tensor simétrico K#1# de tipo (r,0) (o también podemos tomar

K, ..., simétrico de tipo (0,7)) es un tensor de Killing, si verifica:

VKun) = Koy = 0 (13)

v

L d . .
3Recordar de la tedrica que una curva autoparalela es tal que su vector tangente V = —— verifica VoV =fV

dp
al evaluarlo en la curva, para una cierta funcién f. Pero siempre se puede hacer una reparametrizacién de la curva

= 0 dp(N) =
1 — A(p) de forma que el nuevo vector tangente (asociado al nuevo pardmetro A de la curva) P = e % v

verifique la condicién VP = 0 al evaluarla en la curva. Los pardmetros A que verifican esta condicién se llaman

) 5 0 . : ) :
parametros afines, y los vectores tangentes P = X asociados a dichos pardametros afines, se dicen vectores afines.



En cuyo caso, vale que:

Ky, P (- )PP = KM Hr Py (- -+ )Py, = cte en la geodésica (14)

Ejer: Demostrarlo. Esto es una generalizacion del ejer 17f de la guia.

O sea, que nos puede servir para construirnos mas cantidades conservadas en geodésicas.
6. Por tltimo, sea K* un vector de Killing y sea T"” un tensor simétrico conservado (i.e.

v, I* = T", = 0; como por ejemplo el tensor de energia-momento T+ de relativi-

dad general, que verifica esta iltima propiedad gracias a la invariancia de la teoria ante

difeomorfismos ).

El vector J# = K, TH¥ se conserva:
VuJt =V (K,T") =0 (15)

Ejer: Demostrar esto tltimo explicitamente usando lo dicho anteriormente. Esto y lo que

sigue es ej. 18 de la guia.

Interpretaremos a J* como la corriente asociada al vector de Killing K*, que a su vez
estd asociado a una simetria infinitesimal de la teoria (o sea una isometria, pues el campo

de la teoria es la métrica).

Luego, aplicando el teorema de la divergencia (ejer: hacerlo explicitamente) tenemos que

la carga de Noether () asociada a esta simetria se conserva:

Qx(K) :/

T K, d%, = / T K, n,/y d" 'z = cte (16)
by b))

siendo ¥ una hipersuperficie espacial, que si queremos podemos tomar como {t = cte}.

A partir de una simetria tenemos una carga conservada: Teorema de Noether.

2. Ejemplos

2.1. Espacio de Minkowski M, 4: Algebra y grupo de Poincaré
2.1.1. Vectores de Killing

En el espacio de Minkowski M; 4 = M p_1 (de dimensién total D = 1+ d) la métrica es
G = M, luego 0,9, = Oy = 0 = F,’L, = 0, y en consecuencia V, = 0J,. Esto pasa
porque el espacio es plano.

Luego, la condicién para que un vector K sea de Killing es 0 = V(,K,) = 9, K,).

4Ver apéndice B del Carrol a partir de (B.22) para ver la demo. Igual en la tedrica y préctica capaz todavia no

vieron esto, asi que sélo dejo la referencia por si se preguntan de donde sale en algiin momento de sus vidas.



Definamos (eql)= 0,K, + 0,K, =0,y (eq2)= 0,K,+ 0,K, =0

Luego, si hacemos

0= 0,(eql) + 0y(eq2) = 0,0, K, + 0,0, K, + 0,0, K, + 0,0,K,, a7
17
= 0u(0,K, + 0,K,) + 20,0, K,, = 0+ 20,0, K,
donde en el dltimo paso se usé 0 = 29,,K,) = 9,K, + 9, K,. Entonces, el hecho de que K sea

un vector de Killing implica directamente que:
K= K#(x)0, vector de Killing = 0,0,K, =0 = K,(x) = a, + byz” (18)

con ay, by, constantes.
Aplicando la condicién de que K sea un vector de Killing a la expresién K, () = a, + byz”

tenemos:

K = K"(x)0,, vector de Killing <= 0= 0(,K,)(z) = b, <= bu, = by, antisimétrico
(19)
Luego, veamos como queda esta condicién para el vector con el indice arriba. Se tiene final-

mente que:
Kt (z) =n" K, = da" + b, 2”, con V', =n""b,, < K= K"(x)0, = a0, + V", 2P0, , (20)
y la condicion b(;u/) = 0 se traduce a (considerando ngub“ p = Nop" by, = 05y, = bgp):
0= 20(sp) = bop + bpo = NopbHy + mpubly, == Tb+b' =0 < b =-7b7] (21)

donde se denoté b como la matriz con componentes b",. Esta matriz b pertenece al subespacio
de matrices {l:7 L = -1 b 7}, que es un algebra de Lie de matrices (pues es cerrado ante
conmutadores entre matrices) de dimensién D(D — 1)/2 que la llamaremos so(1,d), va a ser el
algebra de Lie de Lorentz (en particular, si D =1+ d =4 <= d = 3, entonces s0(1, 3) tiene
dimensién D(D —1)/2 = 6).

2.1.2. Generadores y relaciones de conmutacién

Concentrémosnos primero en los vectores de Killing con a* = 0, después consideramos
a* # 0.

Podemos expresar al vector de Killing con a* = 0 como:

K o = b“p 2P0, = V" 2,0, = b’ a:[pau] =

1 1 ., =
—ibp“(xpau —x,0,) = _ibpuLpu (22)
o sea como combinacién lineal de los D(D — 1) /2 generadores independientes I_;pu = 2,0, — 7,0,
con p < u (pues EW = _Eum y también bP* = —bHP | o sea que hay s6lo D(D—1)/2 componentes

independientes).



Las relaciones de conmutacién entre los generadores L, son (usando [1),, X0, 77”53:6 Os] =

Tpx"vg [xxf)u,xﬁ&,] = Npx"lvB (xx(auxﬂ)ao - mﬁ(aafx)au) = (@pMpOs — TuNpoOp)):

[Lpua LVU] = [nprﬂxau - nuxxxapa nuﬁwﬁ&y - 77061’681/]
= TpMplo — TuTpoOu — (TpMvpOs — TuMuop) — (XpNopOy — ToTpyOu) + (2uNopOy — TN yp)

= nul/Lpa - 77p1/L,ucr + npaL,uz/ - 77,uoLpl/
(23)

Vemos explicitamente que el subespacio de vectores generado por los generadores EW es cerrado
ante conmutadores. El vector de Killing con a* = 0 pertenece a dicho subespacio. Y vemos
explicitamente como son las relaciones de conmutacién: Son las que corresponden al algebra
de Lie de Lorentz so(1,d). °

Los d = D—1 vectores l_jio van a terminar siendo los generadores de Boosts en el eje i y los
d(d —1)/2 generadores I_;Z-j van a terminar siendo los generadores de rotaciones espaciales
en el plano i — j. ©

Ahora, consideremos el vector de Killing con a* # 0, que lo podemos escribir de la forma:

. 1 -
K = a‘“au - ingLya (27)

®Notemos que logramos representar el algebra de Lie so(1,d) en campos de vectores. También podrfamos haber
representado dicho dlgebra de Lie en matrices, estudiando el subespacio de matrices {E Dbt = ] b 7}. Podriamos

haber visto que una base de este subespacio son las D(D — 1)/2 matrices i,,c, con p < o (considerando iap =—L,)

con elementos de matriz (L,,)", = —ng,ﬁ"p + 1o 0", cuyas relaciones de conmutaciéon son [Lpu,Lw,] = NuwLpo —

np,,f,w + Npo Ly — NpoLpy, 0 sea las mismas que eq. (23) pero representadas en matrices.

Luego podemos expresar cualquier matriz b del dlgebra de Lie so(1, d) = {Z c bt =—7b 77} como combinacién lineal
- 1 - - -
de estas matrices: b = —ibp”Lpg (con b7P = —bP7; comparando b*, = (b), = f§bp”(Lpg)”u se llega a que en efecto
los coeficientes de la combinacién lineal son b*7 = n?8b” B)' Entonces, podemos expresar al vector 22 como
R =0 000, = —207 (L), 270, = — 07 (Lyo)" 2,0 = — b7 L 24
w0 PR rT T (ua)px mT Ty (VU) xﬂ,u:_§ vo ( )
donde identificamos al final a
Lyo = (Lyo)™ 1,0, = (—0",6° + 6°,6" ) 2,0, = 2,05 — 150, (25)
cuya definicién coincide con eq. (22) como era esperado.
. 1 .
5En caso de que D = 1+d =4 <= d = 3, podemos definir con los generadores L; = —§eij;€Lj;€ (= L =
—Eijkik) y [_('1- = —Eou donde el vector Ei se interpreta como el generador de rotaciones alrededor del eje i, y el I?,-

como el generador de boosts en el eje i. Las relaciones de conmutacion se pueden escribir en términos de L;, K; de la
forma:

[Li, Lj] = eijuLly , [Li, K}l = eijuKy , [Ki, K;] = —€ijiLy, (26)

Podemos ver una representacion de estos generadores en matrices en https://en.wikipedia.org/wiki/Lorentz_

transformation#The_Lie_group_S0+(3,1).


https://en.wikipedia.org/wiki/Lorentz_transformation#The_Lie_group_SO+(3,1)
https://en.wikipedia.org/wiki/Lorentz_transformation#The_Lie_group_SO+(3,1)

O sea como combinacién lineal de los D + D(D — 1)/2 = D(D + 1)/2 generadores {0, Lyo}.
Podemos definir al generador ]3# = J,, que es en esencia el generador de traslaciones en la
coordenada x*.

Ahora nuestro algebra de Lie consiste en los D(D —1)/2 generadores EW del algebra de Lie
de Lorentz so(1, D — 1), y también los nuevos D generadores ]3# = 0, que son generadores de
traslaciones. La denominamos como el dlgebra de Lie de Poincaré Lie(P) = K,, y veremos
que generan el grupo de Poincaré, que deja a la métrica n invariante.

Ahora que tenemos nuevos generadores ]3# = 0y, tenemos que sacar las relaciones de con-
mutacién entre los nuevos generadores entre si y entre los nuevos ﬁu = 0, y los viejos EW. Las
relaciones de conmutacién entre los viejos generadores de Lorentz EW ya las deducimos en 23.
Primero, es trivial que []5;“ B) = [0y, 0,] = 0, y segundo se tiene [[_;po, ]3#] = [2,05 —250,,0u) =
—NupOs +Muc0p = —nupﬁa—i-nwﬁp. En definitiva, tenemos que las relaciones de conmutacién
entre los generadores del dlgebra de Lie de Poincaré son 7 ®:

[Lops Lval = v Lipe — Now Lo + Mpo Ly — Mo Ly

[EPC” ﬁ#] = _U#PPU + nuUPp (28)

[ﬁuvﬁV]ZO

“En contexto de QFT o Quantum mechanics, se suele anadir un factor —i en la definicién de los generadores de una
cierta algebra de Lie. Por ejemplo, P, = —i0,,. Esto es porque en dichos contextos se buscan representaciones unitarias
en algin espacio de Hilbert de dicha &dlgebra de Lie y su grupo correspondiente (que se obtiene de exponenciar), en
cuyo caso la representacion de los generadores (con el factor —i) son operadores hermiticos en dicho espacio de Hilbert,
por lo que se interpretan como observables fisicos cuyos posibles valores son los autovalores (reales) del operador.

Acé no anadimos ese factor —i porque iba a ser molesto.
8Ya que estamos, vamos a irnos bien fuerte de tema por un ratito: Una base importante de QFT (explicada muy

bien en el cap. 2 del vol. 1 de QFT de Weinberg) es entender cuales son las representaciones unitarias del dlgebra de Lie
de Poincaré. Basicamente porque si queremos mezclar mecanica cuantica con relatividad especial, necesitamos saber
como transforma un estado |1)) € H en un espacio de Hilbert ante transformaciones de Poincaré (transformaciones de
Lorentz + traslaciones), porque es la simetria de relatividad especial.

Y éstas representaciones unitarias (de interés fisico) del dlgebra de Lie de Poincaré en espacios de Hilbert estan
etiquetadas por dos ntimeros cuénticos (m?, s) (serfan el andlogo al semi-entero j que etiqueta representaciones V; de
su(2)), que se interpretan como la masa m? > 0 (que es el autovalor del operador —P? = —P*P,, que conmuta con
todos, luego es un operador de Casimir), y como el spin s (en caso massless m = 0, el s se interpreta como la helicidad).
O sea, vemos que de estas representaciones unitarias, salen naturalmente dos propiedades stiper importantes de las

particulas: La masa y el spin (o helicidad).



2.1.3. Isometrias: Grupo de Poincaré
Si buscamos calcular cuales son las isometrias a) = exp(AK) que se obtienen de expo-

nenciar estos vectores de Killing, debemos resolver:

daf (x)
dA

= Kﬁ(a,\(x)) =a’ + bﬂpo/)}\(x) (29)
A

con la condicién inicial ozg (z) = 2. O sea sacar curvas integrales. Integrando lo anterior, nos

da:
\\ B
oB(@) = dPr+ (exp ()\b)) pm”zaﬁ)\+/\ﬁp()\) 2P (30)
con
A b 6 _ 46 g N e A s Vi1
A=exp(b) = A, =80, + X0+ S 007 4o = Y D T W0, (0 (31)
! s

Notemos que la condicién b = —7jbij se traduce a: A = exp(A\b') = exp(—7jbij) = fexp(—Ab)7j =

ﬁf&_lﬁ, o equivalentemente la condicién:

>J
]|
=1
Il
=i

(32)

Es decir, vemos que la condicién es que A deje invariante a la métrica 77. A su vez, esta es la
condicién para que A pertenezca al grupo propio de Lorentz SO'(1,D — 1) 9
Luego, la transformacion mas general de coordenadas que deja invariante a la

métrica de Minkowski (conectada con la identidad) es de la forma (eligiendo A = 1):

yP(z) = 0P (z) = af(m) =d’ + Aﬁp * =a’ + (exp (b))ﬂp xf (33)

con A = exp (b) € SO'(1,D — 1) transformacién propia de Lorentz, y a? es simplemente una
traslacién de la coordenada 3.
Estas transformaciones, descriptas por (A, a), forman el grupo de Poincaré de trans-

formaciones de Lorentz mas traslaciones. Se puede mostrar que su ley de producto mezcla

9Este grupo es la componente conexa de la identidad del grupo total O(1, D — 1) de transformaciones lineales que
dejan a 7 invariante. Los elementos A= exp()\l:)) estan conectados con la identidad porque se puede ir variando A
desde 0 a A, formando una curva que conecta la identidad con A = eXp()\z).

Las transformaciones de O(1, D — 1) que no estédn conectadas con la identidad, se obtienen de aplicarle el mapa
de inversién temporal T (que transforma a las coordenadas como T(t,x) = (—t, %)) y/o el mapa paridad P (que
transforma a las coordenadas como P(t,x!) = (t, —z')) a una transformacién propia de SOT(1, D —1). Los mapas T, P
no estan conectados con la identidad, son transformaciones discretas y no continuas.

Hay 4 componentes conexas de O(1, D — 1): La componente conexa SOT(1, D — 1) de la identidad ; la que sale de
aplicarle P a SOT(1, D —1); la que sale de aplicarle T'a SOT(1, D — 1); y la que sale de aplicarle TP a SOT(1, D —1).

10



un poco la parte de Lorentz con la de traslaciones de la forma (A’,d’) - (A,a) = (MA, Na+d'),
lo cual es natural ya que los generadores EW de Lorentz y ]3p de traslaciones no conmutan.
El grupo de Poincaré se escribe a veces como P, y a veces como R x SOT(l, D — 1) para la
componente conexa de la identidad '°.

Pueden ver de ejer que pasa si exponencian algin generador como Lot para verificar que

obtienen un boost en x.

2.2. Esfera S2: Algebra de Lie 50(3), y grupo de rotaciones SO(3)

Les dejo de ejercicio (de hecho es el ejer 20, pero les cuento que es lo que deberia darles para
interpretarlo) mostrar que los vectores de Killing de la esfera S? son todas las combinaciones

lineales (con coeficientes constantes) de los generadores:

R, = —20y + y0, = —sin(p)0dy — cotg(f) cos(y)0,
ﬁy = 20, — 20, = cos(p)0y — cotg() sin(¢)0, (34)
R, = —yd, + 28, = 0,

donde los escribimos en coordenadas cartesianas (z,y,z) y en coordenadas angulares (6, ¢)
(estas ultimas no estan bien definidas en los polos # = 0, 7). El vector R; genera rotaciones

alrededor del eje i. Las relaciones de conmutacién son:
[éi, Rj] = _eijk:ék (35)

que son las del algebra so(3) ~ su(2), o sea las mismas relaciones de conmutacién que las
matrices de Pauli (a menos de factores i que se absorben). O sea que el dlgebra de Lie de
vectores de Killing de 5% es K, = 50(3) ~ su(2).

Al exponenciar estos vectores, obtenemos el grupo SO(3) de rotaciones espacia-
les. Ese es nuestro grupo de isometrias en la esfera S?, lo cual heuristicamente tiene
mucho sentido.

El ejemplo mas facil es ver que si se exponencia R. = , se obtienen traslaciones en la
coordenada ¢ (dejando obviamente a § constante), lo cual es precisamente una rotacién alrededor
del eje z.

Una propiedad muy importante y muy util para la guia 6 es que si tenemos una
geodésica que parte de p € M = S? con vector tangente inicial P |p € T,(M), entonces podemos
rotar los ejes x,y, z de forma tal que las coordenadas del punto p sean (z,y,0) (o sea que tenga

zp = 0), y de forma tal que P,|, = 0 (o sea que la velocidad inicial con indice abajo no tenga

0Donde el sfmbolo x es un producto semidirecto de grupos, justamente nos dice que en el producto del grupo las
dos componentes del producto se mezclan de alguna forma. El grupo total de Lorentz, con todas las componentes

conexas, seria RP x O(1, D — 1).
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componente en z). En otras palabras, elegir el eje z de forma que el punto p esté en el ecuador

(en § = m/2), y de forma que la velocidad inicial con indice abajo P, apunte en el ecuador.

—

Luego, tenemos que se conservan (en la trayectoria de la geodésica) la cantidad P,(R,)* = P, =

cte = P,|, = L, y también las cantidades P#(éx)“ = —2P,+yP, =cte = (—2P, +yP.)|, =0

y Pu(Ry)* = 2P, — 2P, = cte = (2P, — 2P.)|, = 0 donde en los tltimos dos pasos se usé

zlp = 0y P.|, = 0. En consecuencia, se tiene que (usando ahora coordenadas angulares) 0 =

—

cos(p) (Pu(By)*) =sin() (Pu(Ba)") = Pu(cos() (By)" —sin(p) (o)) = (cos® () +sin’(i0)) Py +
0-P, =Py

7~

En definitiva, que en una geodésica que parte de p € M = S? con vector tangente inicial
f’|p € T,(M), si elegimos los ejes z,y, z de forma que z, =0y P.|, = 0, la simetria de la

métrica ante rotaciones nos dice que tenemos:

P, = cte en geodésica = P,|, = L , Py =0 = cte en geodésica (36)

3. Simetria maximal

Es vélido que el conjunto de vectores de Killing K, es un dlgebra de Lie (o sea un
espacio vectorial en R - coeficientes reales constantes- que es cerrado ante el conmutador), cuya
dimension esta acotada por

n+1)

dimp (K,) < n( 5 (37)

siendo n = dim(M ).

O sea, vemos que la cantidad de generadores de simetrias de la métrica estd acotada y es
finita.

Pregunta en clase para uds: Porqué puede ocurrir que esta dimensién pueda ser mayor a la
dimension de M, que es igual a la dimension del espacio tangente 1), M = {‘7]], =VHl, : VI e
R} de vectores en un punto p € M7 Respuesta en clase: Porque en realidad los vectores de
Killing K € Ky € I'(TM) son campos de vectores (no vectores en un sélo punto p), que
pertenecen al conjunto I'(TM) de campos de vectores V = VH#(x)0, cuyos coeficientes V#(x)
son funciones, no son constantes reales. Entonces no podemos escribir a V como combinacién
lineal con coeficientes constantes reales de n vectores, porque por ejemplo los infinitos campos
de vectores Oy, 10y, 2%20;,230,, -+ , "0y, - -+ son independientes entre si. Luego I'(TM) es un

espacio vectorial (mds atn es un édlgebra de Lie pues es cerrado ante [,]) que posee dimensién

n(n+1)
2

dada por los campos de vectores de Killing posee dimensién finita acotada, a diferencia de la

oo. Entonces, lo que nos dice la ecuacién dimg(K,) < es que el subalgebra de Lie 4

dimensién del dlgebra de Lie T'(T'M) de todos los campos de vectores.
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A nivel del grupo, esto significa que la dimensién del grupo de isometrias ISO(M, g) (que
es la misma que la del algebra de Lie dimg(/Cy), pues K, = Lie(ISO(M, g)) ) estd acotada y es
finita. A diferencia del grupo de todos los difeomorfismos Diff(M), que es un grupo de Lie de
dimension oo, o sea hay oo cambios de coordenadas posibles.

Definimos entonces, de forma natural, que una variedad con métrica (M, g) se dice maxi-

malmente simétrica (max. sim. ; space form se dice a veces) si satura la cota: dimg(Ky) =
n(n+1)
2
Al final, termina pasando que estas n(n +1)/2 = n + n(n — 1)/2 simetrias se separan en n

. O sea, es lo mas simétrico posible.

traslaciones y n(n — 1)/2 rotaciones.

Una propiedad simpatica:

(M, g) max. sim. <= Rjgu = )(gpugm,—gp,,ggu) con R = escalar de Ricci = cte en M

R
nin—1
(38)
A su vez implica que si (M, g) es max. sim. , el tensor de Ricci tiene la pinta: Ry, = — gou, €
n
proporcional a la métrica (pueden mostrar ésto dltimo).

Localmente (sin considerar preguntas sobre topologia, propiedades globales de M), un espa-
cio maximalmente simétrico de una cierta dimension y signatura (en breve diremos que es esto
ultimo) estd totalmente especificado por la constante R = cte en M escalar de Ricci.

Para no preocuparnos por preguntas de topologia acerca de propiedades globales de M,
podemos asumir de ahora en mas que M es simplemente conexo.

Luego, podemos clasificar las variedades con métrica (M,g) (con dimensién de
M y signatura de la métrica determinadas) maximalmente simétricas simplemente

conexas, con el signo de R = cte:

R > 0 curvatura positiva
R =0 espacio plano (39)
R < 0 curvatura negativa

Vamos a ver en particular que espacios obtenemos de esta clasificacion en ciertas signaturas.

Primero, digamos que: La signatura de la métrica (n_,n; = n — n_) viene dada por la
cantidad n_ (n4) de autovalores de la métrica que son negativos (positivos, respectivamente).
Esto es independiente de la base y es constante en M, es una propiedad de las variedades con
métrica (M, g).

Ahora, concentrémosnos en la clasificacién de variedades max. sim. (simplemente conexas)

en las dos signaturas mas relevantes:
= Signatura Riemanniana: n_ =0 < g(V,V) = V#V, > 0 siempre.

= Signatura Lorentziana: n_ = —1
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También se dice en general una signatura pseudo-riemanniana si n_ # 0. En otras signaturas

la clasificacion es andloga.

3.1. Clasificacion de espacios max. sim. en signatura Rieman-
niana

Las variedades con métrica (M, g) maximalmente simétricas simplemente conexas con sig-

natura Riemanniana y dimensién n se clasifican en:
» Espacio euclideo: R%" = R”. Posee R = 0 =cte, es un espacio plano.

= Esfera S™. La podemos ver como
St={FecR"™ : #%2= ("2 + (@2 + (- )+ @")? =1>=cte> 0} (40)

una esfera embebida en ROt = R+l

n—1
Posee R = (12) = cte > 0 curvatura positiva.

= Espacio hiperbdélico H". Lo podemos ver como
H' = {F e R : #2=—(2")+ (@2 + (- )+ @)= =cte<0}  (41)

un hiperboloide embebido en RY" = M; ,, (Minkowski).
n(n —1)

Posee R = — B

= cte < 0 curvatura negativa.

3.2. Clasificacién de espacios max. sim. en signatura Lorentzia-
na

Las variedades con métrica (M, g) maximalmente simétricas simplemente conexas con sig-

natura Lorentziana y dimension n se clasifican en:
» Espacio de Minkowski: R1"~1 = M ,,—1. Posee R = 0 =cte, es un espacio plano.

= Espacio de Sitter dS,,. Lo podemos ver como
dS, ={FeRY"™ : #2=—(2°? 4+ (@2 + () + (2")? =1? = cte > 0} (42)

embebido en RY™ = M ,, (Minkowski).
n(n —1)

Posee R = B = cte > 0 curvatura positiva.

= Espacio Anti de Sitter AdS,,. Lo podemos ver como
AdS, ={feR> 1 . 22 = ("2 — ()24 (- )+ (@) =P =cte<0} (43)

un hiperboloide embebido en R?"~! (Notar que hay dos direcciones temporales en R%7~1),
n(n—1)

Posee R = — B

= cte < 0 curvatura negativa.
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