Guia 4: Derivada Covariante y Transporte Paralelo

@ Motivacion: transporte paralelo y curvatura en espacio euclideo 2D

La nocidn de transportar paralelamente un vector en espacio plano euclideo es tan natural que no solemos
detenermos a pensar en sus "detalles".
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En espacio curvo no hay una nocién global de paralelismo.

Quisiéramos tener un operador derivada que actie como derivada direccional, que nos de por resultado un
tensor y que sélo necesite informacién sobrela curva a través de la cudl se transporta paralelamente.
Poder derivar y hacer transporte paralelo nos permite comparar vectores (y tensores) de distintos puntos
de.la variedad (pertenecen a espacios tangentes diferentes).

Esto lo va a cumplir la DERIVADA COVARIANTE.



@® (Brevisimo) Repaso de distintas derivadas

Hasta ahora vimos dos derivadas que pueden ser construidas Unicamente utilizando la estructura de variedad
diferencial: la derivada exterior { y la derivada de Lie fv .

B Derivada exterior

La derivada exterior es un operador.diferencial que actla sobre p-formas y devuelve (p+1)-formas.
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Limitacidn: actla solamente sobre formas diferenciales.

B Derivada de Lie

La derivada de Lie toma un vector (que define una familia uniparametrica de difeomorfismos) y devuelve
otro vector. Nos permite "comparar" dos vectores definidos en distintos puntos de una variedad ("dragueo"
de Lie).

La derivada de Lie se puede extender a tensores de rango arbitrario (ésto no era posible con la -derivada
exterior).

Algunos ejemplos:
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Algunas limitaciones: no depende Unicamente de la direccién en la que queremos derivar. Aparecen derivadas de
vector respecto del cual tomamos la derivada.



@® Derivada covariante

Para poder introducir la derivada covariante va a ser necesario introducir una estructura extra a la variedad.
Este objeto nuevo se llama conexién.

Dado un campo vectorial () en P& M vamos a definir un operador diferencialvo' que mapea un campo
vectorial _\‘/ a otro campo vectorial 7 T/ y cumple la siguientes propiedades:
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p» Componentes en base anholénoma
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» 7 V es un tensor (1,1). Dada una base{ _E;ol) de vectores y una basei Eﬁ*g de 1-formas
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También se suele usar la notacién
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0JO: no confundir este sub-indice V@ con un vector, indica la componente covariante de\ V/

B> Cémo transforma la conexién?
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(distribuir, usar la dualidad de las bases, definicién de conexién y cémo actla la derivada
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Otra manera (Problema 2a)
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Comentario: hay dos expresiones equivalentes para el término inhomogéneo de la transformacién
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© Extension a tensor de rango (r;s)

1) Si T es un tensor de rango (r,s), entonces\y T  es un tensor de rango (r,5+1)
2) \/ satisface la regla de Leibniz
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B> En particular, podemos obtener una expresidn para la derivada covariante de 1-formas
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B> Expresion en coordenadas para la derivada covariante de un tensor (r,s)
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® Transporte paralelo y autoparalela

La conexidn y la derivada covariante nos dan una nocién de transporte paralelo a lo largo de una curvay(,\)

con vector tangente iy~ ¢
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Se dice que un vector se transporta paralelamente a lo largo de una curva cuando

Y se transporta paralelamente a lo largo de la curva
con vector tangente G

Autoparalela: un curva se dice que es autoparalela cuando su vector tangente se transporta paralelamente
a lo largo de ella misma
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Observacion: la condicién mas general para una autoparalela es
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Pero siempre es posible elegir una reparametrizacién de la curva de modo tal de llevarla a la forma(ff)

B>  Geodésica: curva que extrema la distancia entre dos puntos (requiere una métrica).

Observaciones:

1) A veces se utiliza la misma definicién que la de autoparalela.

2). En espacios métricos con conexidn simétrica ambas nociones coinciden.
2') En espacio plano ambas nociones coinciden.



Problema 1b)

Dada una base coordenada%apg nos piden caIcuIar\/a o, en la base de coordenadas poIar{sQ(_ , ae{
y en la base anholénoma % e . ée‘s sabiendo que en coordenadas cartesiana{ o, 873
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Cambio de base para transformacién de coordenadas
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Problema 2
» b) Corroborar que Y, Y. 0 transforma como un tensor (1,1)
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v permite corregir el término molesto que hacia que €_Y o v no transformara adecuadamente (G2P1)
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Para obtener expresiones tensoriales a partir de otras que contienen derivadas parciales
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B c) Hallar Y 5 W en base coordenada (ya lo hicimos mas arriba) y obtener Wa d X o
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Pueden verlo desde la expresién en componentes de \7 \5
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o0 también hallar LT £ 1 L, c. Y pasar a base coordenada



