
19/10 Clase 13: Guía 4 - Tensor de Riemann
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    En la clase pasada vimos que es posible hallar un cambio de coordenadas que anule
las componentes de la conexión en un punto de la variedad. Esto es equivalente a pedir
que en dicho punto la métrica sea la de Minkowski en el caso de que la variedad sea
lorentziana.

Un sistema localmente inercial es un sistema de coordenadas local en el cual las compo-
nentes de la métrica son las de Minkowski y las derivadas primeras de la métrica son 
cero (condición suficiente para que los símbolos de Christoffel se anulen).

Qué pasa con las derivadas segundas de la métrica? Vamos a ver que no es posible
anularlas con un cambio de coordenadas. Esto sólo sucede si la variedad es plana.

Veámoslo explícitamente:

Variedad        carta 

Transformación de coordenadas en el punto 

carta de la variedad carta del SLI

Vamos a pedir que:



Expandimos el cambio de coordenadas en torno a P

# incógnitas=

3 tipos de componentes

También vamos a necesitar expandir la métrica

en torno a  

Orden 0: evaluamos           en P y pedimos que

# ecuaciones = 

# incógnitas = 
diferencia = Transf. Lorentz

En dimensión arbitraria n, el número de generadores del grupo de Lorentz 
SO(n-1,1) es n(n-1)/2



# ecuaciones = # incógnitas = 

Orden 1: derivamos respecto a       y evaluamos en P  

Orden 2: derivamos respecto a             y evaluamos en P  

# ecuaciones = # incógnitas = 

Sistema sobre determinado.

La diferencia entre #ec - #inc = 

No es posible anular todas las derivadas segundas mediante una transformación de
coordenadas.

Vamos a ver que la cantidad de derivadas segundas que no podemos hacer cero es
la misma que la cantidad de componentes independientes del tensor de Riemann.

   Vamos a ver cómo aparece el tensor de Riemann al transportar paralelamente un vec-
tor a lo largo de una curva cerrada infinitesimal. El hecho de que en general el vector fi-
nal no sea igual al vector inicial nos indica que la variedad métrica está curvada.

Transporte paralelo a lo largo de una curva cerrada infinitesimal

curva cerrada

vector tangente

Ec. de transporte ||

(Weinberg Sec 6.3 pág 135 -ojo que él usa una conveción distinta para el tensor de Riemann
ver también Schutz "A 1st course GR" Sec 6.5 pág 157)



Vector inicial Vector final

A primer orden en          o equivalentemente              tenemos que

Pero ésta expresión tiende a cero cuando 

Tenemos que ir a un orden más alto. Integremos la ecuación de transporte || (1)

También tenemos que aproximar      a primer orden 

Como la curva es infinitesimal esto es suficiente. Reemplacemos (3) y (5) en (4)

A primer orden en       tenemos 

Notemos que ya que



Entonces el único término que sobrevive es

antisimétrico en 

Por lo tanto, nos quedamos con la parte antisimétrica en         del paréntesis

(la posición de los índices y el signo
dependen de la conveción utilizada)

(Misner, Thorne & Wheeler contratapa 1) 



(Misner, Thorne & Wheeler contratapa 2)



Volviendo a la cuenta: qué es 

En este caso particular, tenemos que

En general se obtiene que

Distintas expresiones/definiciones para el tensor de Riemann

En base coordenada

En base anholónoma

En base coordenada (sin torsión)

otra notación



Utilizando estas tres propiedades podemos ver que el número de componentes inde-
pendientes del tensor de Riemann es

# comp indep Rmn = (el mismo número de derivadas segundas 
de la métrica que no podemos anular con 
un cambio de carta)

Tensor de Ricci y escalar de Ricci

Identidad de Bianchi

Propiedades del tensor de Riemann

Ayuda Problema 12b: 
considerar "índices colectivos"                                     para contar cuantas 
                                                                                            componentes tiene.
Esto tiene en cuenta las propiedades 1 y 2.

Luego restar las restricciones de la propiedad 3.



Problema 13

Nos piden:
a) Mostrar que la superficie de un cilindro es plana
b) Calcular el tensor de Riemann de la 2-esfera
c) Calcular el tensor de Riemann de la 3-esfera (se los dejo a uds)

El tensor de Riemann mide la curvatura localmente, no tiene en cuenta efectos
globales

cilindro

toro T²

Todos estos espacios tienen curvatura cero.
Los podemos equipar con la métrica plana.

Los símbolos de Christoffel son

    Se pueden calcular por definición utilizando la expresión de arriba o bien utilizando el 
principio variacional que vieron en la clase de Juan del 07/10.

El resultado es:

El tensor de Riemann en una base coordenada es



Del Problema 12a sabemos que el tensor de Riemann con todos los índices abajo se
puede escribir:

(simplemente reemplazar la expresión de los símbolos de Levi-Civita)
(notar que el primer término cumple con las propiedades algebráicas del tensor de Riemann)

Calculemos la componente independientes del Rmn (sabemos que sólo hay una compo-
nente independiente en dos dimensiones).

Ya que estamos calculemos tmb el tensor de Ricci y el escalar de Ricci

Tarea: calcular las componentes de                            para el plano hiperbólico

y chequear que



Problema 15

    Nos piden calcular el transporte paralelo de un vector en un cuadrilatéro cerrado 
(P → Q  → R → S → P) sobre la 2-esfera

y comparar con la expresión 

sobre el Ecuador de la 2-esfera el vector
            no cambia

                        En el Problema 7 (explicado por Juan) ya calculamos el transporte || a 
lo largo de un paralelo

los meridianos son geodésicas de      , es decir,      se transporta autoparalelo 

Del Problema 7 sabemos que el transporte paralelo de       a lo largo de un
paralelo arbitrario               es 

σ es el parámetro de la curva y en este caso recorremos la curva en sentido inverso
es decir 



Recordemos que                         y que basta con quedarse a segundo orden en  

Para este tramo no nos queda otra que calcular el transporte paralelo de
un vector con componente en       a lo largo de un meridiano 

notemos que el parámetro de la curva σ es en realidad el mismo ángulo θ (las curvas
integrales de       tienen como parámetro afín a θ).

En nuestro caso                         y la componente       no cambia 

Por otro lado

Del Problema 13


