28/10 Clase 16: Guia 5 - Geodésicas nulas (rayos de luz)
en campo débil

@ Geodésicas

La ecuacién de la geodésica (o autoparalela) en una variedad dotada de una métrica y
una conexidén compatible con la misma es
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V_N =0, conV: dvector tangente
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Si tenemos una carta de coordenadas {x/@ntonces {8@} una base de vectores

Entonces, la ecuacidn de las geodésicas se lee
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donde T"\f)()son los simbolos de Christoffel.

Recordando que \\* - ixf podemos escribir la ecuacién anterior como
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Otra propiedad importante de las geodésicas y el tranporte paralelo es que el producto
interno entre vectores transportados paralelamente se mantiene constante a lo largo de
una geodésica. En particular, la norma del vector tangente conserva su valor a lo largo
de su geodésica correspondiente.

Se dice que una geodésica es tipo tiempo, nula 0 espacio segun la norma de su vector
tangente sea negativa, cero o positiva, respectivamente.
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@ Vectores de Killing
Un vector de Killing ges un campo vectorial que cumple
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(notacion alternativa)
~ O para ser vector de Killing



@ Leyes de conservacion y vectores de Killing

Si tenemos un vector de Killing, entonces podemos definir una cantidad conservada a lo
largo de la geodésica.

Recordemos la accién de la geodésica
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las ecuaciones de Euler-Lagrange son las ecuaciones de la geodésica
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Si L no depende explicitamente de una coordenada x(® (Eeesté fijo, por ejemplo (% =1)
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La contraccién de un vector de Killing con el vector tangente de la geodésica nos da una
cantidad conservada
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» Qué tiene que ver una cosa con la otra? Lo mas sencillo es verlo con un ejemplo.

Ejemplo: si =1, entonces -

jemp B 2949)%0 - e
Podemos definir un campo vectorial E 12 | [sts | _ (0 4, Slusjes un
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En este caso, notemos que la contraccién del vector de Killing con el vector tangente nos
da la componente covariante que se conserva
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En general resolver las ecuaciones de las geodésicas es bastante complicado. Si contamos
con vectores de Killing tenemos automaticamente cantidades conservadas (constantes
de integracion).
En n dimensiones tenemos n ecuaciones diferenciales para resolver.
La norma del vector tangente de la geodésica siempre provee una "conservacion"
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Para geodésicas temporales o espaciales esto nos dice cd6mo conviene elegir el
parametro afin:

Geodésica temporal

»
V-V<o | o(V. V)= ngvvu = 90 C_} 3_ L8, S%vgf ~{ = conit"
Notemos que (_fid* - (O Wa cuadrivelocidad. Se suele usar como vector tangente a
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» Geodésica espacial =S intervalo
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P Geodésica nula: en este caso no hay una eleccién obvia y conveniente para el para-
metro afin. Simplemente se elije A para que se cumpla
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Entonces tenemos (n-1) ecuaciones a resolver. Cuantos mas vectores de Killing tengamos
menos ecuaciones tendremos que resolver.

@ Métrica de campo débil
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» Simbolos de Christoffel
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Las ecuaciones de la geodésica son ( kY - o)
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Con la restriccién
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Resolver integrando directamente es un quilombo en general. Si hay vectores de Killing
conviene tratar de utilizarlos para resolver el problema.

Comencemos por ver que informacién podemos obtener de restriccion
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Notemos que
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La ecuacién anterior vale para cualquier punto de la geodésica (el transporte paralelo

preserva el producto interno entre vectores transportados paralelamente), en particular
vale para z=0, donde tenemos que
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Si en fisica Newtoniana postulamos gue la luz también es afectada por la gravedad del
mismo modo que una particula masiva entonces
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Relatividad General predice una deflexién de la luz debido a efectos de gravedad y en
un factor 2 respecto del que "predice" la fisica Newtoniana.




Problema 4

En una regién del espacio la métrica es
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Del constraint de geodésica nula tenemos
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vamos a ver que es suficiente con
quedarnos a primer orden cero en (i;
Simbolos de Christoffel
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Notemos que a primer orden en c‘>
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se cumpe automaticamente
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La ecuacién k - k = (& orden cero nos dice que k! = | k|
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Asumiendo que la desviacién del rayo de luz
es pequenfa, es decir, “‘yl << | k> »\
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Tenemos que resolver (& ¥ 3l igual que en el problema anterior nos va a convenir
hallar la ecuacién de la trayectoria, es decir, hallar y(x)
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También podemos aproximar y=b en toda la trayectoria (deflexién pequefia)
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Asumiendo que muy lejos de la fuente 1z ~ —da trayectoria es la misma que en
espacio plano, es decir, ]{;y(gj ~ —oo) =
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