Clase 20: Guia 6 - Solucidn Interior y Extension de Kruskal

En esta clase vamos a ver los problemas 10 y 12 de la guia.
El problema 12 arranca en la pagina 2 y el problema 10 en la pagina 7 (una segunda

manera de encarar la extension en la pagina 15).
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Problema 12: solucion interior
(refs: Carroll Sec 5.8 pag 229)

La métrica de Schwarzschild es (c=1, G=1)
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donde M es una constante de integracidn en principio arbitraria.

Aproximacion de campo débil
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Materia no relativista
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Utilizando las ecuaciones de Einstein para (1) y (2) Iogramos reproducir la ecuacién de
Poisson para el potencial newtoniano
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El link final viene de hacer una aproximacién de campo débil en (1) y obtener (2).
Esto lo vieron con Federico en la clase del 04/11 (Problema 3).

Sabemos que la métrica de Schwarzschild (1) es una solucién de vacio y describe bien
la geometria fuera de un objeto esférico, por ejemplo, para el exterior de una estrella.

La solucion en el interior es distinta yaque —t 4o otro indicio a favor de la interpre-

tacion de M como la masa de dicha distribucién vendria del empalme entre la solucién
Interior con —r\w 4o y la métrica de Schwarzschild.

No vamos a hacer la cuenta en detalle (es larga y tediosa) pero vamos a ver algunos
puntos importantes.

Consideremos un fluido perfecto estatico y esféricamente simétrico
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Va a resultar conveniente escribir el ansatz para la métrica de simetria esférica del
siguiente modo (facilita las cuentas)
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donde a(r) y B(r) son funciones arbitrarias de r.



Nota de "color": por qué es importante imponer un ansatz
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Volviendo al problema
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El tensor de energia-momento nos queda
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Ahora hay que calcular los simbolos de Christoffel, el tensor de Ricci, el escalar de Ricci

y finalmente el tensor de Einstein (horror). Les dejo los resultados por si algun o alguna
valiente desea emprender semejante tarea:

Simbolos de Christoffel
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Si estamos en vacio R
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Sin embargo, la expresién para (5 Lk ©S mas sencilla
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Obs: esta parte del calculo es similar a un tramo del teorema de Birkhoff, ver Carroll Sec 5.2 pag 203



Si p=0 tenemos que G i - 3G Tyy
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Inspirados por el caso vacio proponemos e_z(z> — A= 26m(c)
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Si la estrella tiene radio R ®
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Es M la energia/masa de la estrella? Notemos gue la medida de integracion es la de
espacio plano. La medida de integracién viene dada por el determinante de la métrica
inducida a t=const (el volumen propio)
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La diferencia entre M N M es la energia de ligadura (binding energy), es decir, la
energia que debemos entregar al sistema para desarmarlo
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Ahora "solo" resta resolver el resto de las ecuaciones. Les dejo los resultados

De la ecuacidn (r,r) se obtiene

() = b e Pe) ¥ Gm(e)
C [c-26m(a]

En vez de resolver la ecuacion para (8,0) es mas sencillo utilizar la conservacion de
o el ) =°
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Ecuacion de Tolman-Oppenheimer-Volkov (TOV)



El modelo mas sencillo (aunque no muy realista) es asumir p=const
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Muchas cuentas...
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Esta expresion se pega suavemente con la solucién exterior
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Problema 10: Estructura causal de Schwarzschild y extension maximal
(refs: Wald Sec 6.4 pag 148)
Carta de Schwarzschild (c=1, G=1)

c'sq‘._- | — 7 \ Lyl
) \

[N
-

de? +

M
all

Claramente hay problemas en r=2M y r=0. Hay dos posibilidades: i) es una singularidad
de la geometria (no hay nada que hacer); 6 ii) es un problema de la carta utilizada que
falla en describir esa region.
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Veremos que r=2M es el caso ii): hallaremos una carta que cubre una regién mayor
de la geometria donde r=2M no presenta problemas.

En r=0 hay una singularidad geométrica, corresponde al caso (i): un invariante de
curvatura diverge. El escalar de Kretschmann
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Ademas nos gustaria que en dichar carta los conos de luz no colapsen. Lo ideal seria
gue sean rectas a 45°. La carta de Kruskal logra esto y cubre toda la geometria.

Rayos de luz radiales (d6=d¢@=0): conos de luz en el plano t-r

Observacion: de ahora en adelante solamente nos vamos a ocupar de la parte t-r de
la métrica. Siempre vamos a considerar rayos de luz radiales.
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Objetivo: hallar una nueva carta que represente una extension de la region espacio-
temporal original. Esto equivale a hallar un nuevo espacio-tiempo (M', g') no singular que
incluya al espacio-tiempo original (M,g).
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Comencemos viendo un ejemplo simple donde una mala eleccién de la carta da lugar
a una singularidad en una componente de la métrica.

de>_ _ 2 dtP 4 dx?
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los rangos de las coordenadas son -o<x<w, 0<t<w. La métrica de arriba parece tener
un problema en t=0. Pero podemos ver a o0jo que si hacemos un cambio de coordenadas
t=t'=1/t resolvemos el problema

di' -1/ dk =5 dst= L 4P 4 dx?



Pasemos ahora a un ejemplo menos obvio que va a resultar Util para nuestro objetivo
que es abordar la métrica de Schwarzschild.

Consideremos ahora el espacio-tiempo de Rindler (recordar Problema 2 de la Guia 2)

do® = = x4t +dx* (ho.4)

los rangos de las coordenadas son -o<t<w, 0<x<w. En este caso el problema esta en

x=0 dado que en ese punto el determinante se hace cero lo que indica un problema en
la métrica inversa (diverge en x=0).

En general no hay un método infalible para solucionar este tipo de problemas y poder
revelar que la aparente singularidad es s6lo una mala eleccién de la carta pero en dos
dimensiones se puede introducir dos "familias" de geodésicas nulas representando rayos
de luz "entrantes” y "salientes". Esto invita a utilizar coordenadas nulas adaptadas a esos
rayos de luz lo que también nos va a dar informacion sobre la estructura causal de la
geometria.

La condicién de normalizacién de las geodésicas nulas en Rindler es
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"+" para geodésicas nulas salientes (viajan hacia la derecha)
"-" para geodésicas nulas entrantes (viajan hacia la izquierda)

Definiendo coordenadas nulas (U,V)
D= s
\/ = 'E + \f\ X =S \l

const geodésicas salientes

i

(4 0. z)
consT geodésicas entrantes

e(V—U)/z

n

Jc:U+V) X =
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La métrica (10.1) en coordenadas (U,V) queda

dt = %@mdv)) dx;ze”‘“)h(dv-du)
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Para -o<t<o, 0<x<w, los rangos de las nuevas coordenadas son -co<U<o, o<V <o
asi que por el momento aun no hemos logrado "extender" la regidon del espacio-tiempo
cubierta por el cambio de carta.

Pero notemos que podemos reparametrizar las geodésicas nulas con nuevas coorde-
nadas u=u(U) y v=v(V). Para ello lo mas sencillo es recurrir a la cantidad conservada
asociada al vector de Killing 5, de (10.1)

B %(D&,d/dx\ = " O 81& = xbdt = E = const (49.5)
dX I
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Para empezar consideremos los rayos de luz salientes U=const y obtengamos y obten-
gamos el parametro afin A reemplazando el cambio de coordenadas (10.3) en (10.5) e
(,ohs'_\—

o~

integrando
V)
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Haciendo lo mismo para los rayos de luz entrantes V=const se tiene que

v ~ U
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Si definimos las nuevas coordenadas
-V
L =A
. o -3)
U =z € = Ao‘j'
la métrica queda
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Para el rango original de las coordenadas -o<t<o, 0<x<w - -co<U<on, -o<V<wn solo
cubre el rango -o<u<0 y O<v<w, pero viendo (10.9) notamos que nada nos impide exten-

der las nuevas coordenadas (u,v) a todo el plano R? sin encontrar ninguna singularidad.

Un Gltimo cambio de coordenadas para dejar (10.9) de una forma mucho mas familiar
(J o. zro)

U= TAX | U= ToX
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Reconstruyendo todos los cambios de coordenadas tenemos que

Xt - "\'?‘ = ‘X’L
o.12)
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De (10.12) podemos ver gue la regidn cubierta por la carta de Rindler es Unicamente
( x* -T*)2 (recordar Problema 2 de la Guia 2)

1]

la cula X > [T| o~ g¢x =

De (10.12) también podemos ver que las curvas de x=const (observadores estaciona-
rios en la carta de Rindler) son hipérbolas en la carta de Minkowski (observadores acele-

rados) y las curvas t=const son rectas que cortan el origen.



- X=T (horizonte de Rindler)

x=const
observador lestadionario len Rindler
observador lacelerado en Minkowski

X

t=const

4 s X=-T (horizonte de Rindler)

Ahora si vamos a atacar el tema de la métrica de Schwarzschild concentrdndonos
Unicamente en la parte (t,r)

(10.43>

Como en el caso de Rindler vamos a concentrarnos en la geodésicas radiales nulas
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La solucidn a (10.14) queda mejor expresada en términos de la llamada coordenada
"tortuga" r* (aca el * es simplemente una notacién, no es un pullback ni nada)
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/ (40.15)

Notemos que el horizonte de eventos r=2M es "empujado" infinitamente lejos en la
coordenada r*:

C*(r.—. 'LM\ = T



Si bien extendimos el rango de las coordenadas de2M <r< o a -0 <r*< o
aln no estamos cubriendo una regién mas extensa del espacio-tiempo.

Como en el caso de Rindler, analogamente a (10.3) podemos definir unas coordenadas
adaptadas a los rayos de luz

Uzst-cf = U= con3t  geodésicas salientes

(/fo_ 46)
V 24 4c® = N = conil geodésicas entrantes

e VAU | [ (= =0

dty
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Escribiendo los diferenciales dU y dV y la relacion (10.15) entre ry r*

dU = dt-dr* = dt - detde - dt _(A_yj“ar

ac C

dV = di+dc® = dbtade®der = dt+ Q_zm)”‘ de
o r

la métrica de Schwarzschild ahora se lee

der _ Q_l“M) dVdu (10.13)
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Antes de seguir vale la pena detenerse un poco y analizar algunas cartas "intermedias"
como (V, r, 8, 9) denominada coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes. En esta
carta el intervalo queda

ast =~ Q = ’Q") aVE+ Ldvde + c2dqt
«
donde las geodésicas nulas ds2=0 cumplen

(ﬁ i Z_M) v 9 dvde (=> dV =90 ~» V= const rayos entrantes
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Consideremos algunos casos particulares
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Para poder ver mejor los conos de luz y sequir la trayectoria de una particula masiva
es conveniente introducir una nueva coordenada temporal gi|

\/:- '\:—\'r* = A’E HC :\) "E = + +r*-—F: 't‘*‘?."’\(h (I"/ZM"/() ) '{: GR
g T oMV dET+ b dEde 4+ (4ae2m) de?
SR K ,\:)d& AN ¢ (—k?)dr

c

el intervalo puede ser reescrito de una manera mas conveniente

do* = (d% +o{r\§ _ (/{ ~owv\dt + ech”M) &rs
el c
En estas coordenadas los rayos de luz cumplen

dE A de =0 o c-lﬁﬁdz :<4+7__l‘\>0((“

Ci’h = =4 1
Jc dt = A+ o 5 pesamM
dc A=/
rayos entrantes
Algunos casos particulares
' D oo dI‘: ::-'l-l ’ (':_‘)_V\ CéE:oo ’(‘;D di_,_:—/f
dc A dr

T

Trayectoria de particula masiva:
Una vez que cruza el horizonte
de eventos no puede salir.

X

r=2M

Volviendo a la extension de Kruskal, habiamos llegado a
de? . _()-2m ) dVdU (10.17)
.
recordando la definicidon de r* podemos reescribir el factor conforme como

4 (V=0)
\’—U:r*: r+’LV\\nkf_ ,/\) (=S (r _4>: e ad e(vu/w\

=1 ™ M

i
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Como V=t+r*y U=t-r* todavia no logramos extender la regién del espacio-tiempo
cubierta por los cambios de coordenadas realizados.

Inspirado en el caso de Rindler haremos un cambio de coordenadas similar a (10.8)

1/
— V/A
—- e ™ or =

A\l
(

Wz o Vi A (JO."@)

Wl

De (10.18) podemos notar que la region original (la solucion exterior de Schwarzschild)
sélo cubre el rango -o<u<0 y O<v<w de las nuevas coordenadas (v,u) asi que ya casi
estamos

-0
dal = P o= e d v e ol ey 4 e 4y
n Za ) M M
N = 32 M dud (4o.19)
s

Ya la métrica (10.19) es la extension maximal considerando los rangos de las coorde-
nadas (v,u)-en todo el plano R? pero como antes vamos a pasar a coordenadas (T,X)
en vez de utilizar coordenadas nulas

TZUYU . X=U-U U= THX, w = T-X (49.20)

2 A

FINALMENTE, la geometria de Schwarzschild en la carta de Kruskal-Szekeres es

(403).1)

Carta maximal de Kruskal-Szekeres

La métrica 2D para las superficies de 8=const, g=const es conforme a la plana, por
lo tanto los conos de luz estdn formados por rectas a 45° en todo el espacio.

Analisis de curvas de t=const y r=const en el diagrama de Kruskal

La relacion entre las coordenadas viejas (t,r) y las nuevas (T,X) es

Podemos ver que las curvas con r=const (observadores estacionarios) corresponden
a hipérbolas que segun el valor de r son "verticales" u "horizontales" (] =

—

Las curvas de t=const son rectas que cortan el origen. El signo de la pendiente depen-
de del valor de t.



Algunas curvas particulares

D =M o~ s e s w el P o)
»C=o0o ~> Xt 1%L L4

B C = condlSaM Ay xroTE L ptyo

B e tanst L9M s XE-Tr-- <o

» £t -0 ~ T =o

B +H-00 A T - =X
R T
N\ . .
S r=0 (singularida
hY
N
N\

4
n
{4+
X
N7
A

r=2M, t=c
y (horizonte de eventos)

Black Hole: T U 1Tt

Notemos que no hay conexidén causal entre las

White Hole: 1 ) 1w

Notar que la regién ()

es igual a la cufa de
Rindler. Esto se puede

ver como el principio de
equivalencia: obs acelerado

N en Mink = obs estac en Sch

S r=2M, t=-c
(horizonte de eventos)

regiones (I) y (Il), asi como tampoco entre la (lll) y la (I)

Comentario "pochoclero": Hawking en 1973
tuvo en cuenta como afectaba la curvatura
del espacio-tiempo en calculos de teoria
cuantica de campos y encontré que los
agujeros negros emitian radiaciéon con un
espectro de cuerpo negro (radiacion de
Hawking). Esto supone un problema concep-
tual en fisica tedrica que se conoce como
"paradoja de la informacion".



Problema 10: Extension de Kruskal bis
(refs: Carroll Sec 5.7 pag 222)
Carta de Schwarzschild (c=1, G=1)

Es lo mismo pero a la Carroll

-

t

[1 - 2™
N [}
Claramente hay problemas en r=2M y r=0. Hay dos posibilidades: i) es una singularidad

de la geometria (no hay nada que hacer); ¢ ii) es un problema de la carta utilizada que
falla en describir esa regién.

de* + rtd Q.

—

der = _ i —2Mm\dt*Ea
\ -/

Veremos que r=2M es el caso ii): hallaremos una carta que cubre una regién mayor
de la geometria donde r=2M no presenta problemas.

En r=0 hay una singularidad geométrica, corresponde al caso (i): un invariante de
curvatura diverge. El escalar de Kretschmann

K E’Rp&)eofR\’*’f’G = 43 erME/ chic6

Ademas nos gustaria que en dichar carta los conos de luz no colapsen. Lo ideal seria
gue sean rectas a 45°. La carta de Kruskal logra esto y cubre toda la geometria.

Rayos de luz radiales (d6=d@p=0): conos de luz en el plano t-r

Observacion: de ahora en adelante solamente nos vamos a ocupar de la parte t-r de
la métrica. Siempre vamos a considerar rayos de luz radiales.

NEEYCE Y dth(i—z_M)”o’rz oy dE =t Q—L‘")—4
t T r de C

Sl SR v

r='0 r=2M r»oo T

Nos gustaria tener una carta donde los conos de luz no colapsen. Uno de los problemas
viene de la divergencia del término grr. Si definimos una coordenada r* ( el "*" no indica
conjugado ni pullback ni dual de Hodge, es sélo un nombre)

-

iy \
i Q— 214) dr =5 ¥ - ¢ +2MIn ‘zm’“/])

La métrica en coordenadas (t‘r*\ queda

dot - (A/_ ‘L_I\_’\)( L dEt + dr“l)

— x
- c= (e

)

La parte relevante para los rayos de luz radiales es conforme al espacio plano 2D.
Para r=2M tenemos que r*&R

0 = ds- ) L =11 conos de luz son rectas a 45°
dr¥



El precio que pagamos fue que ahora el horizonte esta infinitamente lejos

b}

r“(F\: T 4+IM ln _(;_,_4) =N r’d(f‘-.!".,-— oo
M

t

v VvV vV v

r-Lo I

r— -

Si bien extendimos el rango de las coordenadas no hemos extendido la regién del
espacio tiempo que estas cubren.

Notemos que las curvas t = r* = const describen rayos de luz radiales que viajan
hacia la izquiera (entrantes) y hacia la derecha (salientes) respectivamente.
Veremos que es conveniente utilizar coordenadas adaptadas a esos rayos (llamadas

coordenadas nulas):

t
D Rayos de luz entrantes \/ = 4 +r*' ) VeR
SBP/V=C@“5*’\-’3_E:—FK_‘LV]_OL£:—4 r
olc¥
D Rayos deluzsalientes |) =z - ¢* , U &R t

:3 T’/ U::CQY\S_T ~ = —&r’*—k\/ dt - 41
rrs

Es facil ver que %a\l ‘ ’a\)‘% son vectores nulos

La carta {V, r, 8, ¢} son llamadas coordenadas de Eddington-Finkelstein entrantes.
La carta {U, r, 6, 9} son llamadas coordenadas de Eddington-Finkelstein salientes.

Cdémo queda la métrica en las coordenadas de EF entrantes?
dV = dt+dc¥ N  db =dV-de* o dibP= dVP-2dVde® 4drF
= - dePade*t = _dvra2dvdeX

Recordemos que de ¥~ Q\_ ‘LM\_ 1 de
=

dst = — (1 - 2M)dV+ 2dvde + 24

\ -/

1

Métrica de Schwarzschild en coords EF entrantes



Coémo se ven los rayos de luz en estas coordenadas?

-

0 =dst = _ Q—l_l\’\)dvlJcldVo(r Ly <A_2_M)clv1: 2 dvdr
«

Una posibilidad es V=const, dV=0 que representa rayos de luz entrantes.
La otra posibilidad es

dc —

que describe rayos de luz salientes ya que para U=const tenemos

gV - 2fi-n)”

ok -4 dt = 14V, dr*;(x_'m)"dr
Jc * ’ gl G
N ~ | L

quiV

Consideremos algunos casos particulares

P r— oo dv -7 ’r:fLM d\/:oo P r—> o0 dv'_‘o
i e e
V |
|
|
|
|
|
|
r=0 r=2M reod

Es atil introducir una coordenada temporal —\E

Vottex 2 Bve o0 T ot ac® o t+2min (r/zm»4> ot er
= ds? = _ @— 2 d%L-F)iT_V\ dEde +(A+2_F’\)dr7‘

C C r
gue también se puede escribir como

dor = (dLade){ — [1-2m\dE + fra2v
[\ 5 L [

de (

ol
+

~—

En estas coordenadas los rayos de luz cumplen

dE+dc =o { G—'L_[’\de:(:l—\ra’\)o(r

3 c



c(

» dtrdr =0 oy 4t —_ 1 rayosentrantes

—

~

> G_'L_lj\yd—z: A4 20 oe N 4% = ANWE g [prasim
r i de A =2M/r

Algunos casos particulares

Veseoo d¥ =14, P/C=21W dt c oo FPlr-o dL =-4

ac ? dr

7

C.);i

T

Trayectoria de particula masiva:
Una vez que cruza el horizonte
de eventos no puede salir.

b

r=2M = o0

Extension de Kruskal

Ahora si, finalmente llegamos a la extensién de Kruskal: ya que U y V son coordenadas
adaptadas a los rayos de luz (lo que determina la estructura causal) utilicemos ambas
para describir la geometria de Schwarzschild

U:—k—r*) VstteX r’*sr‘Jr?_V"\ln(r/ZM-A)

it = V_i’&) ) r*;tu
2 L
ded | Q—}i’ljdVdU cctdat
1

Todavia no estamos del todo felices ya que el horizonte de eventos sigue ubicandose
infinitamente lejos

(¥(feaM)zo00 oy U(C22M) = 4o , V(C=2M) 2= oo
Una forma de "traer" el horizonte a una posicidn finita es

. il
NERE eL)/AM - (F/ZM—‘> 2 6—@ )/hn

\v; b +{E+e)
5 = gl _ —\:Q’/ZM—"Yle 72

y € (-9o,0)

)

’U‘C:(O\er)

)



Notemos que

AM M
\
- /M v ~U/hm — /oM
dliL /2 o V/im - e/z
M
- /
— -
RGN U T\ U R P B 7O 0 U N
™M . T r
Por otro lado
~U/y -0
uj—e/M => o[ =1 e /AMdU:—udU
oM Lw
V v
sze,/LlM = dQS:..'_e/LMdV_—,"Zf_dV
M UM
= | dVdLU = - A6M dU de
U w
La métrica de Schwarzschild en coordenadas (U. ‘U.) gueda
/
dor = - 20M® &M dyder ) r2 cluw)

r_

Recordemos que WU £ © , U >°  cubren la misma region que la carta original de
Schwarzschild, pero mirando la métrica de arriba nada nos impide extender el rango de
las coordenadas a todos los reales. Para hacerlo mas claro hagamos un Ultimo cambio

de coordenadas

W=T A | gz Tax N T =] THU] X - U-t
2 2
Finalmente la métrica queda
dor = 22M° @ T (dTra dxF) + 2 dat , o s T %)
c )
pe
Carta maximal de Kruskal-Szekeres

La métrica 2D para las superficies de 8=const, g=const es conforme a la plana, por
lo tanto los conos de luz estan formados por rectas a 45° en todo el espacio.



Analisis de curvas de t=const y r=const en el diagrama de Kruskal

La relacién entre las coordenadas viejas (t,r) y las nuevas (T,X) es

Podemos ver que las curvas con r=const (observadores estacionarios) corresponden
a hipérbolas que segun el valor de r son "verticales" u "horizontales" ) (1=

~

Las curvas de t=const son rectas que cortan el origen. El signo de la pendiente depen-
de del valor de t.

Algunas curvas particulares
N\
D =2M ~ XT-—T" =0 = + = 4 X X

»PC=o0o o~ XE LB LA | ]l [ fa

B C = wndtSaM A xP-TE o 9o oy T oo+ A)el-XT ) (

22— 2 R ™~
» C = ansT LIM~As X=T "=~ Q°< o ::> T:i'\)ﬂl-&? =N
» ’t =90 ) T =90 —
» 'I:.—)OO ~> T =X /
P £ D00 ~ T - =X \

r=2M, t=wx
T 1 (horizonte de leventos)

gularida

r=const>2M
(observador
estadionario)

‘ Black Hole: £ U 110
X

White Hole: 1. ) 17

t=const

r=2M, t=-o
(horizonte de eventos)



