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Resumen

Integracion, Teorema de Stokes, y méas sobre p-formas. Luego: Pullbacks, Pushforwards y

Derivada de Lie.

Indice

1. Integracion y mas sobre p-formas
1.1. pformas . . . . ... ... ... ... ...,
1.2. Integracién, cosas bédsicas . . . ... ... ..
1.2.1. Orientacién . . . . . ... ... ....
1.2.2. Integracién . . ... ... .......
1.3. Teorema de Stokes . . . ... ... ... ...

1.4. Mas cosas sobre p-formas . . ... ... ...

2. Pullback y Pushforward
2.1. En mapassuaves . . . .. ... ... ... ..

2.2. En difeomorfismos . . . ... ... ... ...

3. Derivada de Lie

3.1. Familia de difeomorfismos asociados a un campo de vectores . . . . . . ... ...

3.2. Definicién y propiedades de la derivada de Lie

A. Mas detalle de pullbacks y pushforwards

B. Algo mas, muy muy extra

10
10
11

13

15



1. Integracion y mas sobre p-formas

1.1. p-formas

Sobre p-formas, vimos (en la préctica y tedrica) o veremos en esta clase:
= Definicion, indices, producto wedge
= Derivada exterior

= Divergencia de un vector respecto a una n-forma  de volumen (que representa una

nocién de volumen)

» Formas cerradas, exactas. Cohomologia (cudles son las formas cerradas que no son
exactas; estd relacionado con la topologia, o sea con propiedades globales de la variedad

diferencial, no locales). Ademads, en la tedrica: Lema de Poincaré, teorema de Frobenius.
= Orientacién, Integracion, teorema de Stokes, teorema de la divergencia

» Dada una métrica g,,,, nos podemos construir una nocién de volumen asociada: El volu-
men métrico ) = \/@ dzt A dx? A (---) A dx™, respecto al cual se puede definir una
divergencia. También nos podemos construir la estrella de Hodge * : QP (M) — Q" P(M)
que conecta p formas con n — p formas. Es 1til para escribir las ecuaciones de Maxwell

en términos de formas (ver ejer 12 gufa 3).

1.2. Integracion, cosas basicas
1.2.1. Orientacion

Una variedad (conexa) es orientable si se puede cubrir totalmente con cartas {(U,, ¢l =
), (Uy,goi = y’),---} tales que toda funcién de transicién y/(z’) entre cartas (o sea toda
funcién de cambio de coordenadas, que es una funcién que va de un abierto de R™ a un abierto

de R™) posee J = det <g§j> > 0.

Vale que M es orientable con una cierta orientacion si y sélo si existe una n-forma w € Q" (M)
(con dim(M) = n) de volumen tal que @[, # 0 para todo p € M. La n-forma @ se llama
elemento de volumen, y determina la orientacién de la variedad.

La orientacién elegida @ nos determina también la orientacién de bases de vectores
y covectores: Se dice que una base de vectores {El, e ,En} (y su base dual de covectores
{E',--- | E"}) es derecha o est4 bien orientada respecto de @ si vale @(Ey,--- , Ep) > 0 para
todo p € M. O equivalentemente, si podemos escribir en dicha base a @ = wig..n(p) E*A---AE™
con wia..,(p) > 0 para todo p € M. Justamente el hecho de que d)]p # 0 para todo p € M hace

que wi2..,(p) deba tener siempre el mismo signo.



1.2.2. Integracion

Para definir integracién, vamos a considerar una carta particular (U,, ¢’ = z%): Considera-
mos coordenadas z° en las cuales @ = wyg.., (1) dz* Adx?A(- - - )Adx™ = %wlg...n(x) €irigin, AT
dz™ A (---) Adz™ (que estén bien orientadas respecto a @, es decir wlg,‘..n(x) > ( para todo x).

Se define la integral de f € C*°(M) (o sea f : M — R funcién escalar real) con el elemento

de volumen @ (que determina la orientacién) en un abierto U C U, C M (donde esta definida

la carta), de la siguiente forma (eligiendo la carta z°):

/ fo = / F(2) winn(z) dztda?(---)da" (1)
U va(U)

Es una integral en ¢, (U) C R™, y sabemos integrar en abiertos de R".

En particular, tomando f = 1, tenemos / w = Vol(U).

Es invariante ante cambios de coordgnadas porque si pasamos de una carta (U, @b =
z') a una carta (Uy, w{; = y/) (considerando que ambas estdn bien definidas en U, o sea que

U C U, NUy), tenemos:

/ fo= / f(z) wige.m(x) detdz?(---)dz"™
U vz (U)

2
—/ f@®) wizen(z(y)) J dy'dy?(---)dy" @
B e ®

donde en el segundo renglén se usé el teorema de cambio de variable, J = det < 8;;) > 0
es el jacobiano (es positivo porque consideramos un cambio de coordenada que preserva la
orientacién), y wysor...,(y) son las componentes de & = wyror.. (y) dy* Ady? A (---) Ady™ en la
nueva carta.

Un ultimo comentario: Usando diferentes cartas que cubran toda la variedad, se pueden
definir integrales en toda la variedad M y no sélo en un abierto U. De esta forma, la integral
1} 1 f @ estéd bien definida (capaz hay que pedir que M sea compacto o algo por el estilo, para
que los voliimenes sean finitos y otros detalles).

Ejercicio: Utilizando que det(A}) = ¢,...;, A% (- - )A™ (los fndices 1/,2/,--- ,n’ estén fijos),
mostrar que dz! Adz? A (- )Adz™ = J dy* Ady? A(-- - ) Ady™, y usando que & = wig.., (1) dxl A
dz? A (- )Adx™ = wyrgrq (y) dyt Ady? A(--+) Ady™ se tiene que debe ocurrir que wiry... (y) =

W12...m (.%') J.

1.3. Teorema de Stokes

El teorema de Stokes afirma:

[ da= [l 3)



donde M es una variedad diferencial orientable con borde OM, & es una (n — 1)-forma con
soporte compacto, y la orientacién de la integral en M es la inducida por la orientacién en M
(si @ es la n-forma elemento de volumen que define la orientacién en M, y 7 es el vector normal
exterior a dM (apuntando hacia afuera de la variedad), entonces se induce una (n — 1)-forma
(i7@)|gpr = (@(7, (+)))|gar que define la orientacion de OM).

El ejercicio 14 de la guia 3 muestra que el teorema de Stokes en su versién en términos de
n-formas, incluye a la regla de Barrow, al teorema de Stokes de mate 3, y al teorema de la
divergencia de Gauss de mate 3.

Ejemplo: Consideremos la 2-forma & = —r sin(0)di A df + r?sin(f) df A d en la variedad
M = {Z€R3 : ||&] < R} cuyo borde es OM = {# € R3 : ||Z| = R} = S%. Calculemos ambos
lados del teorema de Stokes y verifiquemos su validez, eligiendo la orientacién @ = dr A do A do
para M (de forma que la base {0, dp, 0,} y su dual {dr, de, dp} son bases derechas, estdn bien

orientadas):

= Lado izquierdo: Calculamos
da = d(—rsin(h)) A di A df + d(r* sin(0)) A df A dp
=d(—rsin(0)) =d(r? sin(0))

= (—sin(f)di — rcos(A)dA) Ad7 A df + (2r sin (9)dF + 1% cos (0)dA) AdA A dp

(4)
= 0+ 2rsin (0)di A df A dp = 2rsin (0) dif A df A dp

Luego, calculamos la integral (considerando la orientacién w = di A do A dp para M):

=2rsin (0) dindIAdD

A 2 pm pR
/ da = / da = / 2rsin (0) drdfdy = / / / 2rsin (@) drdfdy
M M (M) o Jo Jo

= (/jm«w) (/Oﬂsin(ﬁ)d6?> (/jﬂd@) = R?2 21 = AT R?

= Lado derecho: Calculamos, considerando 7|,,, = R y luego df|,,, = d(R) = 0:

(5)

=0
~ . ~ ~ 2 . ~ ~ . —~ ~ 2 . ~ ~
Glop = (—7‘ sin(@)dr A df + r°sin(0) df A d(p) ‘8M = —Rsin(#) dF|y,, AdO + R sin(0) df A dp

= R2sin(0) df A dp
(6)

Luego, se tiene, (considerando que el vector normal exterior a M es O, y que entonces la

orientacién inducida en OM es (i5,@)|50 = (@0, ()))|ops = (dF AdO A d (D, (-)))‘BM =
(d(0,) di @ dg —dF(9,) dp © dI +0)| = (dI©dp—dpwdl)| = (dIndg) =

df A dg , por lo que la base {d, J,} v su base dual {df,dp} son bases derechas respecto



a esta orientacién inducida en 0M). Por lo tanto:

=R sin( d0/\dga

/8M Ao = /aM / %/ Fsin(6) dody (7)
= R? < /0 " sin (0)d0> ( /0 dgp) = 47 R?

En efecto coinciden! Como era esperado.

Ejercicio: Consideren ahora la 2-forma 3 = rcos(f) dif A d$ en la misma variedad M =
{# € R? : ||&|| £ R}. Verifique que no vale el teorema de Stokes. ;Porqué? ;Est4 bien definida
ﬂN en todo M = §2?

Ejercicio 3c del parcial del ano pasado (redactado distinto): Consideren la 2-forma
& = sin(@) df A dp en la esfera M = S? = {# € R® : ||Z|| = 1}. Muestre que es cerrada, y
usando el teorema de Stokes muestre que no es exacta. Note también que para mostrar que una
forma cerrada no era exacta, tuvimos que integrarla, o sea ver la variedad globalmente y no

localmente.

1.4. Mas cosas sobre p-formas

= Teorema de la divergencia: La divergencia de un vector V respecto de una n-forma

(elemento de volumen) @ es (divgV)o = dli@], por lo tanto aplicando el teorema de

/M(div@x?)@: /M dliy®] = /a y (1g@)| (8)

En indices, se vio en la tedrica: Escribiendo @ = 1) A & siendo 7} una 1-forma normal a U

Stokes:

(o sea 7j(U) = 0 para todo U tangente a OU), y & una cierta (n — 1)-forma, entonces se

puede escribir lo anterior como:

= diV@V

=w flujo

. 1 : ~=
/ (divgV)w = / (w12 V") Wiz dzt A (---) Adx" = / Vi algpr (9)
M M Wi12--n oM

= Dada una cierta métrica g,,,, hay un volumen métrico inducido & = \/m dxz' A
(---)Adz" \/|? | €y, Az A(--+) Ada™ que va a ser el elemento de volumen. Siendo
€iy-eniy, €l s1mbolo de Levi-Civita (vale 1,—1 segtn si {i;---i,} es una permutacién par o
impar de {1,2,--- ,n}, 0 0 en otro caso) que transforma como densidad tensorial; también

T

a veces se denomina €iroin, =V lg| €iy..i,, como el tensor de Levi-Civita, que transforma

como tensor (ver seccién 2.8 del Carroll).

Se puede definir divergencia respecto de este elemento de volumen @, tomando en el punto

anterior wi2.., = 1/|9g|.



También la existencia de una cierta métrica g,,, nos permite definir una operacién llamada
estrella de Hodge * : QP(M) — Q""P(M) que es un isomorfismo (de espacio vectorial)
entre p-formas y (n — p)-formas, con 0 < p < n. Por ejemplo * : & € QP(M) — *a €

Q"P(M). Se puede definir para una cierta carta como:

- 1
*QU bp+1-+bp = — g| €b1--b, 9 0 )g aalmap
(x@) o Vgl WO (-e gt (10)

Verifica algunas propiedades interesantes como por ejemplo: x1 = © = \/m dziA(- - YAdz"
o mds generalmente xf = f @ para un escalar (0-forma, funcién) f; vale que % x @ =
sign(g)(—1)P("~P)& para una p-forma & (o sea que la estrella de Hodge inversa es ! =
sign(g)(—1)P("~P)x), También se puede utilizar para definir un producto interno de p-

formas @, 3 de la forma (d,ﬁ) = / A (*B), y se puede mostrar que (d,ﬁ) = (B,d) y
M

que (&, f) = / & A (B) = / AYpyy BN,
M M
Ecuaciones de Maxwell, Ejercicio 12 de la guia 3:

Podemos expresar las ecuaciones de Maxwell homogéneas como dF = 0 para la 2-forma
F= %Fuydm“/\dm” (con F),, definida en términos de los campos E;, B;). O sea que F debe
ser cerrada, por lo tanto (al menos localmente por el lema de Poincaré) existe una 1-forma
A= A, dz* llamada cuadri-potencial (o campo de gauge) tal que F=dA (en componentes
F,, =2 O[HAV] = 0u,A, —0,A,). La 1-forma A est4 bien definida a menos de una 1-forma
exacta dh, pues si considera la 1-forma A’ = A + dh para cualquier 1-forma exacta dh,
se tiene que F = dA = dA’ (gracias a que d? = 0). Esta ambiguedad en la definicién de
A, en la cual todas las 1-formas que difieren en una 1-forma exacta son equivalentes, se

denomina libertad de gauge. Elegir un cierto dh es elegir un gauge.

. . - AT -
También podemos expresar las ecuaciones de Maxwell no homogéneas como dxF = — xJ,
c

siendo J = J,dx* la cuadri-corriente. También se las puede expresar como «lds F = xd x

. - 1 ~ -
F=""17 Se puede deducir ésta ecuacién a partir de variar la acciéon S[A] = —=(F, F) —

4—W(zzl,j) = / —lﬁ/\(*ﬁ’)—[l—ﬂfl/\(*j) = / —EFWF’“’—LL—WANJ“ @ , con
c M 2 c M 4 c

O =+/lg| dt Adxt A dx? A dad.

\V)

De hecho, de esta forma vemos como generalizar las ecuaciones de Maxwell a espacios

Curvos.

.4 -
Ejercicio 12)d): Deducir de d x F' = =T % J la ecuacién de continuidad
c



2.

Pullback y Pushforward

Fuente: Apéndices A y B del Carroll

2.1.

En mapas suaves

Consideremos un mapa suave ¢ : M — N entre variedades diferenciales M, N (que

podrian tener dimensiones distintas).

Si elegimos coordenadas {z*} en M y coordenadas {y“} en N, el mapa ® es en definitiva el

mapa que expresa a las coordenadas y en funcién de las x de la forma: y® = y(z#).

Carta {z"} para M,

Tipo Dominios Independiente de cartas
{y*} para N
Mapa o: M — N p — O(p) y* = y*(zH)
(0,0) | & : C*(N) = C*(M) *f=fod " f(x) = f(y(x))
. o_ 0"
(1L0) | S TM = TN | 0.Vlag(f) = V(@) | (@1)e = 5o v
* * * *x~\(1/ ~ ¥ * aya
(0,1) o Ty, N = Ty M (*0) (V) = &(®,V) (®*w), = o W
o, T oW o o) = (®,T)oror =
(r0) | @, 70O - 7oy | (Pl ) Bu Gy
P 2(p) _ T| ((I)*(Ij(l) . (I)*aj(r)) _ Y ( . ) Y T
p ) ) axul 835/%
T, (VD ... V1) = (D*T) o, =
(07 T) P* - Tq()(zg))N N TISO,’I’)M ( )‘P( _»(1) )_‘( | 8yoz1 Maylfxr
= T‘é(p)@)*v o, @ V) = Oxt (- )8xm Toya,

Tabla 1: Pullback ®* que manda tensores (0,7) (funciones f, 1-formas @, etc) de N a M, por un

mapa suave & : M — N; y Pushforward ®, que manda tensores (r,0) (vectores v, etc) de M a N,

por un mapa suave ¢ : M — N

Estas definiciones resultan también validas para campos de tensores, no sélo para

tensores en un punto. Es decir, dado un campo de tensores T tipo (r,0) en M se puede definir

un campo de tensores ®. 7" tipo (r,0) en N, de forma tal que al evaluarlo en un punto ®(p) € N

viene dado por la anterior tabla (en términos de T'|,). Y dado un campo de tensores T' tipo

(0,7) en N se puede definir un campo de tensores ®*T tipo (0,7) en M, de forma tal que al

evaluarlo en un punto p € M viene dado por la anterior tabla (en términos de T'|g(p))-

Notar que la forma en la que se escriben en coordenadas los pullbacks de tensores (0,7) y

pushforwards de tensores (r,0) nos recuerda a la ley de transformacién de estos tensores ante

7



un cambio de coordenadas x — y. De hecho, es una generalizacién pues cuando M, N son la
misma variedad M = N y ® : M — N es un difeomorfismo. Trabajemos un poco mas en el

caso en que ® : M — N sea un difeomorfismo.

2.2. En difeomorfismos

Si el mapa ® : M — N es un difeomorfismo, es decir tiene una inversa ®~!: N — M que
también es un mapa suave: Podemos calcular pullbacks ®* y pushforwards ®, por ® : M — N,
pero ahora también podemos calcular pullbacks (®~1)* y pushforwards (®~!). por el mapa

inverso ®~1: N — M.

—

Por ejemplo, ahora podemos calcular el Pullback de un vector como ®*V = (@—1)*“/’ y el

* ~

Pushforward de una 1-forma como ®,& = (&~ 1)*@.

En coordenadas {z#} para M, {y*} para N, el hecho de que ® sea un difeomorfismo nos
dice que podemos invertir y(x) a z(y), por lo que podemos definir una matriz diferencial
] oy” ol oxH
inversa a ——, que es igual a —.

oz 4 & oy~
Eso nos permite definir Pullbacks y Pushforwards de cualquier tensor de tipo

(r,s) por ® : M — N, de la forma:

Carta {z#} para M,

Tipo Dominios Independiente de cartas
{y*} para N
Difeo b N p—2p) =1 Y = y*(at)
1N M q— 1 q)=p ot = xH(y®)
7)o (@D, VE) = (.75 5" =
s) (rs) ( ap) (@, { o5,
(Ty S) (I)* . Tp M — T(I)(p)N B T’ ((p* ~(1) B (@_1) ‘7(5)) _ ay 1 (. - )81’ s i
=1lp w7, s * O 5’y59 Uy v
* T, r,5 ((I)*T>|p((’:}(1)7 ) ‘7(8)) = ((I)*T)ﬁllllj: =
(r,s) | ©*: Tq()(p))N — T M . L By ot
= Tlog (@)@, -, &,VO) | = Z2-(- ) T

ayal 61"'57“

Tabla 2: Pullbacks ®* que mandan tensores (r,s) de N a M, por un difeomorfismo ® : M — N;y

Pushforward &, que mandan tensores (r,s) de M a N, por un difeomorfismo ¢ : M — N

No es dificil ver que:

o, = (@7 y @' = (@) (11)



Caso N =M

En particular, si N = My ® : M — N = M es un difeomorfismo, entonces la forma
en la que se escriben los pullbacks y pushforwards de tensores (r,s) en coordenadas es
exactamente la ley de transformacion de estos tensores ante un cambio de coorde-
nadas ¢ — y (o y — ). O sea que un cambio de coordenadas transforma a los tensores con un
pushforward o pullback con un difeomorfismo (que define el cambio de coordenadas).

De alguna forma, un difeomorfismo ¢ : M — M es lo mismo que un cambio de
coordenadas, son dos formas de hacer lo mismo: El tipico cambio de coordenadas es
pasivo (dejamos fija la variedad M, y sélo cambiamos las coordenadas); y el difeomorfismo
® : M — M es un cambio de coordenadas activo (mover los puntos en la variedad, y ver
como son las coordenadas en los nuevos puntos).

Mas aun, un difeomorfismo ® : M — M nos permite comparar, mediante pullbacks
y pushforwards, campos de tensores evaluados en distintos puntos de la variedad:
Consideremos el campo de tensores T'. Si evaluamos el campo de tensores en los puntos distintos

)

?p)M , Yy en principio no los

p, ®(p) € M de la variedad, tenemos: T|, € TéT’S)M v Tlogp) € Té
podemos comparar (es decir restar) porque pertenecen a espacios vectoriales distintos T,gr’s)M y

T,

(r,s)
P

) M. Sin embargo, con la magia del pullback ®* por el difeomorfismo ® : M — M, podemos
pullbackear el tensor T'|g(, € Tg(’ps)) M, obteniendo un nuevo tensor ®*(T|g(,)) € TIST’S)M que
se encuentra en el mismo espacio vectorial que 7|, € T, ;T’S)M . Entonces, podemos definir la

variacion del tensor T" en p € M mediante el difeomorfismo ® : M — M de la forma:
ATy = O*(Ta(p)) — Tlp € T M (12)

que es un tensor perfectamente definido de 7, l(,T’S)M .
De esta forma, podemos definir esta diferencia como un campo de tensores en M,

que se puede evaluar en todo p € M (y da la ecuacién anterior), de la forma:
AT =0*(T)-T (13)

Y es también un campo de tensores en M
Podemos definir que el tensor T' es invariante ante el difeomorfismo ¢ : M — M si

AT =0



3. Derivada de Lie

3.1. Familia de difeomorfismos asociados a un campo de vecto-
res

Recordar: Una curva integral v : I C R — M de un campo de vectores 1% (definido en

0 -
todo M) es una curva cuyo vector tangente en cada punto p de la curva es o = Vlp. En
! ’
coordenadas:
dA

= v'(x()\)) para todo A € I (existe tinica solucién z*()), dada cierta condicién
de contorno v(0) = p con coordenadas x;, al menos para un cierto entorno abierto I de 0).

Un campo de vectores V definido en todo M genera un flujo: Una familia de curvas
integrales de 1% que cubren todo M: O sea, para todo p € M, existe una curva integral
Y Iy CR — M (con 0 € I, intervalo abierto de R) tal que 7,(0) = p y el vector tangente a

0 _
la curva en el punto v,(A) de la curva es E3) = Vl,,(n) para todo A € I,. Ver figuras 2 y
¥p(A)

3 del apunte la clase practica del 16-09 para ver ejemplos de flujos (curvas integrales de 1% que
cubren todo M).

Consideramos ahora: a: ® C R x M — M tal que ay(p) = a(A, p) = 1p(A) (de forma que
estd definido para (\,p) € © siy sélo si A € I,, para que y,(A) esté bien definido).

Para |A| arbitrariamente chico, se tiene que A, —\ € I,,. Luego tenemos que ay : M — M es
un difeomorfismo, y a_y también, y es igual a a_) = 04;1. Notar: oo =Id.

Observacién: Si ® = R x M (o sea si I, = R para todo p € M), las curvas integrales
estan bien definidas para todo A € R, se dice que el campo vectorial V es completo. Y vale:
Q) o, = axyy, ap =Id, oy, a_y = oz;l, por lo que los mapas {ay : A € R} ~ (R,+) son
isomorfos al grupo abeliano (R, +).

Vale también: a)(p) = exp(/\‘?) - p, ya que, siendo V= 2 en coordenadas:

Os

2
ah(z) =z + A ga“(w) + 1)\2 8—0/‘(;10) + () =exp )\ﬁ at(x)
A Os Vo 2 0s% V|, 0s) °

s=0

O sea, vemos que si se exponencian campos de vectores, se obtienen difeomorfismos:

exp

T'(TM)

> Diff(M)

—

AV — 22 4 ) = exp(AV)

Figura 1: Exponencial de un campo de vectores

10



Si consideramos que |A| es infinitesimal, despreciando términos de O(A?), estamos consi-
derando difeomorfismos infinitesimales (transformaciones infinitesimales), que son lo

mismo que un campo de vectores pues o) = exp(/\‘?) ~ 14+ AV + O(\2).

3.2. Definicién y propiedades de la derivada de Lie

De esta forma, con un campo de vectores 17, nos podemos construir difeomorfismos ay, _y
(con |A| que tal vez deba ser muy chico en principio, para que esté bien definido). Luego,
para transportar tensores a lo largo de las curvas integrales de 1% podemos hacer pullbacks y
pushforwards con los difeomorfismos ay, a_y:

Se define el transporte de Lie de T, € TZST’S)M a lo largo de V como el campo de tensores
(definido en la curva integral v,(\) = ax(p) de V que pasa por p) dado por (ay).«(T|,) €
T (i:(sg)M . O sea, puedo transportar tensores de p € M a ay(p) por la curva integral de 1% que
pasa por p. Esto estd bien definido para todo A tal que A\, =\ € I,,.

Si queremos comparar un tensor 7' con su tensor transportado, hacemos lo mismo que la

ecuacion 12:

AO‘AT|p = at\(T’ax(p)) - T|p (14)

Esto segurisimo estd bien definido para cada p € M para |A| arbitrariamente chico, pero puede
no estar bien definido en otro caso. El tensor A%T!p € ngr’s)M es un tensor (r,s) de M en p.

Lo anterior nos permite definir una derivada, llamada derivada de Lie, como:

o AT a;(T’aA(p)) — Tl (r,s)
£yT|, = lim === = lim ) e, M (15)

Como eso segurisimo esta bien definido para cada p € M para |A| arbitrariamente chico, y hay
un limite A — 0, entonces la derivada de Lie de un tensor siempre esta bien definida.

Podemos definir un campo de tensores £;T definido en todo M, tal que si lo evaluamos en
un p € M, nos da la ecuacién anterior.

Luego,

Veamos las propiedades de la derivada de Lie:

L £y D(T") M) — T(T™*) M) es independiente ante coordenadas (pues lo definimos sin

elegir cartas)

2. £ es lineal con coeficientes constantes (si son variables a(z) ya no es lineal)

3. £y verifica Leibniz para productos tensoriales y contracciones: £;(T ® S) =
(£5T)@S+T @ (£55) y £3(T (5, (1) = (£3T)(S, () + T(£55, ().

4. Sean campos de vectores V, W, se tiene: ®,([V,W]) = [®,V,®,W] — £[‘7 W =
(£, £]. También esto implica que [[£, £ ], £ ] +[[£45, £ 5], L]+ £ 5 L], £3] =0,

vale la identidad de Jacobi (pues el conmutador de vectores la verifica).
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5. Podemos decir que un campo de vectores V' mantiene invariante a un tensor 7T si
£y T = 0. El subespacio de campos de vectores I que mantienen invariante a un cierto

tensor T" es un dlgebra de Lie, pues £;1T' = L3 T =0 = £y

v, W]T = 0. Luego, el

subespacio de difeomorfismos que mantienen al tensor T  invariante, va a consistir en la
exponencial del anterior subespacio exp(Ir), que va a tener la estructura de un grupo

(pues It es un élgebra de Lie).
6. Aplicado a campos de p-formas se tiene: ®*dw = d®*0 = £Lydw = dLyw
7. Aplicado a campos de p-formas vale la férmula magica de Cartan: £30 = d(ip®@)+ip(do).
8. Aplicado a funciones se tiene £ f = V(f).

Podemos construir la derivada de Lie axiomaticamente a partir de las propiedades
1,2,3,6,8 (ejer 16 guia 3), y deducir:
9. Aplicado a vectores, da £‘7VT/ — [V,W]. En indices: (fVW)i = ([V,W))' = Vig;Wi —
Wio,vi.
10. Aplicado a 1-formas, da (£y@)() = V(@(@)) — &([V, d]). En indices: (£p@); = Vidw; +
(6jV")w@-.

11. Aplicado a tensores (r,s) da (en indices)

i1y k 21Ty 7 kzr btk
(£p T)]i] VaThlJ_aVIhJ_(' )= 8VTJ1IJ+ (16)

+ O VTG + (o) + O VAT

12



A. Mas detalle de pullbacks y pushforwards

El Pullback de un tensor T' (tipo (0,7)) en N por @, nos va a servir para construirnos un
tensor ®*71" en M.
El Pushforward de un tensor T (tipo (7,0)) en M por ®, nos va a servir para construirnos

un tensor ®.7 en N.

= Pullback de la funcién (tensor (0,0), O-forma) f € C®°(N) = F(N) = Q°(N) ={f: N —
R : suave, C*} por & : M — N:

Se define como la funcién ®*f : M — R (o sea ®*f € C°°(M)) dado por:

P flq)=fo®(q) VgeM (17)

En coordenadas {z*} para M y {y“} para N, el mapa ® es de la forma y(z): El pullback
de f(y) (funcién en N) es simplemente ®* f(x) = f(y(x)) (funcién en M).

Diagramaticamente:

M—2 N
\ lf
Figura 2: Diagrama conmutativo del pullback de una funcion

Otro diagrama para expresar esto:

M 2 s N
C*(M) «——F— C=(N)

Pf=fod 0 f

Figura 3: Diagrama conmutativo del pullback de una funciéon

» Pushforward de un vector (tensor (1,0)) 17‘ e T,M = {V‘ : C®°(M) — R : derivacién en
P P
p€ M} por ®: M — N:

Se define como el vector @*\7‘(1)( ) c qu(p)N dado por:
P

(h) = 17’ (O*h) = 17( (ho®) ¥ heC®(N) (18)
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Notar que el vector CI&V‘@( ) € Ty(p) N aplica (como derivacién) sobre una funcién h en
p
N, y el vector 17) € T, M aplica (como derivacién) sobre una funcién ®*h en M.
P

En coordenadas {z*} para M y {y“} para N, el mapa ® es de la forma y(x): El pushforward

~ 0
— VK — K
de v‘p =VE ‘p = VIO, |, € T,M es
- - 0 oy“ 0
o,V h:V‘ ho®) = VHE 2| (hy@) =v* 2| 2| (hy

oy = V], (o) =V* 5] (e =v* 55 5] )

donde se aplicé en el ultimo paso la regla de la cadena. Por lo que:
- oy“ 0 0
oV =VH = — = (®.V)* — = (P, V)Oula
“I’(”) Ozt |, Oy |p(y) Y la(p) v
O sea que en componentes:
8 «
(@, V) = 2L ym (19)

Oz
Esto resulta también valido para campos de vectores, no sélo para vectores en un punto.
Se puede definir asi el pushforward para cada p € M. Pero hay que tener en cuenta que
si se evalia el campo de vectores V en p € M, eso corresponde a evaluar el campo de

vectores ®,V en ®(p) € N.

oy~ oy~
A veces se define (.)9, = Dl de forma que (®,.V)* = Dl Vi = (®,)°, V¥. Como
® en principio puede no ser un difeomorfismo (puede no tener inversa suave), la matriz
8 «
(@), = 8—% puede no ser invertible. Vamos a ver que pasan cosas interesantes en caso
z
de que si se la pueda invertir.
Diagramaticamente:
P
M >y N
T,M 2 s T N
p 7 L2(p)
- D, > oy~
V=V, ——— dV = =—=—V#] 9,
i
————
= (®.V)"

Figura 4: Diagrama conmutativo del pushforward de un vector

= Pullback de una 1-forma (tensor (0,1)) &g € Ty N

Completar leyendo apéndice A,B del Carroll para terminar esto
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B. Algo mas, muy muy extra

Esto queda como algo demasiado extra. Es otra forma de ver la derivada de Lie que puede
ser 1til en otros contextos (como teoria de campos por ejemplo).

Consideremos un cambio de coordenadas infinitesimal de la forma z# — a'* = x# + JzH(x).
Esto serfa el tipico cambio de coordenadas pasivo (un difeomorfismo seria un cambio de coor-
denadas activo). OJO! Notar que por conveniencia, estamos primando la magnitud z’ y no los
indices (lo cual es una notacién, y es distinta a la notacién que usamos y usaremos en la materia
de primar indices (no magnitudes) para indicar cantidades transformadas). Consideremos una
cierta cosa x(z) cuya ley de transformacién x’(z') desconocemos: Puede llegar a incluir indices
y transformar como un tensor o como otra cosa. Definimos (de acuerdo a la seccién 1.4 del

libro Field Theory: A modern primer, Pierre Ramond) a dx como la ley de transformacién de

\(@) = ¥ (@):

ox = X' (2') — x(z) = X' (z + d2) — x(x) = X/ (z) — x(z) +52"9, )/ (z) + O(52?) (20)
—_—
= dox
Donde se expresé x/(z 4 dx) con Taylor a orden 1 en dz. Se definié dox = x'(z) — x(x) que nos
dice la ley de transformacién de la cosa x sin incluir la transformacién del argumento x. Como
§xr9, X (z) ~ 0210, x(z) + O(62%) ya que X'(z) = x(x) + doX; en otras palabras la diferencia
entre 9, X (z) y Oux(z) es de O(dzx), y luego la diferencia entre dz#9,x’(z) y dx*d,x(x) es de

O(dz?), entonces despreciando dichos términos de O(5x?):
Ox = dox + 0x"'0,x(x) (21)

Que nos separa la ley de transformacién propiamente de la cosa dox = x'(x) — x(z), de la ley
de transformacién del argumento x'(z) — x'(z) ~ 620, x ().

Formalmente, podemos escribir lo anterior como un operador:
§ = 6o + dzM0, (22)

En este ejercicio, van a mostrar que si x es una funcién escalar, o las componentes de un vector
o un tensor, entonces es valido:

S0 = —Lsana, (23)

O sea que el operador Jy es igual a (un signo — por) la derivada de Lie respecto al vector
generador del difeomorfismo infinitesimal V = dt (x)0).
Vamos a verlo para el caso de una funcién escalar (inciso a), y un vector (inciso b), y para

un tensor genérico tipo (r, s) queda como ejercicio:
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a) Considerando que la ley de transformacién de una funcién escalar f : M — R ante un

cambio de coordenadas es f'(z') = f(z) = of = f/'(2') — f(x) = 0, tenemos que

Sof = 8f —0xMduf =—0ald, f=-V(f)=—Lf (24)

=0 —

- :'V

. . . 0z .
b) Considerando que la ley de transformacién de un vector U es U = @U ¥ en particular
v
en nuestra transformacién 2’V = z¥ 4 02" (x) = % = 5Z + 0,02”, por lo que: §UY =
v v ax/y v v v 8:1;“/ v v 1% v v
uv—-uv = %U”—U = ((5u+6#5x ) BT Ut-U" = U"+(0,62")U*-U" = U*0,0z",
por lo tanto:

U = QUL —0atU” = Ut — suraU” = [U,V) = — (£,0)  (25)

= U"0,62"

c¢) Ejercicio: Considerando que la ley de transformacién de un tensor tipo (r,s) T/ )" es
o _ dz' (oo )ax’O‘T Ozt (o) Ox”s
Br---Bs ox Oxtr 9z'Br Ox'Bs

T/ 4, mostrar explicitamente que:

Lrer (26)

00T 5 = = (£9T) 55,

O sea que calculando §¢T’ gll'::;é):" se obtiene la ecuacién 16 (por un signo —).

Este dp (que como vimos no es més que la derivada de Lie) es muy til para hacer variacio-
nes de acciones. Se puede mostrar (ver seccién 1.5 de Field Theory: A modern primer, Pierre
Ramond) que dada una integral S = / d"z x(z), su variacién ante un cambio de coordenadas
mas una transformacién interna de x tal vez es (tomando dz nulo en el borde de la regién de
integracion):

0S = /d”m dox (27)

Si tomamos x(z) = L(®;(x), d,P;(x)), tenemos un funcional S = S[P;] = /d";c L(P)(x),0,Pi(x)).
Tomando £’ = £ como funcién (o sea L'(®;(z),0,P;(x)) = L(Pi(z), 0,P;(x))), se puede demos-

trar (tomando do®; nulo en el borde de la regién de integracién) como se hace en la seccién 1.5

del Ramond:
n B " oL _ oL
0SS = /d T (50)( = /d T <8(I)l 8# <6(8HCI)Z))> 50‘1’1 (28)

donde hay una sumatoria implicita en [, 4. O sea, vemos que el operador dy (o sea, derivadas de
Lie) son muy ttiles para variar acciones. De ahi sacamos las ecuaciones de Euler-Lagrange si se
quisiera tomar §.5 = 0, pero sino tenemos en claro que las variaciones que hay que considerar
son las dg.

En la seccion 1.5 de Field Theory: A modern primer de Pierre Ramond, no considera que

las variaciones son nulas en el borde, es més genérico.
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