Relatividad General — 2do. cuatrimestre de 2020
Clase practica del lunes 26/10.
Guia 5: Ecuaciones de Einstein linealizadas.*

Las ecuaciones de Einstein linealizadas

El punto de partida es asumir que la métrica es globalmente plana salvo por una pertur-

bacién,
gpv(x) =MNuv +hpv(x)> (1)

donde |h,y| < 1. El objetivo es escribir las ecuaciones de Einstein lineales en h,,, en
particular el tensor de Einstein G,. Para eso es necesario calcular hasta el orden lineal en
h,~ los coeficientes de la conexién, el tensor de Riemann, el tensor de Ricci y el escalar de
Ricai.

Para los coeficientes de la conexion resulta

r)\p.\/ = %g)\o-(glvlo_vv + gVU»H - gLW»UJ = %n)\c(hucﬂf + hVU;H— - hH-VyU)' (2)

En la expresion del tensor de Riemann,

A A A A A
RY oy = Myo = Mgy + T Ty = T T (3)

ppev wv,p ©o,v

puede prescindirse de los términos cuadraticos en la conexién, pues serdn cuadréticos en

hyuv. A primer orden en h,,, resulta

R)\upv = %nm(huc,vp + hvc,up - huv,dp) - %nm(hw,pv + hpd,uv - hup,ov)
(4)

%n)\c(hvo,up - huv,op) - %n}\d(hpﬁ,u\/ - hHP,UV)°

Al mismo orden, el tensor de Ricci estd dado por

Ruv = R}\u)\v = %ﬂ?\c(hw,w\ - huv,cr?\) — %n)\c(hka,uv - hp?\,crv)

=5 (= ) =3 (R = ) (5)

VA, p Ttuv, A

- % (h\/?\,}\u + hw\,)\v - huv,AA —huv)
donde h = h* . Notar que a este orden los indices de h,, se suben y bajan con n,,v y n*".
Finalmente, el escalar de Ricci es

R=R" =h

1 o

)\’0'7\ . h’?\)\. (6)
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Asfi pues, el tensor de Einstein linealizado es

Guv =Ry — %n}wR - % (hv?\,)\u + hu?\,)\v —h )\?\ - h,uV) - %n}w (hc)\ *—h )\?\) : (7)

Qv ) bl

Conviene escribir h,,, en términos de

Nuv = hyy — FMuvhe (8)

La traza de este nuevo campo es igual a —h, y ademds la relacién inversa se escribe del

mismo modo:
hyv = hyy — JMuvhe 9)
Pero lo més practico en este punto es reemplazar directamente h,, por h,y + Inh,

Guv = % (EVA3AH + %n\/)\h»)\u + EHN}\V + %n}i)\h,)\‘v o E )\)\ o %Thwh,)\}\ o h’uv)

nv,
(10)
_ %nw (hg)\)"?‘ + %no?\h,o-)\ . h”‘)\) -
Todos los términos que contienen a la traza de h,, se cancelan entre si; queda
GHV = % (HV?\,}\}/L + ﬁu)\,)\v - ﬁpv,)\k _nlﬂ/ﬁc?\,g}\) . (11)
Las ecuaciones de Einstein,
8nG
Gy = C—4Tm,, (12)
en su version linealizada toman la siguiente forma
_ _ _ _ lenG
hv?\,)\u + h’u?x,)\v - h’uv,}\% - nHthr?\,G}\ = —THV' (13)

c?

Transformaciones de gauge

La posibilidad de hacer un cambio de coordenadas arbitrario existe tanto para las ecua-
ciones exactas como para su version linealizada. En la version linealizada, se parte de una
métrica del tipo

Juv (X) =Muv + hpv (X)> (14)

con [h,y| < 1y se buscan las transformaciones de coordenadas para las cuales sigue
valiendo esta ultima condicién. Dentro de esta clase de transformaciones se consideran las

transformaciones infinitesimales
yH(x) = x" + & (x), (15)

donde se asumen las suficientes condiciones de acotacién para & y sus derivadas.
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Hecho el cambio de coordenadas anterior, la nueva métrica es

0x° oxP

9Iuv (Y) = gop(x(y)) ayu(y)ayv(y)° (16)
No tenemos x"(y), sino la ecuacién implicita
xMy) =yH — & (x(y)), (17)
por lo tanto
0x° . 0&° ox?
3 ¥) = 8% g () ) (18)

En una primera aproximacion esta ecuacién implica

ox’(y) ., 0&°
dun = 8%, — 3 L (x(v))- (19)

Ademas, debido a que x(y) =y + O(§), podemos reemplazar x(y) por y en el argumento

de la ultima derivada:

dyr M dxm

) _ g 087 (20)

Procediendo de esta manera, conservando términos de hasta orden &, la ec. (16) se lee

S )| [5°, - 08F

oxH oxY

91ev (Y) = [Mop + Rap(x(y))] |87, — )]

(21)

0&P 0&°

~ My + My (Y) — Mo W(U) +MNov %(y).

A este nivel de precision, los indices se suben y bajan con la métrica 1,., asi que, en

definitiva,
01 (8) = Ty + P () — S (y) — 2 (y), )
O, sencillamente,
iy :nu\/"_huv_%_g%- (23)

Vemos entonces que para que la métrica siga siendo globalmente una perturbacién de la
métrica plana, las derivadas de las funciones &, tienen que ser a lo sumo del mismo orden

que h,~. La métrica transformada se escribe como
giw =MNuv + h:w» (24)
donde

h:u, - hp.v - Evu,v - E»V,u- (25)
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Notar la analogia con la transformacién de gauge del cuadripotencial en electrodindmica
Al =Au+U . (26)

Esta transformacion deja invariante el tensor de campo electromagnético F,., y por lo tanto
los campos fisicos E y B. Una situacién similar ocurre con la transformacion de gauge (25).
Segtn la ec. (4)

R}\Hp'\/ = %n}\c(h‘/c»up - hHV)UP) - %n}\d(hpcakﬂf - hHP)UV)’ (27)
entonces la contribucién de los nuevos términos a la expresion del tensor de curvatura es
- %TIM(E\/,GMD + Ed,vup - ‘iu,vcp - ‘iv,ucp - ‘(ﬂp,cuv - av,puv + ‘(ﬂu,pcv + ‘ip,uov) =0. (28)

De modo que

R o (y) =R L (y). (29)

Hemos hecho explicita aqui la dependencia en la variable y, puesto que cuando escribimos

una ecuacién de transformacién para un campo, por ejemplo,

oyt

mo_ v
\Y% ey VY, (30)
en realidad estamos diciendo
" oy" y
V() = SV (xly)) VY (x(y)). (31)

En la ecuacién de transformacién para un campo hay sobreentendido usualmente un
cambio de variables. Por el contrario, en la ec. (92) no hay tal cambio implicito de variables.
En ultima instancia, esto es debido a que trabajamos con tensores que ya son lineales en
h,v, entonces la diferencia entre evaluar en y(x) o en y es de segundo orden, ya que
y(x) =x+0(&).

Si tenemos una solucién h,,, lo que esperamos es que sea posible elegir las funciones &,,
de forma que se cumpla alguna condicion predeterminada. Recordemos que las ecuaciones

de Einstein linealizadas son
_ _ _ _ 16mG
A A A Ao _
hv7\, n + hu?x, v h’uv, A _nu\/hcﬁ\, - c4 THV' (32>
Salvo el tercer término, en el primer miembro siempre aparece la contraccion

R (33)

Si fijaramos la condicién
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las ecuaciones de Einstein se reducirian a

_ l6mtG
LLV,?\)\:_ c4 Tuv- (35)

Introduciendo el operador D" Alembertiano

" 0%f 5
szf,uz—WJer, (36)
lo usual es escribir
_ 167tG
Dhuv - —C—4THV. (37)

Al fijar la condicién (34) decimos que estamos trabajando en el gauge de Lorenz, también
llamado armoénico. En la mayoria de los libros lo encontrardn escrito como gauge de
Lorentz, pero se trata de un error antiguo. De los libros que consulté, inicamente Carroll
usa la leccién correcta. El nombre de este gauge estd tomado del electromagnetismo, en
CUuyo caso se expresa como

A =0. (38)

Al final del capitulo 6 de la 3ra. edicion del libro Jackson encontrardn una nota histérica
sobre la confusion en la atribucién a Lorentz del gauge de Lorenz.

Escrita por extenso, la condicién de Lorenz para el campo h,, es
lehcv,u - %nHUhGH)V =0. (39)

Para ver que siempre es posible imponer la condicién de Lorenz, supongamos que
se ha encontrado una solucién h,, de las ecs. (32) que no necesariamente satisface esta
condicién. La transformacion de gauge (25) conduce a un nuevo campo h/,,.. Para que este

campo satisfaga la condiciéon de Lorenz debera ser

N hev,. — %nwhﬁu,v =" & vu — %nucg’c,w +n"7&y o — %leﬁu,m. (40)

El primer, segundo y ultimo término del miembro de la derecha suman cero. Las ecua-

ciones que deben satisfacer las funciones &, son

T]HGEV,O‘LL = nudhcv,u - %nughdu,\u (41)
Es decir,

0&, =h*, , —Th* .. (42)

v,H 2 v

Vemos que &, satisface una ecuacién de ondas con fuentes.
En lugar de resolver las ecuaciones de Einstein linealizadas en su forma mas general

para luego imponer una condicién de gauge, podemos resolver las ecuaciones de Einstein
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linealizadas imponiendo simultdneamente la condicién de gauge. Asi, por ejemplo, en el

gauge de Lorenz tendremos que resolver simultaneamente las ecuaciones

_ l6mtG
th.v - _C—4Tuva (43)

h*,  =0. (44)
Si el tensor T, tiene su origen en materia no relativista, la componente dominante es
Too = %Py (45)

donde p,, es la densidad de masa. Si el sistema es estacionario, O — V2. Esperamos
entonces que, a mas bajo orden en potencias de 1/c?, hoi = ﬁi]- = 0. La ec. (44) se satisface

entonces automdticamente. La tinica ecuacidon relevante es

_ 16mtG
V?hoo = — 7 P (46)

Esta ecuacion tiene la misma forma que la que satisface el potencial newtoniano,
V20 = 4nGp,,. (47)

Por lo tanto, si fijamos en ambos casos las mismas condiciones en el infinito,

_ 40

hoo — —C—z (48)

Para calcular el campo h, = h,y — 31,.vh necesitaremos escribir la traza de h,,,

- -y 40

h=h° = R (49)

Obtenemos asi

_ 20

hoo = hoo — JMooh = - (50)

Tanto las componentes hy; como las componentes hi; son cero a este orden. Para las

componentes espaciales sobre la diagonal encontramos (sin suma sobre 1)

20

hiy = —%ﬂuﬁ = 2 (51)
Finalmente, la métrica toma la forma
20 20
ds? = —¢? <1 + —2) dt? + (1 — —2> (dx? 4 dy? + dz?). (52)
c c

En los préximos dos problemas recorreremos el camino inverso al seguido hasta aqui.
Postularemos la métrica anterior, calcularemos el tensor de Einstein, verificaremos que

satisface una ecuacién con fuentes no relativistas y que satisface también la condicién de
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Lorenz. En lugar de trabajar desde las ecuaciones hasta la solucién, partiremos de la

solucién y construiremos las ecuaciones.

m Problema 1. En una region de una variedad pseudo-riemanniana de cuatro dimensiones

existe un sistema de coordenadas (t, x,y,z) donde el intervalo se escribe como
20 20
ds? = —c? <1 + C—z) dt® + (1 — C—2> (dx* + dy” + dz?), (53)
siendo |®|/c? < 1 e independiente de t.

a) Obtenga las componentes de la conexion a primer orden en @ /c?.
b) Calcule los tensores de Ricci y de Einstein a ese orden.

c) Muestre que esta métrica resuelve las ecuaciones de Einstein linealizadas cuando @ es
el potencial newtoniano y el tensor de energia-momento estd asociado a materia no

relativista.

m Solucién. a) Sabemos que las componentes de una conexién simétrica pueden obtenerse

mediante el cdlculo directo, a través de la expresion

M = %guc (Gvo,p + 9po,v — Gvo,o) s (54)
o bien leyéndolas directamente a través de la ecuacion para las geodésicas,

d?xM dxY dx®
dTZ + F”Vp HE — O (55)

El segundo camino suele ser el méas practico. Las geodésicas temporales se deducen del

principio variacional

. dx* dx
b —Juv—+— =0.
El lagrangiano de este problema variacional serfa
dx dx* dxY
— ) =1/ —guy————. 57
L(X’ d)\) \/ TN Tan (57)

Las veces que hemos aplicado este principio, luego de calcular las primeras derivadas de

£ hemos aprovechado el cambio de variables

dt dx* dxY
a \/_guvaﬁ- (58)
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para obtener ecuaciones diferenciales mds sencillas en la variable independiente T. Pueden
demostrar como ejercicio que este procedimiento es equivalente a plantear el siguiente
principio variacional

B
dx* dx”
5J dr 19 S =0 (59)
A

dt dr

que corresponde al lagrangiano

En el caso del presente problema,
200 . 20
L(x,%) = —2c? (1 +C—2) t?+ 1 <1 —C—2> (x* +y* +2%), (61)

donde indicamos con un punto la derivacién respecto de T.
0

Construyamos la ecuaciéon de Euler-Lagrange para cada coordenada. Para x° = ct
encontramos
0L 20 ., 0L

Si estuviéramos integrando las ecuaciones de movimiento inmediatamente aprovechariamos

la ecuacién de conservacion que se deduce de aqui, a saber

diT K1 + 2;) xO] =0, (63)

pero nuestro objetivo es escribir las ecuaciones diferenciales de segundo orden en T, de

modo que seguimos adelante y derivamos explicitamente:

20 2 .

<1 + —2) X4+ S0 %% =0
Cc (¢

(64)

o0, 2 20N\
= XO + "l <] + —2) (D,i X1XO =0.
c c
Debido a la hipétesis de campo débil, es suficiente con aproximar la ecuacion anterior por
=0 2 c1:0
X +§®,ixx =0. (65)

Puesto que esta ecuaciéon debe compararse con la componente cero de la ecuacién para la

geodésica,

d>x®  ,  dx¥dxP
T v grar O (66)
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deducimos que

@ ;
roio - ci ) rooo = roij =0. (67)

Notar que el segundo término de la ec. (65) debe ser leido como
2 0 ] 0 ] 01
C_z(D»iXX :C_z(DﬁXX +c_2(D’iX X" (68)
Este es el motivo por el cual %, no lleva ningtn factor 2.
Las tres coordenadas espaciales aparecen en el lagrangiano de manera simétrica, de

forma que es suficiente calcular la ecuaciéon de Euler-Lagrange para cualquiera de ellas y

luego generalizar. Asi, para la coordenada x encontramos

d 20N\ | P o2, Pxa 2 sy
dTK] cz)x}—i_cZ (x") +C2 (x*+y~+2z7) =0. (69)

Desarrollando la derivada total del primer término,

2(1) . q)i cie q),x . q)x-
(1——)x—2cé xx+c—2(x°)2+c—2x2:O. (70)

Quedandonos hasta primer orden en @ /c?, resulta

D, O

. ci X /. (D,x . . .
k=25 X (K02 + 3 (P oyt 4 27) =0, (71)

De aqui se leen las componentes de la conexién

X x X X (D)X X q)yy X q)yl
FOO:ryy:rzz:_rxx:C_z> rxy:_c_2> rxzzcz)
(72)
o1 :F"yz =0.
b) Ahora nos piden calcular el tensor de Ricci,
RLW = RAH.?\'V (73)
El tensor de curvatura es
A A A A o A 1o
Rupv_ruv,p_rup,v+rdpruv_rcvrup‘ (74)

Las componentes de la conexion son de orden 1/c?, de modo que podemos despreciar aqui

los términos cuadraticos. Entonces,
(75)

Debido a la simetria entre las tres coordenadas espaciales y a la propia simetria del tensor

de Ricci, alcanza con calcular los siguientes elementos,

ROO) ROX) Rxx> ny- (76)
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Hay que tener en cuenta que la métrica es estdtica, de modo que todas las derivadas

temporales son nulas. En primer lugar tenemos

i 1
Roo = r>\oo,A =01 = C_ZVZQ),

Por otro lado,

_1rA A
ROX =T Ox,A r OA,x *

(77)

(78)

La componente I, es distinta de cero si A = 0, pero entonces aparece derivada respecto

de t, lo que da cero. Ademas, F}‘OA = 0. En definitiva, Roy = 0, 0, més generalmente,

R()i =0.
Ahora evaluemos Ry,
Rxx = r}\XX,)\ - r}\x?\,x = ryxx,y + rzxx,z - rOXO,X - ryxy,x - rzxz,x = C:I_zvzq)
Finalmente, comprueben que
Rey = Myr =My = My + Mgy — Moy = Moy = Magy — Mazy =0

Resumiendo, en notacién matricial el resultado para el tensor de Ricci es

1000

1 (o100 |,

Rw=2lo001 0|V
0001

Para construir el tensor de Einstein,

Guv — va - %guvR =~ Ruv - %T]WR,

(79)

(80)

(81)

(83)

necesitamos calcular la contraccién R* . Debido a que R, ya es de orden 1/c?, podemos

subir indices usando la métrica de Minkowski. Asi,

0

0
0 | o2
o | Voo
1

o = O

Entonces,

R= %vzqn.
C

Es fécil verificar que la tinica componente no nula del tensor de Einstein es

2
Goo = C—zvch.

(84)

(85)
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¢) La componente 00 de la ecuacién de Einstein,

8nG

GFLV — C_4TLL\/) (87)
se lee como
4G
qu) - C—zToo. (88)

Las otras componentes de la ecuacién de Einstein son compatibles con un tensor de energia-
momento de materia no relativista. En tanto, Ty es aproximadamente igual a la densidad

de energia de la masa en reposo,
Too = ¢*Pumy (89)
donde p,, es la densidad de masa. En definitiva,
V20 = 4nGp,, (90)
que es la ecuacion para el potencial newtoniano de una distribuciéon de masa p,.
m Problema 2.
a) La métrica del Problema 1 es un ejemplo de métrica de campo débil:
uv () = My + My (), (91)

donde |h,y| < 1. Muestre que la métrica del Problema 1 satisface el gauge de Lorenz

pv — 1pv
N ey = 3N My .

b) Reemplace esa métrica en las ecuaciones de Einstein sin fuentes y resuelva para condi-

ciones de contorno esféricamente simétricas.

c) Establezca el significado fisico de las constantes de integracion y la regién de validez

de la solucién.

m Solucién. La métrica del problema 1,
20 20
ds? = —c? <1 + c_Z) dt? + (1 — C—2> (dx? + dy? + dz?), (92)
se puede escribir como

Juv (X) =MNuv + hpv (X)> (93)

con

20

hoo = hx = hyy =h,, = _C_Z
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Tenemos que verificar que se cumplen las cuatro ecuaciones
" hyp v = %nwhuv,pv (95)
o bien
hY, ,—3h, =0, (96)

donde h = h* . Notar que, a este nivel de precision, subimos y bajamos indices usando la

métrica 1. En primer lugar notemos que

h»p = _—" (97>

N|—=

Teniendo en cuenta que h*,, es diagonal y que las derivadas respecto del tiempo son nulas,
es facil ver que la condicién (96) se cumple automdaticamente para p = 0. Alcanza con
verificar que se cumpla ademds para cualquiera de las otras tres coordenadas, puesto que

aparecen de manera simétrica. Por ejemplo, tomemos p = 1. Entonces

2 2
SO+ 50, =0. (98)

Luego, la métrica satisface la condiciéon de gauge de Lorenz.
b), c) Segtin vimos en el problema anterior, la ecuacién que satisface © es
V2D = 4nGp,,. (99)
En ausencia de fuentes esta ecuacion es
V20 = 0. (100)

Condiciones de contorno esféricamente simétricas sélo son posibles si la region en la que
se busca la solucién estd acotada por superficies esféricas, a < r < b. Sabemos que las
soluciones de la ecuacién de Laplace en este tipo de recintos con condiciones de contorno

esféricamente simétricas estdn dadas por
O(r)=Cy + - (101)
Ademas, la ley de Gauss implica
C, =—-GM, (102)

donde M es la masa total contenida en la esfera de radio a. En el caso fisicamente

interesante en el que b — oo, tenemos

O(r) = —GTM. (103)
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Mas alla del valor de q, la region de validez de la solucion viene dada por la condicion

GM
—_— 1. 104
c2r < (104)
Definiendo
2GM

. (105)

el intervalo (92),

20 20

ds? = —? (1 + c—z) s (1 - c_2> (dx* + dy* + dz?), (106)

se escribe como
ds? = —c?(1 —ry/r)dt? + (1 + r/1)(dx? + dy? + dz?). (107)

Podemos comparar la solucién de campo débil con la métrica exacta para un cuerpo estatico
esféricamente simétrico. La comparaciéon se dificulta por el hecho de que hay infinitas
elecciones de coordenadas que representan la misma situacion fisica. Asi, por ejemplo,
para el problema estatico esféricamente simétrico todas estas expresiones de la métrica

representan la misma geometria:

e Coordenadas de Schwarzschild:

1
dSz — —Cz (] — T‘S/T) dtz + m de + T'z(dez + Sinz 0 d(pz). (108)
e Coordenadas isotrépicas (12 = x? +y? + z?%):
1—1,/4r)°
ds? — —2UZT/A) 4o (1+7/41)* (P + dy? + dz?). (109)

(1 +1./41)*

e Coordenadas armonicas:

o1 —1s/2r a2 + 1+71/2r

- 2417 (14 7,/2r)% (dO? +sin? 0 do?). (11
C1+rs/2r 1—rs/2rdr +1° (1 4+15/2r)” (d0° +sin” 0 do~). (110)

ds? =
Cuando 15/ < 1 tanto la métrica en las coordenadas isotrépicas como en las coordenadas
armonicas se reduce a la expresion (107), identificando en el segundo caso % = x> +y% +z°.

Para las coordenadas de Schwarzschild obtenemos una expresién distinta.



