Relatividad General — 2do. cuatrimestre de 2020
Céatedra Ferraro
Segunda Entrega de Ejercicios

1. Una forma posible de modelar la geometria hiperbélica es mediante el semi-espacio

superior de R?, es decir, H? = {(z,y) € R? | y > 0}, equipado con la métricd[|

2 _ dx? 4 dy?

ds )

(1)

A estas coordenadas se las conoce como coordenadas de Poincaré.

Se pide:

a)

b)

d)

Hallar los simbolos de Christoffel en la carta {0,,0,} (ayuda: los tinicos simbolos

T
no nulos son I'y, ,

escalar de Ricci.

I,y I'Y,) y calcular el tensor de Riemann, el tensor de Ricci y el

La métrica (1) es claramente invariante ante traslaciones rigidas en la coordenada
z, es decir, z — 2’ = 2 4+ a. Comprobar que también es invariante ante dilataciones
(r,y) = (2 ,y) — (e*x,ery) con A € R.

Comprobar que los campos vectoriales?|
{f’:&“ﬁ:x&c—l—yay,l(: (x2—y2)8$+2xy8y} 2)

son vectores de Killing de la métrica (1)) y satisfacen las siguientes relaciones de
conmutaciént|

[D,P]=-P,[D,K|=K,[P,K]=2D. (3)

Extra: Para ganar un poco de intuicién puede ser (til identificar P =90, y D = 20, + y0y con los
generadores de las traslaciones y dilataciones infinitesimales respectivamente. Dada una transformacién de
coordenadas 2 — z'?

2t = (bl(xj 7ak) ) (4)
donde ¢’ son funciones de la coordenadas “viejas" y {a*} son los pardmetros de la transformacién, los
generadores de dicha transformacién se definer(’]

; _ 09
R 9ak

0

ak=0 Ozt

()

Extra: Las geodésicas de H? en las coordenadas de Poincaré son rectas verticales (cortan al eje x per-
pendicularmente) y circulos centrados en puntos x sobre el eje x (también lo cortan perpendicularmente).

1Se puede chequear que es posible parametrizar el hiperboloide —72 4+ X2 + Y2 = —1 mediante el mapa

{T(x,y)

=(1+2>+9%)/(2y), X (z,y) =2/y,Y(z,y) = (1 — 22 — y*)/(2y) }. En esta parametrizacién la métri-

ca inducida sobre la superficie del hiperboloide es justamente ([1)).

2Nota de “color”: Los campos vectoriales pueden interpretarse del siguiente modo: P como el generador
de traslaciones en el semi-plano superior; D como el generador de dilataciones; y K como el generador de las
llamadas transformaciones conformes especiales.

3Nota de “color”: El &lgebra es el dlgebra de Lie del grupo SO(2,1) de transformaciones conformes
globales en dos dimensiones. Para aquellos que también estén cursando Teoria de Cuerdas, pueden ver que es
isomorfa al subélgebra del dlgebra de Witt formada por los generadores {L_1, Lo, L1}.

4Ver Sec. 8.6 de [Ham62], en especial las ecuaciones 8.38, 8.39, 8.46 y el ejemplo de la pag. 297.



2 RELATIVIDAD GENERAL 2020 2C

Una manera relativamente sencilla de chequear esto es utilizar las cantidades conservadas asociadas a Py
D. Para ello

= Comprobar que d‘fl()\/\) = 0 resuelve las ecuaciones de la geodésica. ;j Qué expresién tiene y(A\)? Notar

que estas curvas son rectas verticales.

= Utilizando las cantidades conservadas
S d 1 S d 1
P,—=-= D —|=-= R
g( ’d)\) a const, g( ’dA) - const, {b,c} € (6)

comprobar que (z(\),y(\)) satisfacen la relacién

<az(/\)2 - i)Z + ()2 = 1% = const . )

Comentario 1: no es necesario hallar z(\) e y(\) explicitamente (aunque si estd muy aburrida/o o muy

entusiasmada/o puede hacerlo). Comentario 2: derivando g (13, d—d)\) yg (57 %) y jugando un poco

(multiplicando adecuadamente por x(\) e y(\)) es posible obtener las ecuaciones de la geodésica.

2. La geometria de un agujero de gusano estd descripta por el siguiente intervalo
ds* = —c*dt® + dr® + (b* 4+ r?) (d6? + sin® 0 dy?) (8)
con b una constante.

a) Encuentre las ecuaciones de las geodésicas temporales y a partir de ahi calcule las
componentes de la conexién I ..

b) Verifique que las componentes no nulas del tensor de Einstein son

T b2
Gtt:—GT:GeezG@@:m. (9)

¢) Utilizando las ecuaciones de Einstein

ar G
A

v

T

(10)

v

obtenga la densidad de energia p, la presiéon radial p, y la presién tangencial
p||, suponiendo un fluido cuyo tensor de energia-momento en la base ortonormal
asociada a las coordenadas {¢,r,0, ¢} es

¢Qué sucede con los signos de la densidad de energia y de las presiones?
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