Relatividad General — 2do. cuatrimestre de 2020

Segunda entrega de ejercicios: Problema 2 resuelto.

m Problema 2. La geometrfa de un agujero de gusano estd descripta por el siguiente

intervalo
ds?* = —c?dt® + dr® + (b” + %) (6% +sin® 6 de?) . (1)

a) Encuentre las ecuaciones de las geodésicas temporales y a partir de ahi calcule las

componentes de la conexién M, .

b) Verifique que las componentes no nulas del tensor de Einstein son

bZ
t _ ot % _ e _
Gy = GT_GG_G(P_(bZ—l—rZ)Z' (2)
¢) Utilizando las ecuaciones de Einstein
8
Gt, = P T, 3)

obtenga la densidad de energia p, la presién radial p, y la presion tangencial p,
suponiendo un fluido cuyo tensor de energia-momento es

T, = diag{—p,pr, P, P }- (4)

¢Qué sucede con los signos de la densidad de energia y de las presiones?

m Solucién. a) Para encontrar las ecuaciones de las geodésicas lo més sencillo es usar las

ecuaciones de Euler-Lagrange que se deducen del principio variacional
B
5J AT 3Gy (x) X*xY =0, (5)
A

donde el punto indica derivacién respecto al tiempo propio. Lo que hace las veces de

lagrangiano es
Llx,%) =3[ = 22+ (02 4+17) (82 +sin?0 ¢2) |. (6)
La ecuacién de Euler-Lagrange para la coordenada t es simplemente
t=0. (7)

De aqui leemos que todos los coeficientes I'°,,, son nulos. Por otro lado, para T es

nv

¥ — (0% +sin? 0 ¢2) = 0. (8)
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Esto implica que los tnicos coeficientes ', distintos de cero son

Moo = —T, r.., = —rsin®0. 9)

X

Las ecuacién de Euler-Lagrange para 0 es

. 2r .
0+ -5 0F —sin6 cos® > =0. 10
b2 1 12 ® (10)
Por comparacién con la forma de la ecuacién geodésica, deducimos que los tnicos coefi-
cientes no nulos de la forma ', son

re, —re, — 1)2;4—1‘2’ re,, =—sind coso. (11)
Finalmente, la ecuacién de Euler-Lagrange para ¢ es
2r 0

§+ s Th+ 2o 09 =0. (12)

b2 412 n o

Entonces, los tnicos coeficientes distintos de cero de la forma I'?,,, son

T cos 0
Mo =0 =g Mow =0 = (13)
b) Para escribir el tensor de Einstein, calcularemos primero el tensor de Ricci,
Riv =T a =Ty MMy =T M- (14)

Es un ejercicio de paciencia que requiere que tener bien a la vista qué coeficientes de la
conexién son distintos de cero. Una propiedad ttil a tener en cuenta es que, pese a las
apariencias, el término

r (15)

HA, v

es simétrico en 1 y en v. Asi, si py v toman ciertos valores, y sabemos que los simbolos
de Christoffel no dependen de uno de ellos, podemos permutar i y v de manera que
la derivacion se haga respecto de la coordenada de la cual no depende el simbolo de
Christoffel.

Puesto que todos los simbolos de la forma '™, son cero y ademds ningtin simbolo de
Christoffel depende del tiempo, resulta de manera inmediata

Rou =0. (16)
Sin reemplazar todavia los valores de los coeficientes de la conexién, para R, encontramos

RT‘T = _re re - r(p(pr r(\O(pr - ree‘r ree'r' N (17)

0,1 TQ,T
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Para R, descubrimos que en su expresion figuran sélo coeficientes nulos. Aqui resulta til

usar la propiedad de simetria antes mencionada. Por ejemplo, si nos encontramos con

r)\cp?\,r ) (18)
podemos escribirlo como
R (19)

Pero ya sabemos que ningtn coeficiente depende de ¢, de modo que es automaticamente
nulo.

Para R,g resulta

Rro =T% M0 — T %0 % - (20)

©0" T
Debido a que %, = T%,, es R,g = 0. En tanto, luego de un par de cancelaciones, para
Ry encontramos

_ 16 0 0
R(P(P =T ®®,0 +1" , + T rrcptp - rT(P(P r(pwr —T (p(Pr(pth'

(21)

Al calcular Ry,¢ se ve que todos los coeficientes que participan en su expresién son nulos.
Finalmente, para Rgg se encuentra

Reo =TMggr —T¥0p.0 T 7% Moo — MoMo0 — Mool - (22)

El resultado preliminar es que la matriz de coeficientes R, serd diagonal. Reem-
plazando en las expresiones anteriores las formas explicitas de los coeficientes de la conex-

iOn resulta

2b?
RTT — —m, Ree — R(p(p — Rtt — 0 (23)
Definamos
bZ

Ordenando las coordenadas como {t, 1,0, @}, en forma matricial obtenemos

0 0 0 0
0 —2C 0 0
Ry = 25
" 0 0 0 0 (25)
0 0 0 0

Para escribir el escalar de curvatura, antes de hacer la contraccién R¥ ,, necesitamos calcular
R¥,.

Minkowski. De todas maneras, como el tnico elemento no nulo es R, y, por otro lado,

El cuidado que hay que tener es que la métrica, si bien es diagonal, no es la de



4 RELATIVIDAD GENERAL 2020 2C

grr = 1, resulta la misma matriz de antes:

0 0 0 0

0 -2 0 0
R", = ¢ , (26)

0 0 0 0

0 0 0 0

de modo que
R =-2C. (27)
Ya podemos escribir el tensor de Einstein

Guv = Ruv — J9uR. (28)

En forma matricial, resulta

0 0 gegc 0
0 0 0 geoC

Notar el signo menos en la componente G,,. Ahora se verd el sentido de no escribir
explicitamente los valores de ggg y de g4¢. En efecto, cuando subamos el primer indice
del tensor para calcular G*,, deberemos multiplicar esos elementos por g°° y g®®. Pero,
debido a que la métrica es diagonal, estas cantidades no son otra cosa que los reciprocos

de geo Y 9o, respectivamente. En definitiva,

cC 0 00
0 —C 0 0
GY, = (30)
0 0 C o
0 0 0 C
¢) Convendra que escribamos las ecuaciones de Einstein como
Guv = kTp.v ) (31)
donde
)= ¢ (32)
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Comparando con las expresiones obtenidas antes, encontramos

.

Tee =—k'C,

T = —k1C,
Too =k 'gooC,
Top = k_19<pq> C

Las componentes contravariantes son

T = —k'C,
T =-k'C,
k~'C
TGO — ,
Joo
-1
Tow =X C
Yoo

Para interpretar estos resultados en términos de una densidad de energia y de las compo-

nentes de la presiéon, debemos escribir las componentes del tensor T en una base ortonor-

mal. Como en este caso la métrica es diagonal, eso es muy sencillo. Escrito por extenso, el

tensor de energia-momento es
T=T"e®Re+T7E& ®e+T?° e +T°? e, ®E,.

La base ortonormal mas evidente es

Luego,
T=T"'eé e, +TT e, ®é, + geeTee o ®eg+goel?? ey ®e,.

En la base ortogonal resulta entonces

TH =—k'C,
T =—k7'C,
T% =k 'C,
| TP =k'C.

(35)

(36)

(37)
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Recordando que

bZ
C=—5"75 39
(b2 +12)2 (39)
vemos que tanto la densidad de energia como la presién radial son cantidades negativas.
Esto hace que la creacién de un agujero de gusano de este tipo requiera para su formacién

materia con propiedades exéticas.



