Problema de formas

Consideremos una métrica FLRW espacialmente plana ds* = —dt? + a?(t) (dz? + dy* + dz?) en 4
dimensiones, y una 2-forma F' = —F(z) dt A\ dx (expresada en el lenguaje de formas), donde E(x)

es una funcion suave de la coordenada espacial . También se tomé6 ¢ = 1.

(a) Calcule el dual de Hodge *F' expresado en el lenguaje de formas, y calcule sus componentes

(*F). Calcule F' A (xF) y escribalo en términos del volumen métrico.

(b) Usando la ecuacién de Maxwell en espacios curvos d(xF') = 47 (xJ), escriba cual es la forma
xJ (dual de Hodge de la 1-forma corriente) que junto con F' verifica dicha ecuaciéon de Maxwell.

. Puede que hayan componentes espaciales de la corriente no nulas? Discuta

Sugerencia: Para la ultima pregunta, no necesita calcular explicitamente un segundo dual de
Hodge. Fijese sélo si sobrevive una componente espacial usando que la métrica FLRW es diagonal.

Nota: Como Fj; = 0 <= B = 0y 0,F = 0 en este problema, en espacio plano la ecuacion de Maxwell

OE
VxB-— i 47J nos dice que en dicha situacién debe ocurrir que las componentes espaciales de la corriente sean
nulas: J = 0.
(c) Muestre que dF = 0. Para E(z) = —C z? (con C constante) en particular, encuentre dos

1-formas distintas A y A’ tales que F' = dA = dA’ (o sea que sirvan como cuadri-potencial), y la

segunda debe ser tal que Aj # 0. Finalmente, responda: ;Existe una 1-forma & tal que da = xF"?



Solucion

Inciso a

Notar: Fy; = —Fj9 = —E(x) son las tinicas componentes no nulas de F. Luego:
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Luego, las tinicas componentes no nulas son: (xF')eg = —(xF)3s = a(t) E(x), y la 2-forma *F es igual

a:

x F'=a(t) E(z) dy N\ dz

Calculemos:

FAGF) = —a(t) (E(z))* dt Adx Ady A dz

(2)

(3)

Como el volumen métrico es Q = +/|g| dt Adx Ady Adz = a?(t) dt Adx A dy A dz, entonces podemos

expresar:

FA(xF) = —a"2(t) (E(z))* Q

Inciso b
Ahora, calculemos el diferencial de *F, que es igual a:
d(xF) =d(a(t) E(z)) Ndy Ndz
=a(t)H(t) E(x) dt Ndy N\ dz + a(t) O E(x)dx N\ dy N dz

Entonces, usando las ecuaciones de Maxwell d(xF') = 4w « J, se tiene:

1
#J = —a(t)H(t) B(x) dt Ady Adz+ —alt) O, E(x)de A dy A dz
T m

2

(4)



Notemos que al hacer el dual de esta 3-forma, obtenemos (anadiendo también un cierto signo
irrelevante por la propiedad de que *x es la identidad a menos de un cierto signo) una 1-forma
J = Judt + J,dx que es la cuadricorriente (pues el dual de dt A dy A dz es proporcional a dz y el dual
de dz A dy A dz es proporcional a dt, gracias a que la métrica es diagonal). En particular, J, resulta
proporcional a H(t) y resulta en principio no nulo. El hecho de que el espacio no sea plano, no sea
Minkowski (o sea que H(t) # 0) hace que pueda haber una componente espacial de la corriente J,
no nula aunque no haya campo magnético y el campo eléctrico sea estatico. Vemos entonces una
posible consecuencia de considerar ecuaciones de Maxwell en espacios curvos, aunque obviamente si

la métrica seria estatica teniamos que J; = 0.

Inciso ¢

Es trivial ver que dFF = =0, E(x) dz N dt A dx = 0.

Si queremos A tal que dA = F, se tiene: F, = 0,A, — 0,A,. Como la tdnica componente
no nula es la 01, entonces: Fy, = —E(z) = Ca? = 9yA; — 01 Ap. Podemos hallar una solucién
proponiendo Ay = 0 (y también Ay, = Az = 0), y luego Cz? = A, y Ay = Cz*t. Entonces, tenemos
A = Aydx = C2?t dz. También podriamos elegir A’ = A + d(C"y*) = C2?t dx + 3C" y? dy con C”
constante y A; # 0, luego trivialmente vale dA’ = dA = F pues d*(C"y?) = 0.

Como d(xF") # 0 (la calculamos en el anterior inciso), *F" no es cerrada, entonces no puede ser

exacta: No existe una 1-forma & tal que xF = da.
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1. Considere el espacio-tiempo tridimensional determinado por el siguiente intervald
2 2

dr 93 2 o B
m+7”d90>f(7’)—&2+b7’ s (1)

donde a, by p son constantes con unidades de longitud, longitud ™" y longitud® respectiva-

ds® = g datda” = —f(r)dt* +

mente (¢ = 1) todas positivas. La coordenada radial cumple r > r, donde 7. son las raices
de f(r).
Se pide:

a) Hallar las constantes de integracién asociadas a los vectores de Killing de la métrica.

b) Obtener la ecuacién de movimiento de las geodésicas masivas y nulas y el potencial
efectivo correspondiente

1 /dr\?
5 (d_)\) + V(r) = const, (2)
dz, dz" . :
donde el vector tangente cumple Do —k con k = {1,0} respectivamente. Diga

en cada caso si es posible obtener 6rbitas no acotadas para valores arbitrarios de los

parametros a, b y p.

c) En el caso de las geodésicas nulas diga si existen érbitas circulares y si son estables o

no.
d) Para b = 0 diga si existen geodésicas circulares masivas y si son estables o no.

e) Suponga que en r = ry estd ubicado un observador estacionario y halle su cuadrive-
locidad.

f) Si un observador estacionario ubicado en r = re,, le envia fotones a otro observador
también estacionario ubicado en r = 7. , obtenga el cociente wyee /Wem - {COMoO es el

corrimiento de frecuencias segin r.ec > Tem O Tree > Tem !

Resultados

a) La métrica (1)) no depende explicitamente de ¢ ni de ¢ entonces d; y 0, son vectores de
Killing. Las cantidades conservadas asociadas son
e=—g(0;,U) = f(r)t = const
(= g(d,,U) =r’p = const,

(3)

!Esta métrica es solucién de una teoria de gravedad modificada cuya accién tiene términos cuadriticos en
la curvatura Oliva-Tempo-Troncoso 2009.
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o
donde z# = N con \ = 7 para las geodésicas masivas y para las geodésicas nulas A es tal
dz* - 5 79
que —- = k' = (w, k) con 0 = k,k* = w” — |k|".
b) La ecuacién de movimiento se obtiene de reemplazar en
_ ST 12 -2 .2
— R = gul/$ T = gttt + GrrT + 9303090 ; (4)
donde k = 1 para particulas y k = 0 para fotones.
Finalmente la ecuaciéon de la geodésica es
1., K (r? 1 /o2 ue? e? + ku — 0%/ a?
7+ = —=+b | ———= = : 5
2T+2(a2+r)+2(r r? 2 (5)
Por lo tanto, el potencial efectivo es
r? be?  pl?
2Viry=k|—=+br)+|——— ] . 6
= (o) (M) ©)
Es facil ver que para r — oo tenemos que V(r) ~ kr?/a?, entonces las particulas masivas
siempre tienen dérbitas acotadas. Por otro lado, para las no-masivas tenemos que V' (r) ~ 1/r
por cual tienen érbitas no-acotadas.
c) Para las geodésicas nulas el potencial efectivo se reduce a
be?  pl?
2Viry=(——-—) . 7
= (" )
El grafico cualitativo del potencial estéd en la figura (0.1)).
Para hallar los puntos de equilibrio derivamos e igualamos a cero
be? 2ul?
/ _ _
Vi) =~ 25 + S =0, g
obteniendo que el radio de las orbitas circulares de fotones es
21
Teirc = 7 - 9
X 0
Es facil ver que reye > 1y = “22172 (—1 ++1+ 4,u/(0z2b2)> > 0.
Derivando una segunda vez y evaluando en r = 7., vemos que
202 3 bl>
VW) = 3 (b= 25 ) == <0, (10)
Teirc Teirc Tcirc
por lo cual la érbita es inestable. Esto también se ve facil del grafico del potencial efectivo
(7)-
d) Para las geodésicas masivas el potencial efectivo cuando b = 0 se reduce a
742 €2
oW (r) = — — 1 (11)

a? r2
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Figura 0.1: Potencial efectivo (7)) de las geodésicas nulas (k = 0).

El gréfico cualitativo del potencial estéd en la figura (0.2)).

La derivada del potencial en este caso es

2 202
2V'(r) = Z4

« 73

: (12)

y no tiene soluciéon para r > r, > 0 por lo tanto no hay érbitas circulares para particulas

masivas cuando b = 0.

La cuadrivelocidad de un observador estacionario ' = const para i = {r, ¢} es

U:Utat:iat. (13)
Sabiendo que
U-U=-1 (14)
obtenemos que
1
= = const . (15)
f(ro)

El tiempo propio de un observador estacionario en r = rq es
dr = vV f(?“o)dt (16)

Si el emisor se encuentra en r = r., entonces

ATem =/ f(Tem )dt. (17)

Analogamente para el receptor ubicado en r = 74y,

dTreC Y, f(rrec )dt . (18)
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Figura 0.2: Potencial efectivo de las geodésicas temporales (masivas) (k = 1).

Como el espacio-tiempo es estatico el dt entre los eventos de emision de dos pulsos sucesivos
y de recepciéon de dos pulsos sucesivos es el mismo.

Si d7em es el intervalo de tiempo propio entre dos pulsos sucesivos para el emisor y dyec
es el intervalo de tiempo propio entre dos pulsos sucesivos recibidos tenemos que

dTem _ f(rem ) (19)

dTrec f(T rec )

y notando que w = 27/dr entonces

Wree  V/ f(Tem ) (20)

SiTem < Tree entonces wree < wWem V la frecuencia recibida estda corrida al rojo ya que
f(Tem ) < f(rrec ). Por otro lado, si reym > Trec €ntonces wree > wem ¥ la frecuencia recibida

estd corrida al azul ya que f(7em ) > f(7rec )-

Otra forma de calcular esto es definiendo un sistema instantaneo localmente inercial para

cada observador. La tnica componente relevante de tales SLI es la componente temporal

€y = Jops - Utilizando el resultado del inciso anterior tenemos que
_ 1
éf) = Uobs — = /77— at
f(robs ) ’

y la frecuencia medida por cada observador es

Wmed = _ku(Uobs )M 5 (21)

"=Tobs
donde £* es el cuadrivector de onda del foton.

Notando que el fotén se mueve a lo largo de una geodésica nula y que la cantidad conservada
asociada el vector de Killing 0, es

Efoton = — g k" = —ko = const (22)
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entonces
1

me = —ky—/—. 23
e " f(robS) ( )

Por lo tanto, el cociente de frecuencias wye. /wen da el mismo resultado que antes .



m Una particula de prueba se mueve en una métrica de tipo FLRW:

2

2 23.2 2 2102
ds® = —c“dt” + a(t) 1—kr2+r dQ-| . (1)
a) Introduzca la coordenada x tal que
dr?
2
= . 2
dx 1 —kr? @)

Considere las geodésicas temporales de tipo radial. Encuentre las ecuaciones diferen-

ciales de primer orden que satisfacen t(t) y x(t). Ayuda: use las leyes de conservacion.

b) ¢Cudanto vale la magnitud de la velocidad fisica de la particula medida por los obser-
vadores estaticos? El resultado debe quedar expresado en términos de su velocidad
inicial vy y de la funcién a(t), normalizada de modo tal que ap = 1 (las cantidades
con subindice cero indican los valores hoy). Esta velocidad se llama velocidad peculiar.
Tipicamente, las galaxias mds cercanas (consideradas como particulas de prueba con

velocidades iniciales distintas de cero) tienen velocidades peculiares del orden de los
100 km/s.

¢) Suponiendo un universo espacialmente plano, cuya edad hoy es ty, sin constante
cosmolégica, dominado en toda su historia por materia sin presién, y dada la nor-
malizaciéon ap = 1, ¢cudl es la funcién a(t)? El resultado debe quedar expresado

Unicamente en funcién de t y to.

d) En este modelo del universo, dada una galaxia tipica (particula de prueba) que hoy
tiene una velocidad peculiar de 100 km/s, ;jcudl era su velocidad peculiar cuando el
universo tenia la mitad de su edad actual?

e) En este modelo, ;qué ocurrird con las velocidades peculiares de las galaxias cuando
t — 00?

m Solucién. a) Para determinar las geodésicas radiales podemos omitir las variables

angulares y trabajar con el intervalo
ds? = —c?dt? 4+ a?(t)dx>. (3)
El lagrangiano correspondiente es
Lt x t,%) = =12 + Ja? (U)X (4)

El punto indica derivacion respecto el tiempo propio T. Tenemos dos constantes de movimiento.

Puesto que £ no depende explicitamente de ¥,

oL 5, ..
& =a“(t)x = A, (5)
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donde A es una constante. Esta es la ecuacién diferencial de primer orden para x. Por
otro lado, debido a que £ no depende explicitamente de T, el mismo lagrangiano es una
constante de movimiento, cuyo valor estd fijado por la normalizacién de la cuadrivelocidad

inicial
— % + a?(t)x? = —c% (6)

Combinando las dos ecuaciones de conservacién encontramos una ecuacion de primer

: a? A?
t:\/1+c—2x2:\/1+azcz. (7)

b) Debido a que el tiempo coordenado coincide con el tiempo propio de los observadores

orden para t,

estaticos, la velocidad fisica de una particula en la métrica de FLRW es

e dyx

V=T e (8)

Usando los resultados del item anterior encontramos

dx X _ A/a 9)
dt t A2
1+

a?c?
La constante A se encuentra fijando la condicién v(hoy) = v,. Un pequefio calculo muestra

entonces que
A= YoVo, (10)

donde v, es el factor relativista usual. Asi resulta

v =Yoo (11)

\/ a? +v§vi/c?

Dados los valores tipicos de las velocidades peculiares, si a no es extremadamente pequefio,

vale la aproximacién no relativista

v~ —, (12)

¢) En un universo espacialmente plano dominado por materia, las dos ecuaciones de

Friedmann son equivalentes a

a2 8nG
g = Tp» (13)

pa® = constante, (14)
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donde p es la densidad de masa. Fijando ay = 1 y definiendo py como la densidad hoy,

resulta
Po
p= g- (15)
Entonces queda
a’?  8nGpo
bl 1
a? 3a3 (16)

Asumiendo que el universo se expande (a > 0) debemos integrar la siguiente ecuacién

. 87{Gp0
vaa=,/ 3 (17)

2/3
alt) = > < 8“?"0 t) = (C1)?/3, (18)

Ent =0es a=0. Luego,

donde C es una constante que puede leerse facilmente, aunque a los fines del problema no
necesitamos escribirla, puesto que, como ay = 1, debe ser C = 1/t,. Finalmente,

2/3
alt) = (%) . (19)

d) Cuando el universo tenia la mitad de su edad actual, el factor a valia
1
Luego, la velocidad peculiar de la galaxia era
v~ 159 km/s. (21)
e) Debido a que en este modelo a aumenta monétonamente, las velocidades peculiares de

las galaxias tienden a cero. Se entiende que este es un problema idealizado. La galaxia de

la que estamos hablando no debe estar ligada a un grupo mayor de galaxias.
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