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P Conservacién local

El modelo de ley de conservacion en Relatividad es la conservacion de la

carga eléctrica, que en Relatividad Especial corresponde a la ecuacidn de

continuidad
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Separando la parte temporal de la espacial, la ecuacion de continuidad queda
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La carga no se crea ni se destruye. Si la carga contenida en un volumen fijo Y

aumenta es porque entra carga (flujo negativo) a través de la superficie del

volumen. La conservacién es local; sucede en cada evento del espacio-tiempo,

como lo manifiesta la ecuacion diferencial. La Relatividad no admite leyes de

conservacion con compensaciones simultaneas a distancia porque la

simultaneidad no es absoluta en Relatividad.
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D> Conservacién de la energia-cantidad de movimiento

La conservacion de la energia-cantidad de movimiento de un sistema continuo

-como un campo, un fluido, dos campos en interaccion, etc.- obedece un

esquema similar. Elementos de volumen del sistema continuo que estan en

contacto intercambian localmente energia y cantidad de movimiento. Estas

magnitudes se describen mediante densidades.

Para hablar de la conservacién de P;' = (

\

E P) tenemos el siguiente esquema:
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En particular T °° es la densidad de energia, y es positivo cualquiera sea la

convencion utilizada para la signatura de la métrica. T¥f, con Lip=tr2i3,

es el tensor de esfuerzos (fuerzas entre volumenes contiguos por unidad de

superficie); T *¢ 45, es el flujo de p* por unidad de tiempo a través de una

superficie 3s .
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La conservacion local de la energia-cantidad de movimiento se expresa en la

ecuacion de continuidad

aLg—l_:‘k:O t=0,1,2,3%

que en Relatividad General se convierte en

0 o . |
del mismo modo que la conservacion de la carga se convierteen ) . =0.

P> Fluido perfecto

En un fluido perfecto en reposo las tnicas fuerzas entre volumenes contiguos

son perpendiculares a la superficie que los separa, cualquiera sea la

orientacion de esa superficie, y estan caracterizadas por una tnica magnitud:

la presion b . No existen fuerzas tangenciales o "de corte”. Esto implica que

el tensor de esfuerzos es isotropo,
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Por otro, en el fluido perfecto en reposo y en equilibrio termodinamico

no hay transferencia de energia entre elementos contiguos, por lo que la

forma que el tensor de energia-momento tiene en el sistema inercial donde

el fluido se encuentra en reposo es:
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Los valores de la densidad de energia @ y presion b hidrostaticos

caracterizan completamente al fluido perfecto. Estas dos cantidades se

relacionan a través de una ecuacion de estado que depende del fluido.

La expresion obtenida para el tensor puede descomponerse asi:
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De esta forma el ultimo término es proporcional al tensor métrico

(estamos trabajando en una carta cartesiana de Relatividad Especial).

Podemos asociar el primer término con la forma del tensor U*U?, donde

UL < dxv/ €8 la cuadrivelocidad de los elementos del fluido; en

la carta utilizada, que es una carta comovil, es U* = (¢,o,0,0):
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Asi concluimos que
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Pero esta relacion es tensorial; por lo tanto no sélo vale en la carta comovil

sino que vale en cualquier carta. Mas aun, no sdlo vale en la geometria de

Minkowski sino que vale en cualquier otra geometria con el tensor métrico

correspondiente, pues en Relatividad General rige el acoplamiento minimo.
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l> Campo electromagnético

El tensor nergia-momen I cam lectromagnéti
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En la carta cartesiana de Relatividad Especial es:
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T %/ essimétrico. En n=4 tiene traza nula: T";‘ =0 .

P Gas de fotones

Podemos considerar un gas de fotones como una configuracion donde el

campo fluctta al azar. Si hay isotropia los valores promediados son:
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Entonces el tensor de energia-momento promediado es
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que es el tensor de energia-momento de un gas de fotones, donde vemos

que la ecuacion de estado del gas es
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[» Teorema de la divergencia y conservacion

Ya hemos visto la forma integral de la conservacion de la carga, que involucra

el uso del teorema de la divergencia:
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donde @ es la carga contenida en el volumen™Y/". La forma manifiestamente

covariante de esta relacidn se obtiene a partir del teorema de la divergencia

cuadridimensional:
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Como ,)" ;.. = O (ecuacion de continuidad) entonces la forma integral de la

conservacion de la carga es
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que equivale a la relacién integral mencionada al comienzo. Recordemos que

AZ\L = My, AZ

donde m es la normal unitaria, y 8% es el volumen inducido en el borde 3U.
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Las hipersuperficies 1y 2 son espaciales; corresponden a subespacios de

eventos en un mismo instante t, y un mismo instante t,. Sobre esas

hipersuperficies los covectores m,. solo tienen componente 0, y las integrales

se realizan sobre el espacio a un dado t. Las integrales resultan en las cargas

evaluadas en los respectivos instantes:
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Como la hipersuperficie 3 es temporal, d Z(:) solo tiene componentes
espaciales; por lo tanto en la integral sdélo participan las componentes
espaciales de ;l" , que corresponden a la densidad de corriente: -bk )= .
La integral sobre la parte espacial 45 de la hipersuperficie 3 es el flujo de la
corriente. En caso que este flujo se anule, entonces la carga permanece
constante. Asi vemos que la ecuaciéon Iau )" J2 . - o efectivamente equivale

a la relacién integral mencionada al comienzo.

Queremos ver cudles son las magnitudes integrales conservadas que se

derivan de la ecuacion de continuidad

T ).l,_:O

Para usar el teorema de la divergencia en este caso, debemos recordar que
el mismo fue obtenido para un vector (no para un tensor); la demostracién
hizo uso de la igualdad V’“,. . = 1917 5. (191" v*) valida para vectores en
la conexion de Levi-Civita (también para tensores ﬁ totalmente
antisimétricos). De modo que T i ;k = 0 no lleva a la conservacion de la
integral { T“* L. sobre una hipersuperficie espacial. En cambio, si

encontraramos un vector tal que

(vai))k =9

entonces si podriamos concluir la conservacidn de la "carga’
-
P - (7w 43
z (espactar)

(en el sentido que toda variaciéon de P sdlo puede deberse a un flujo a través
del borde de ¥ ).
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La propiedad requerida para el vector V corresponde a
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°=(T““VL);.‘= T Ve T v,
S /
O '\’si.....;rrlco
= V(; LY = © V er ua Vector de KiQQ'\,r\j
=71

Cada vector de Killing conlleva la conservacion de una magnitud integral P

asociada a la energia-momento. Este resultado para sistemas continuos

es analogo al que ya obtuvimos para una particula libre, que dice que si \/

es un vector de Killing entonces se conserva p*V, .

El espacio-tiempo de Minkowski esta dotado de 10 vectores de Killing independientes (simetria maximal), que representan 4

traslaciones (en espacio y en tiempo), 3 rotacionesy 3 boosts. Asiresultan las conservaciones de la energia, momentos lineales y

angulares, y la relacion P = ¢ 2F iic de un sistema aislado (¢ es la velocidad del centro de inercia).

» Ecuaciones de Einstein

En Relatividad General las ecuaciones dinamicas para el campo gravitatorio-

inercial serdn ecuaciones para las componentes del tensor métrico. Una vez

obtenido el tensor métrico la conexion quedara determinada, pues la conexion

de Levi-Civita depende de la métrica y sus primeras derivadas. Para que las

ecuaciones sean independientes de la carta, deberan tener caracter tensorial;

deberan consistir en un tensor igualado a cero o, lo que es lo mismo, un

tensor igualado a otro tensor.

El potencial gravitatorio newtoniano esta gobernado por la ecuacidn

cte. de pravitscaa vawerss
/— J' Wy

1 v 2
VEd - 41609, 4 I _ amo .
4 d 2 4 )
t ) c 4
densidad .
de wgsa f densidad de
wtra o emecfiy e ref2ie

Joo de comnpo©
Lebil



Relatividad General (FCEN-UBA) - 2do. cuatrimestre 2021 - Profesor: Rafael Ferraro

Ahora bien, la densidad de energia es parte del tensor energia-momento, y

las derivadas segundas de la métrica son parte de la curvatura. Como el

tensor energia-momento es simétrico, Einstein pensé que deberia igualarse

al tensor de Ricci, que también es simétrico. Luego se convencid de que el
sector geométrico de la ecuacidn deberia poseer divergencia idénticamente

nula (esto es, independientemente de que la métrica cumpla o no las ecuaciones)
para imponer la conservacion de la energia-cantidad de movimiento. Esta
condicién de "conservacion automatica" es analoga a la que se tiene en el

electromagnetismo: dxF - ‘l“°*5 impone la conservacién de la carga (dx7- o).

Entonces Einstein concluye que es el tensor Gy = Qi'é -1 94 R , que
conocemos como tensor de Einstein y cumple que G:'a‘s . =0, quien debe

entrar en las ecuaciones. Las ecuaciones de Einstein

Gy =k T

son ecuaciones diferenciales de segundo orden no lineales que determinan la
dindmica del tensor métrico. La constante de proporcionalidad k debe
ser tal que permita recuperar la ecuacidn para el potencial newtoniano en el

limite de campo débil.

Tiempo después, y por razones que discutiremos luego, Einstein decidié
agregar un término que no afectaba ni la simetria ni la anulacién de la

divergencia. La propia métrica tenia esas dos propiedades; entonces propuso

Rij =5 a5 R=N gy = Ty

P
L_{i naturs (+ ---)
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Por el momento ignoraremos la constante /\ , que seria una nueva constante

universal a la que Einstein denomind constante cosmoldgica.

Tomando la traza de la ecuacion de Einstein original tenemos que

R—I—4R:‘/—T d/of\ét,-r':_r:b"‘
2
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Noétese que en todo evento donde haya vacio se anula el Ricci.

Consideremos un campo débil; luego existen cartas donde la métrica se desvia

poco de la de Minkowski: A= dug (1,-3,-),-)) +\«1(') | \k;3\<<1-

i 4

Aproximando al orden mas bajo en la perturbaciéon h, j 1o entraran en el
Ricci los productos de simbolos de Christoffel, que son cuadraticos en

derivadas de la perturbacion. Entonces
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En particular, en un campo estatico es h j,0=0,Y resulta
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Este resultado se debe igualara k ( T__ - + T) donde el propio T;; debe
2 )

ser entendido como una perturbacién. Por lo tanto, T, ~ T°° _ ¢. Ademas

Qo —

la materia no relativista cumple que b<¢<p = T =~¢ . Asillegamos a

G p~ = \ ~ k
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P> Conservacién automitica y libertad de gauge

La "conservacion automatica” de las ecuaciones de Maxwell y de Einstein no sdlo
impone la conservacién de las fuentes, sino que tiene un significado mas profundo.
En la conservacion automatica tenemos identidades entre las ecuaciones dinamicas
de la teoria; por lo tanto, las ecuaciones dinamicas no son independientes. Aunque
existan tantas ecuaciones dinamicas como componentes del potencial
electromagnético en el caso de la teorfa de Maxwell, o como componentes del tensor
métrico-en el caso de la Relatividad General, las ecuaciones no podran determinar

la totalidad de las componentes.

Como sabemos, de las cuatro ecuaciones dinamicas de Maxwell para el
cuadri-potencial, s6lo dos de sus componentes quedaran determinadas mientras que
las-dos restantes corresponden a libertades de gauge del cuadripotencial. S6lo dos
genuinos grados de libertad se expresan en las ecuaciones de Maxwell, que en el
caso de las ondas electromagnéticas corresponden a los dos estados de polarizacion

independientes.

De igual modo, las diez ecuaciones de Einstein no determinan las diez componentes
del tensor métrico. Si asi lo hicieran, no reflejarian la "libertad de gauge" de elegir
distintas cartas para una misma geometria. Las ecuaciones de Einstein son
ecuaciones para la geometria del espacio-tiempo que no suponen ninguna

"fijacion de gauge" respecto de la carta a ser utilizada; son ecuaciones que relacionan
objetos geométricos (tensores) independientes de la carta. En la clase siguiente
estudiaremos la propagacion de ondas gravitatorias, y veremos cuantos genuinos

grados de libertad expresan estas ecuaciones.

Asi como el primer teorema de Noether estudia las leyes de conservacion derivadas de
las simetrias "globales" o "rigidas" (independientes de las variables de integracion) de
la accién, el segundo teorema de Noether se ocupa de las simetrias "locales” o

" " . . . 4 . .

de gauge" que conducen a relaciones entre las ecuaciones dinamicas o sus derivadas
y la consecuente disminucién de los grados de libertad (algunas variables dinamicas

son "puro gauge").



