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Habiamos encontrado una relacion lineal entre z y la distancia actual o7 = a . |ax|

entre emisor y receptor, valiéndonos de una aproximacion de orden cero en el

integrando de

be R
2

0. =alayl=( _cd?

é Hiz")

La funciéon H(z) en el integrando expresa la forma en que evoluciona el factor de

escala del universo, evolucion que sera determinada por las ecuaciones de

Einstein. Aunque todavia no estamos resolviendo la dindmica para hallar esa

evolucidn, podemos lograr una aproximacién mas fina desarrollando el

integrando a primer orden en z, lo que supone contar con los valores actuales

de H y su primera derivada:

‘H('t)— I—l' .|.JH| Z+'--:H,.+AH c\tl 2 4.
dz | dt Lz |y,
2:o0
Ya hemos mostrado que dt _ _ alt)
d2 q_'_H‘_
Ademas,
dH _d & _ 6 _a* _ _2(1+q)
at 4t < o - Yd \ T7
donde definimos el parametro de desaceleracién q como
ity - 20
é"l.

Entonces, en el desarrollo de H(z) tenemos que

H) = H_,_-I—H, (‘L+ﬁ'_r)z+-..

Hba HY [1 - (1+9,.) z]
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Reemplazando en la integral, la distancia actual emisor-receptor resulta

2
a.lax| =0 ~ %ré [1— (1+g”)z'] d2' = %r[a-é(uq_,)zz]

P Distancia luminosa

Una relacion como la acabamos de obtener podria usarse para determinar
H. y 9. a partir de la observacion de z y Of . Pero no tenemos un acceso
directo a 0. . En Astronomia se utiliza el flujo de energia F (energia emitida
por unidad de tiempo y de superficie atravesada) y la luminosidad L del
objeto emisor (energia emitida por unidad de tiempo), para definir una
nocion de distancia llamada distancia luminosa d _tal que

Fo L

4T d?

Noétese que se usa una relacién euclidiana en la definicién, pues 4T d; es
el drea de una esfera de radio d, (imaginemos al objeto emisor en el centro
de esa esfera, y el detector sobre la esfera, a una distancia d, del emisor,
recogiendo un flujo F a través de la superficie de su boca). Mientras que el
flujo F es accesible a la medicion, la luminosidad del objeto L suele inferirse
de alguna manera (por comparaciéon con objetos similares de luminosidad
conocida, por ejemplo). Nos gustaria entonces traducir la relacion entre
T, y z que acabamos de obtener a una relacién entre d, y z. Para ello
debemos encontrar la relacién entre O, y d, . Por cierto en una geometria
pseudo-euclidiana estas dos cantidades son iguales, pero no lo son en la
geometria FRW. No son iguales porque debemos tener en cuenta que en F
la energia de los fotones se debilita por el corrimiento al rojo cosmologico, y
que el numero de fotones por unidad de tiempo también se debilita debido
al "retraso” producido por la expansidn del universo. Ademas debemos

considerar la curvatura espacial.
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La luminosidad L es el numero de fotones emitidos por unidad de tiempo,

multiplicado por la energia de cada foton:

L - (YN l’\Dg Pero l),- = (l+2-)-l De
éte ét,- = (1*27) ote

(la frecuencia disminuye, y el tiempo entre fotones se agranda; ambos efectos

son el mismo efecto). El flujo recibido esta debilitado por un factor (! + &)z.

Por otro lado la energia recibida se reparte sobre el area de una esfera, que en
la geometria FRW es 4t or £ (1ax1)” (sise prefiere podemos pensar que
N ~ 7
la fuente estd en ¥ ,=0; de ese modo es AY = X.). Entonces el flujo es
F — L
AT az{(jan)* (1r2)?

La funcién { () puede ser 7y, sen) o senh)L. En un desarrollo a segundo

orden en z, no cometeremos error si reemplazamos § (1ax!) = |ax| enlos tres

casos; en efecto, {(L)=X+O(y?), y al orden mas bajo es lax| = % . Entonces,

aH,

(L _\-a, flam) (1+2)~ o7 (1+2)
\4mF

d

)
=

Reemplazando en la relacién entre 9. y z:

di o~ S le-l(i+g)z?]
1y 2 Hot 2 .
Entonces
T z
(4,2Gpe) P 24 (0-9)2

La determinacion de d | requiere conocer el valor de L, lo cual supone establecer un conjunto de objetos
astronémicos que se comporten como candelas patron. Esta relacion permitié descubrir que la expansion
del universo se acelera: 4. <0 (Perlmutter, Schmidt, Riess, 1998; Premio Nobel de Fisica 2011).
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P Constituyentes del universo

El tensor de energia-momento del fluido is6tropo y homogéneo que llena el

universo, y actia como fuente de las ecuaciones de Einstein, tiene la

forma que conocemos en Relatividad Especial (en acoplamiento minimo

no deberian aparecer nuevos términos),

T2 (g+P) 0 0y <p 85
/AN Y

Q-

:?Jnafvr; Nooo

donde ¢ , p son los valores de densidad de energia y presion en el sistema

propio del fluido. Precisamente en la carta comovil es (* = d=*/ 7 =

=(<c,o,0,0)3luego U; =(<,o,0,0) enlasignatura +---. Asies
v

Toj = deg (pi-p.-p.=p)

Fl tensor T, cumple la ecuacion de conservaciéon T7;., = O :
v 07

0 = bo',;‘ + r.::' —rkd - \—:‘;TLI
e~
Ox bavig

De aqui saldrd una relacion entre o., ¢ y p como funciones de t. Para j=o es

1 a|.(\/ITI-T_I'~0\ — r‘okLTL'.-. = O
Vigi L ¢ /

En el primer término so6lo cuenta k=0, y en el segundo usaremos que *

o L3 - ol
r‘.,c,zO p ,,e:CIHSE

Asi resulta i1 Y lade)l= —3bc' a
3 N | -
o Ov

*Notese que la carta comovil no eslocalmente inercial.
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Es decir:

La conservacion de T* significa que la variaciéon de la energia contenida
en un volumen comovil (definido por valores constantes de ax, ae, ay) es igual
al trabajo de volumen realizado por la presidn, que es la ley para la expansidon

adiabatica de un fluido perfecto.
P> Ecuacién de estado

Para resolver la ecuacion del fluido precisamos una ecuacion de estado (una
relacion entre presion y densidad de energia). Trabajaremos con una

ecuacion sencilla que nos permite abarcar los casos de interés:

p =g

i) w=0: materia compuesta por particulas que no chocan ("polvo")

ii) w=1/3 : gas de fotones; y en forma aproximada para particulas ultra-

relativistas (energia cinética mucho mayor que energia en reposo)

iii) constante cosmolégica: ya mencionamos la posibilidad de incluir en las
ecuaciones de Einstein el término de constante cosmoldgica,

RY =5 65R-N & = L TH
t

Pasando ese término a la derecha, se veria como un tensor de energia-

5&’1\ ;‘l'ura + -

momento '|;\'-lj - % a;;S(L,L.L,s) que corresponde a
Qo= A - <A W, = -1
k . 3.4¢] A -

Utilizaremos la constante cosmoldgica como si se tratara de uno mas de

los constituyentes del fluido de materia-energia que llena el universo.
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Ahora podemos resolver la ecuacion del fluido reemplazando la ecuacion

de estado:

3 (1+uwr)
}O(t) OL(\) ' = congtante

i)w=0: ¢ - cte (la energia contenida en el volumen comévil -basicamente,
J

el numero de particulas- no cambia)

i) w=1/3: pol - C"{;C' (la energia del gas de fotones disminuye con la

o

expansion del universo debido al corrimiento al rojo)

iii) w= -1 (constante cosmologica): )PA = cte

En un universo en expansion el fluido con mayor valor de (g~ domina hacia

el pasado, porque su densidad ¢(t) crece mas rapido a medida que el factor

de escala a(t) se vuelve mas chico. Asi el gas de fotones dominé en el

pasado sobre la materia en forma de polvo, mientras que en el presente la

materia domina sobre ese fluido de radiacion. El fluido con menor valor de

s es el que prevalece finalmente, siempre que la expansién continde.
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P> Evolucién del universo
Debido a las simetrias de la geometria que surgen del Principio cosmolégico,
las ecuaciones de Einstein contienen s6lo dos ecuaciones diferentes: la

componente diagonal temporal, y una cualquiera de la diagonal espacial,

L2 Z
t eaporad « ar L Ke o sl (1)
a r 2C ecuacion
HL _V de valore, inicisles
sapaciak 28 & K. 36 b (1) ()
o ot a* c?
.
2H+3H*

La segunda puede obtenerse derivando la primera y combinandola con la
conservacion de la energia-momento. Las ecuaciones no son independientes
porque estan ligadas por la conservaciéon automatica. En todo caso, la
primera, que es de primer orden, manda porque restringe los valores

iniciales de la segunda (que es de segundo orden).

Si restamos estas ecuaciones obtendremos ur @

2 Q NG ‘ P
=-S5 (r D)

Esto es interesante, porque dice que la expansion se frena siempre que el
fluido tenga a5 > — /3 . Como dijimos, hacia el pasado domina el fluido con
mayor us ; basta entonces que el universo contenga un fluido con a4y > - /3
para garantizar que @, < o, al menos en el pasado, y que el factor de escala
se anule en algun tiempo pasado finito. En ese caso, la evolucidn del universo

comienza en un Big-Bang donde las distancias se anulan y las densidades

divergen.
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/ evolucidn ¢on a>o {A}gamlo'n) ‘Y
/ .C.L< O (Jc&)cd&radaén)

t diai.endg f;o cvando a.=0

Las observaciones muestran que la expansion actual es acelerada, lo que indica

la existencia de un constituyente con W < -1/3 que domina en la era actual,

luego del dominio de la radiacién primero, y la materia después.

D> Solucién para espacio plano y un tGnico constituyente

Si el espacio es plano (K=0), conviene combinar las ecuaciones de Einstein

en la siguiente forma:

NG

CL | S}
(Lt p
Dividiéndolas: _H -3 (e S N I
2~z v \A) “=2V
Si Wt -\ =S | _ 3 ((.u)t (elepianos pue tz=o
[ s H 2 \ 7 \ a 7
sea of 9&/—84-5! a(a):e)
La edad de este universo es >
T’ho
‘a 3(\+W)Hk.‘\ N
)
W W=o,
. i& eded resvlta chicar
- -\
donde Hlmm = Yo b SI MF" ~ I / !M U.\frclla.g "“é”& Son
! 14 x 107 Jios wa Bnt‘\.‘uu.\
Comm H=d hia 5 ba= 2 (db by = cte t 0
it = R e )
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Cowbinando dos resvltados:

W o £ oc o (1021 5 | HP(2) = M, (1+2)>17"

Por otro lado, la densidad de energia del tinico constituyente cumple que

f(t) q‘(t)"b(&-vu‘) — congtante = f(t) o t72 ¢ H*

(también resulta de la ecuacién de valores iniciales)

P> Universo de de Sitter

Si el tinico constituyente es la constante cosmoldgica (w = -1) entonces H

es constante. Por lo tanto el factor de escala crece exponencialmente,

3H2= T G ?A = C-‘j\ = a,lt) = cte EXF[V_%- Ct]

c?

umverso de de Sitter (K =0)

P> Einstein y la constante cosmoldgica. Universo estdtico de Einstein

Einstein introdujo la constante cosmoldgica por dos motivos. Por un lado le
molestaba que las ecuaciones de vacio tuvieran a la geometria de Minkowski
como solucidn. Pensaba que esto violaba el espiritu del Principio de Mach,
pues esa geometria posee sistemas de referencia privilegiados sin materia en
el universo a la cual atribuir ese privilegio (un privilegio sin causa fisica).

Por el otro lado, Einstein era consciente de que las ecuaciones con materia
daban soluciones que evolucionaban en el tiempo; pero Einstein pensaba que
el universo era estatico. Con la introduccidn de la constante cosmoldgica,
Einstein buscé eliminar las soluciones de vacio, y ademas obtener una
solucion cosmoldgica estatica. En el universo estatico de Einstein hay

dos constituyentes: la constante cosmologica (w =-1), y materia en forma

de polvo (w=o0). La solucion estatica se logra con K > 0. Einstein quedé
satisfecho con un universo estatico y cerrado, porque careciendo de borde
no precisaba de condiciones de contorno para ajustar la solucion; asi la

solucion parecia satisfacer el Principio de Mach.
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Las ecuaciones estaticas son:

z
(1): |<cz _ S’nb(gth,Y_A_\ (@) Kt _ _gn‘G{bm‘ti-lbf\
n 367' / a_" Cl \\ !
4 4
=0 =—€l\
Restandolas: O= Puwat —2954 = | P =20, - _¢c* A
' T T 4w6

[
KC:MfA:J!\ = K _ AN «— Unwerso de
df Eias¥ein
(A>0,¥>0)
Luego veremos que el universo de Einstein es una solucién inestable.

Inmediatamente después de que Einstein se valiera de la constante cosmoldgica

para impedir que Minkowski fuera una solucidn de vacio, de Sitter encontré

una solucion de vacio con constante cosmoldgica libre de singularidades.

Mas tarde Einstein dira que la introduccion de la constante cosmoldgica en

sus ecuaciones fue el mas grande desacierto de su vida. Hoy en dia, la

constante cosmoldgica parece ser la mejor forma de explicar la aceleracidon

de la expansion del universo descubierta en 1998 (Perlmutter, Riess).

Como toda solucion de vacio, la solucion de de Sitter tiene escalar de curvatura

constante. En efecto tomando la traza de las ecuaciones de Einstein de vacio,

QL'\—

s
4 l

gaR —Nagy-0 =5 R_2R_4N=-0 =>R=-4A
0% 07

Signdtvrd +--- sigastued 4o

La geometria de de Sitter puede presentarse en diferentes cartas. En una

de esas cartas corresponde al universo plano de de Sitter, que ya hemos visto.
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Pero de Sitter (1917) obtuvo la solucién en una forma estatica:

ds? :(l—g Z") AdT? _ 432 —77' (clez-l-senze cthz)
A} 3 ~ \ v

' 1-A g
A g

El cambio de coordenadas que lleva esta solucion a la forma de universo plano

fue hallado por Lemaitre en 1925, y es valido si A >0:

K:O! alt) = cte EXP[l'/_%-Ct] )

y existe otra carta donde la solucion se ve como un universo cerrado,
K=1, a,l‘_l',_)—_\E C‘DSH‘—I/_A ct]
YA~ Ly 3 ]

Si A< 0 existe una carta donde la solucion se ve como un universo abierto:
K=-1, alt)=y2 cos[,[A ct'] "t -de Sitter”
4 Y-\ LY 3 1

Siendo una solucidn de vacio, la geometria de de Sitter carece de un fluido que

privilegie una foliacién. Puede demostrarse que la solucion de de Sitter es

la geometria de un hiperboloide de 4 dimensiones sumergido en un espacio de

Minkowski de 5 dimensiones. Es una solucién de simetria maxima, ya que el

grupo de Lorentz en 5 dimensiones (10 generadores) deja invariante el

hiperboloide. Si A > o el hiperboloide puede ser "cortado” (foliado) en un espacio

homogéneo y un tiempo de dos maneras diferentes, lo que da lugar a los dos

posibles universos de de Sitter (plano y cerrado). En el caso plano (K=0) la carta

S, tecre T Eecte

K=0 ) ; K=1

solo cubre la mitad del hiperboloide:

Si A <0 (anti-de Sitter), el hiperboloide estd volcado y slo permite realizar un universo abierto (K = —1).

Si A= o la solucidn de de Sitter se vuelve la geometria de Minkowski, que

también admite ser "cortada" de distintas formas. Asi podemos verla como

un universo plano con factor de escala constante, o como el universo abierto

et )
de Milne: K - -\ ‘ Q,l'\'.') = Ctl \.l/L, = cte

| s




