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(> Lentes gravitatorias (BLLL-.a;. i-Sekacider, Elers 5 raz“)
-Cidrrolp

Consideraremos el fendmeno de lente gravitatoria en la geometria de
Schwarzschild, y en la aproximacién de campo débil. Hemos visto que, en

estas condiciones, la luz se desviaunangulo § = 2€ = 21

d \ P;r.‘u-l-cfro

Ae. ;Au-a- >0 i'o

Esta deflexidon de rayos de luz semeja la que se produce cuando la luz pasa por
una lente convergente, cuyo centro corresponderia al centro de la geometria

de Schwarzschild. Sin embargo hay una diferencia: en el caso de una lente
convergente, la deflexién aumenta cuando aumenta el parametro de impacto,
mientras que en el caso gravitatorio sucede lo contrario. Asi en 6ptica las lentes
convergentes enfocan rayos y pueden producir imagenes reales; en gravedad
esto no ocurre. No obstante la desviacion gravitatoria de la luz produce
distorsiones en la percepcion de las posiciones y formas de los objetos celestes,

pudiéndose formar imagenes multiples.

Para estudiar la cuestidn es tutil aproximar la trayectoria de los rayos mediante
sus asintotas. La Figura siguiente muestra la trayectoria de un rayo en el plano
que contiene la fuente, la lente y el observador. Supondremos que todos los

angulos son pequeios.
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La alteracion de la visual a la estrella es el anguloec = © - p

e—ﬁ=d=& = g S
{ d.

= de 4 d. d, ct O
Entonces
7
B = 0o - S
' 2)
Ecvacion de 1> lente (defleyion debif )
donde
QE = \/ 4GM O‘LF —\ 2rsdie
JLAF 01. V ALJF

Hay dos valores de © que resuelven la ecuacién de la lente:

@i:—lz((%ivlea+4eg) / e+7ﬁ , e_<o
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Entonces hay dos imdgenes, con una separaciéon

e,-6_= \/@"+4eg , ademas e o,+o_=f

La imagen que se observa bajo el angulo ©_ tiene menor parametro de

impacto (por lo tanto, mayor desviacidn) como se ve en la Figura siguiente:

Imagu\l
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Para que valga la aproximacion de campo débil debe ser d, 6. >> r_ . Si

la lente no es puntual, la Imagen 2 podria ser obstruida por el cuerpo del objeto

que actua como lente.

En el caso =0, cuando la fuente, la lente y el observador estan alineados,

hay una unica solucién B = ©, ; la imagen deviene en un anillo ("anillo de

Einstein")

N
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e

Fuente ‘< Leate. & |

/’u/7>/7/
Iw;gﬁr\

Esta claro que para que el anillo sea observable &, tiene que ser mayor

que el angulo subtendido por el cuerpo del objeto que actua como lente.
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Si (5 se aparta de cero entonces vale que ©, > ©_y |e_| < S¢.

El orden de magnitud de ©¢ puede variar desde milésimas de segundo de arco
hasta segundos de arco. Para una lente de masa comparable a la solar (r; es
igual a algunos kilémetros), y distancias interiores a la galaxia (digamos

S~ Lhkpe =3 x10% Lu ) €S O ~ 1o~% = 2 milisegundos de arco. Pero
también hay "lensing" a escala cosmoldgica, donde la lente puede ser un camulo
de galaxias, y las distancias involucradas llegan a cientos de Mpc.

En el caso cosmolédgico debemos tener en cuenta que la relacion entre distancia
y angulo no es la de la geometria de Euclides, como venimos usando en la
aproximacion de campo débil de la lente de Schwarzschild. En ese caso las
distancias de las expresiones que hemos utilizado corresponden, en realidad,

a la nocién de distancia didmetro-angular que veremos luego (en particular,

no tendria sentido reemplazar d¢ por d +4.¢).

[» Magnificacion de la lente de Schwarzschild

Sea una fuente extensa que subtiende un angulo J g en el plano OLF. Como
P es pequeiio, el angulo sdlido subtendido se aproxima por 2 dg dp . Las

respectivas imagenes subtienden los dngulos sdlidos ©, de, d¢

F__dp La magnificacion y de la lente es
Sea p Iy Iy el cociente entre los angulos sélidos
subtendidos por la imagen y la

fuente:

o,de,
A e

s =
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Como ©, =8 (i i\/ 1 +4 e_eL) , entonces
= YA pz.

—\2
{ % 1+49_‘)

,J.._l_: ( \/ @?‘ :i i +\/1+4%’: + 2 ;
4\/1-!-4?_9; - \/14—49_5

pz.

lo que implica que las dos imagenes tienen distinto brillo.

La primera deteccion de una doble imagen ocurrié en 1979 (Walsh, Carswell
y Weymann). La fuente es un quasar a z=1,4; sus imagenes estan separadas
por 5,7 arcsec. La lente es una galaxia a z=0,35.

El primer anillo de Einstein (incompleto) fue observado en 1988, en emisiones
de radio. La siguiente Figura muestra el primer anillo de Einstein completo
detectado, que corresponde a un quasar a z=1,8; en el centro de la imagen se

ve la galaxia que actiia como lente.

05"
B1938+666. arXiv:1206.1681

. , . Imagenes en forma de arco producidas por el
* Andrew Fruchter (STSch) et o, WBC2, HST, NASA -NASA cumulo Abell 2218
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P Distancia diametro-angular

1 , D
d, = Y
A©

Por supuesto d, no es la distancia real a la fuente, pues no toma en cuenta

la geometria del espacio-tiempo; es s6lo una definiciéon, como lo es también la

distancia luminosa d,. En la geometria FRW el didmetro propio de la fuente

en el instante de la emision es

D= a, f{iaxl) ae
et

Ab
R\

/ 'W \ Entonces (‘1+})" ~ |av|
B0y U e s = e o fuen)
’ v
137 il A

Ar d {1+2)"

Es decir,
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(ai,lpt-'ung: Corcolf)
P> Diagramas de Penrose

Los diagramas de Penrose, o diagramas conformes, buscan capturar la
estructura causal y las propiedades globales de un espacio-tiempo en un
grafico bidimensional. La idea bdsica es encontrar coordenadas donde los
conos de luz se vean a 45°, y los infinitos pasado, futuro y nulo correspondan
a valores finitos de las coordenadas. Para que el diagrama sea bidimensional,
el espacio-tiempo considerado tendra que tener suficiente simetria; de esa
forma cada punto del diagrama representara una determinada subvariedad
(usualmente, una 2-esfera). Una transformacion de coordenadas que asigne
coordenadas finitas al infinito, conducira a algun tipo de singularidad de
coordenadas en las componentes del tensor métrico. La idea aqui es que esa
singularidad se manifieste en un factor conforme; esto es, que la métrica

resulte proporcional a una métrica libre de singularidades:

3&.) = W(z)z 5‘,)
£ (Ac'ror conforiue
Como el factor conforme no afecta la estructura causal (no cambia angulos;
los vectores nulos se mantienen nulos), entonces bastara hacer la

L4 ’ . ~ .
representacion grafica de %iy> atendiendo al rango de coordenadas que

4
resulten del cambio de carta.

El ejemplo mas sencillo es el espacio-tiempo de Minkowski, que en

coordenadas esféricas es

dst = Adt - det_r2 40" —w<tdeo , ogrcw

o en coordenadas nulas radiales, w-ct-r 1 V=clsr (cw<¢wrio, wev),

ds? = dudv — JZ\ (r-w)2ant
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Para darle coordenadas finitas al infinito proponemos el cambio de carta

Uz oretan &, Voaefan v, T (ol , =T vl VLV
2 2

y el intervalo resulta

dsto 1 [ 40dV - seq (v-u) d]
4 cos*y cos?y L -

*

Ahora hacemos T=U+V , X=VY-0 , osY<®W , |T|+X<T

para llegar a

ds? — 4 [ 47 _ dYX* = sery d@° ]
(cos T+ceesy)* L ' ! 1

La métrica entre corchetes es el universo estdtico de Einstein. Por lo tanto,

la métrica de Minkowski 9 €s conforme a la del universo estatico de

Einstein %"i ; de manera que comparten la estructura causal. En esta carta

los rayos de luz radiales tienen lineas de universo a 45°, T=%* X +<te, tanto

en Minkowski como en el universo estatico de Einstein. Pero mientras en

el universo estatico de Einstein las coordenadas barren el rango -wc¢T<w ,

o<s\<m, el espacio-tiempo de Minkowski corresponde al rango o< X<T,

T+ A<TC,
o R
o e
TF-7t Iu
C=-0
‘/>\‘§ ~— ‘ \\‘J+ t=cte
/‘~> :_.A“ s O
1 Y T \Uo 9¢ Wt
| G /s

/}, '/L_

universo de Einstein: cada punto

diagrama de Penrose para
representa una 2-esfera de radio 5en ¥

el espacio-tiempo de Minkowski

*SiT>0es ITI+X =2V < W.Si T<0es ITI+X=-2U<T.
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4t @ futuro temporal infinito T =m, % = o0 : es un punto (no representa una 2-esfera)

infinito espacial T=0, ) = 7: es un punto (no representa una 2-esfera)

o pasado temporal infinito T = -7, % =0 : es un punto (no representa una 2-esfera)

+ -
J ("scri" +) futuro nulo infinito; es una superficie nula adonde van los rayos de luz radiales
J7: ("scri"-) pasado nulo infinito; es una superficie nula de donde vienen los rayos de luz radiales

Todas las geodésicas temporales de Minkoswski vienen de &~ yvana ¢* (con
el tiempo propio yendo a + @ ). Todas las geodésicas espaciales vana i°.

Los rayos de luz son lineas a 45° Una linea de universo de particula puede ir
hacia J" (o venir de 77) si es asintéticamente nula (por ejemplo, la particula

uniformemente acelerada).

En realidad v+, i, %°, U+, J” no forman parte de Minkowski. Estos bordes

son el infinito conforme; su unién con Minkowski se llama compactificacion

conforme, que es una variedad con borde.

Un espacio-tiempo tiene una region asintoticamente plana, si esa region

comparte con Minkowski la estructura J" i° J-.

P> En un modelo cosmoldgico FRW plano, la métrica es conforme a Minkowski:
dst = c*dt'—ar)’ (drr+ r2da?) - o () (dn* - drt-r2da*)
—— ——
Minkowskl

donde 47 = cdt esel "tiempo conforme".
alt)

Esto sugiere que el diagrama conforme de esta cosmologia es el mismo de
Minkowski. Sin embargo debemos poner atencién en el rango que cubren las

coordenadas. Por ejemplo, para un Unico constituyente con w~ > - L resulta
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o (t) = ete £

2 13w

Entonces }70( S t-a(\»,w) dt — S(I'H‘r) tj(l-rh!')

- {+3w

Siw > -1 entonces el instante t=0 (cuando se anula el factor de escala)

corresponde a 1] =0. Esto significa que el diagrama de Penrose para el modelo

cosmoldgico en cuestion sélo cubre la parte n>o del respectivo diagrama

de Minkowski: .+ '

L ,r=cte

J \'Ns'msuht'ulMl

Que la superficie J sea espacial en lugar de nula, implica la existencia de

horizontes de particula: en cada evento P existen galaxias que no son visibles,

y que no influyen causalmente sobre P.

N _
\W I'nes de vavverso de uvna J‘Iw"\
(f:&l‘t)

\BPF\

N\

g'\nfular'\daé.
J

P> Universo de de Sitter: la geometria de de Sitter es la de un hiperboloide de

4 dimensiones sumergido en la geometria de Minkowski de 5 dimensiones.

En la carta que cubre todo el hiperboloide, el intervalo

tiene la forma de un FRW cerrado:

dst = L4t - % coshz‘[‘/_% CE] (Axl-!—Sen"XAQ}) [jl(:l
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Introduciendo el tiempo conforme alc)" = < dt

Foos [/ <t

es decir Senn = 1 O<V)4T6

{ cosh [V—% CE]

-

N

el intervalo del universo de de Sitter queda

dst = 2 Seatn (dy*- 3K - Sen')calgf)
PAY { o -

~"

Universo de Einstein

de Sitter es conforme al universo de Einstein, pero la carta que cubre toda

la geometria de de Sitter s6lo cubre una parte del universo de Einstein, pues

0 { n <4 m . Asiel diagrama conforme para de Sitter es un cuadrado
4

+
e J

il | y=nf | .
& , \ lines de uaiyerso
o) = ' N de vay gqalayiy
PRy e S 4 |
=k f?' /| \“’. J (X = ete)
—t -
n _ /I o 22 / |
| |
/ : — /’— - . | | sid ( 'J+) es espacial se forman
/[\ k 4 | 4 ) ') =0 , / N\ N=0 | horizontes de particula
| C:D . | - (horizontes de eventos futuros).
universo de Einstein: cada punto representa diagrama conforme de la geometria de de Sitter:
una 2-esfera deradio sen ¥ cada punto representa una 2-esfera de radio sen ¥

p El diagrama de Penrose de la maxima extensidn analitica de la geometria de

Schwarzschild es

/ i j Las regiones externas son asintoticamente planas

\ = /\ / (el infinito conforme es como en Minkowski).
:\7

f:D



