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P> Aproximacioén lineal. Ecuacién de ondas con fuentes

Habiamos linealizado las ecuaciones de Einstein para obtener que la

perturbacién de la métrica de Minkowski obedece la ecuacién de ondas en

el gauge de Lorenz:
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Notese la compatibilidad del gauge de Lorenz con la conservacion de T, .

(conservacion automatica). La solucion retardada de la ecuacidén de ondas es
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donde r es el punto campo, la integral se realiza sobre las posiciones 2 de

las fuentes en el tiempo retardado t_... Damos por conocida esta solucion,

asi como el cumplimiento del gauge de Lorenz, porque el problema es

enteramente analogo al que se presenta para el potencial electromagnético

A, en su relacion con las fuentes }u .

Si las fuentes estan localizadas podemos considerar la aproximacion de

campo lejano. En ese caso, tomando el origen de coordenadas préximo a

las fuentes, tendremos |¥|>> |Z] :
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En el integrando aproximaremos el denominador por |7F-%| ~ |FI.

Para hacer la misma aproximacion en el tiempo retardado debemos ser mas

cuidadosos. Para fuentes monocromaticas de frecuencia w tendremos

wt v Wt -W |7+ W PR
= [
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Si despreciamos el ultimo término estariamos ignorando los desfasajes

debidos a que las fuentes no emiten todas desde un mismo punto; eliminar

ese término equivale a considerar que las fuentes estan ubicadas en el

origen de coordenadas. Esos desfasajes son despreciables cuando la longitud

de onda es mucho mayor que el tamano de la fuente, € -> b ; dicho de

W

otra forma, cuando el periodo de la fuente es mucho mayor que el tiempo

que tarda la onda en recorrerla (la fuente varia "lentamente"”). En ese caso

la perturbacién se aproxima por

hy(t?) e 46 Ty(t-r , 3) 2ix
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Nos concentraremos en el sector espacial de la perturbacion, porque

podemos usar el gauge de Lorenz para obtener las restantes componentes.

En efecto para fuentes monocromaticas, el gauge de Lorenz queda

T k o Y = —_
o=h% k=LY, +ho = twhe £+ R
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Los indices soben y bajan
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Para llevar el integrando a una forma diferente, consideremos la conservacion

de la energia-momento (no usamos derivada covariante porque T;; es del

mismo orden que la perturbacion):

a;Tz(j =0 = EODLTL{') -~ O
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También la ecuacion de conservacion implica que 43T = ©

es decir, A 92T°°‘+ TP _ o

ot o B 9™

Restando las ecuaciones, y usando la simetria de T .

s az-l-oo a’-TP'(

¢t otr axfax”

Multipliquemos este resultado por =¥ x* e integremos:

¢ o | ) 2xf ax™ )

En el dltimo paso hemos integrado por partes dos veces (no hay término

de bordes porque T* se anula fuera de la localizacion de las fuentes).

Reemplazando en [

T 2
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Definimos el tensor de momento cuadrupolar de la densidad de energia (es

un tensor frente a rotaciones espaciales en Minkowski):

Ie(p . ( TOo° % »B d3x

L

Entonces

En la aproximacién mas baja, la radiacién de una fuente localizada que
varia lentamente es la radiacion de un cuadrupolo puntual. La doble derivada

temporal indica que la perturbacion es proporcional al cuadrado de la

frecuencia. La ausencia de radiacion dipolar gravitatoria se debe a que el

momento dipolar de la distribucién de masa de un sistema aislado no puede

variar porque se violaria la conservacidn (automatica) de la cantidad de

movimiento.

D> Estrella binaria: consideremos un sistema de dos estrellas orbitando alrededor

del centro de masa comun. Para simplificar supondremos que las dos estrellas

tienen la misma masa M.

En la aproximacién newtoniana es

GM _ a*Rr
2 e~
(ZR) acgntrln‘geti

{-uerl—) P’
l_.n'\.-\hA de A28

La frecuencia angular de la érbita resulta Q= | / GM
I 4R?
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La densidad de energia se escribe como

T =M §) | §(x-Rew at) §(§-Rswmat) +
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y su momento cuadrupolar es
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Notese que la traza de la perturbacion es distinta de cero
— - — —o
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qovee de Loren:
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Recordemos que la perturbacion de la métrica es K £ =h;; -4

+h»lo
d 0
que significa que la componente zz es no nula.

Para pasar esta solucion al gauge TT, ver Problema 32 en Schutz Seccién 9.7.

Notese el caracter no-machiano de la solucion: un efecto fisico como la emision de una onda gravitatoria
se produce por la rotacion de dos cuerpos en un espacio por lo demas vacio.
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Bibtlo; : Carrall

P> Pérdida de energia por radiacién gravitatoria

primeras derivadas de la métrica se anulan localmente mediante un cambio

de carta). Sin embargo, en soluciones asintéticamente planas es posible dar

una definicién global de la energia de la solucion. Aun asi podria pensarse que

en la aproximacidn lineal, donde la perturbacién h;; es vista como un campo
v

que se propaga en la geometria de Minkowski, deberia existir una nocién de

densidad de energia para ese campo. La energia de un campo, como el campo

electromagnético, es cuadratica en el campo; esto obliga a avanzar un orden

mas en el desarrollo perturbativo:

q;i = n.. + L\“.l. + \’"f).
d 7 19 “d “9

donde V¥ = ¢J (|L" |*). La expresion linealizada del Ricci, que usamos
<) *4 7
hasta aqui, debera ahora incorporar términos cuadraticos en la perturbacidn:

)

Re; = Ry + Q(;z-.‘
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Las ecuaciones de Einstein de vacio, R.; = 0, se deben cumplir a cada orden:
)

ler orden: R (‘_'; [ \ﬁ"‘} = 0O (es el orden ya estudiado)

2do orden: 22{} [ﬁ“" o 2(1) [km}

Vamos a usar esta ultima relacion para armar una ecuacion de Einstein para

(2)
Wi

‘)

(" [ k"')] |_

en el siguiente sentido:

. IR (") 4
El miembro derecho es cuadrético en h;;, y actiia como la fuente en una

v
. NI () -
suerte de ecuacion de Einstein lineal para h; . Con el espiritu de ver al
I

segundo miembro como el tensor de energia-momento correspondiente a

. (1)
la perturbacién L\q , lamaremos

' |_( me\«m] _ L, thz\l'w)'l \
A

ij = —

Como el miembro izquierdo de la ecuacidén de Einstein es lineal en la

perturbacidn, y vale la ecuacion de ler orden 2 [()] - o, podemos
L) L J

resumir diciendo que si Q; = Wiy + h,;, entonces la perturbacidon h;; cumple
O U ¥ !

que

R[] =L My RV W] = k t,; [W]
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. o (e ) LM 4',‘ 0 _
Es facil verificar que 'a‘_(g j [\,,] _ % n i R [h] ) -0 v W
de modo que tenemos la conservacion automatica de la fuente en la

geometria de Minkowski:

a;, tbd =0

La principal limitacion para interpretar a t“ como un tensor de energia-
momento para la perturbacién lineal b’ no es la falta de comportamiento
tensorial ante cambios de carta, pues no puede esperarse que lo tenga en el
marco de las aproximaciones realizadas (si es tensorial ante transformaciones

de Lorentz). El peor obsticulo es que t“ no posee la invariancia de gauge

caracteristica de la aproximacion lineal (la transformacion de gauge es

m [ S A
l"*-(j - HL:) +7i4 t9),. ) esto se debe a que £ “J se construye con 2(:-) ,

mientras que la invariancia de gauge es propia de R (._; d
Como deciamos al comienzo, no es posible esperar encontrar una buena
definicidn de densidad de energia, siendo que las primeras derivadas de la
métrica se anulan localmente mediante un cambio de carta. Tal vez la
informacién necesaria para definir una densidad de energia podria recogerse
promediando en regiones del tamafio de varias longitudes de onda.

Con ese fin, promediaremos a cero todos los términos que sean derivadas

de funciones oscilantes,

<QoiX> =0
lo que nos permite integrar por partes como:

<A9:B>=-<BoiA>
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() L
y asi convertiremos los términos de Rij; que tienenla forma W2 h en

términos cuadraticos en derivadas primeras. Después de un largo calculo

resulta

<‘ta‘}> = Lhwe,i Wy —hip b,y —2 l"u"‘\"l““'b)>

£
4k 0 v

que resulta invariante de gauge. En vacio siempre es elegible el gauge T'T,

L\:O

! \'\k‘.k=o (sate ded pdose de Loceny)
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Luego:
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P> Energia-momento de la onda plana

TT 2
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I» Estrella binaria

y el flujo de energia por unidad de tiempo sobre una superficie esférica en

el infinito es :
mor uu.»l vnlhflé -

P = ( <t°;'> m; ttdQ , M. -(o x Yy t)
J Mo
Seo

El resultado para la estrella binaria que ya hemos considerado es (hay que

pasar la onda al gauge TT):

P- 128 ® gm*R4.a‘ = 2 G M5
5 T cfRs

 pulssting source of radio
¥ v J ]

> Pulsar binario PSR 1913+16
L ssceasion rects r) declinaCion

En 1974 Hulse y Taylor descubrieron un sistema binario formado por un

pulsar y una estrella compaifiera. El pulsar es una estrella de neutrones en

rotacion rapida. Posee una emision electromagnética muy colimada que se

comporta como un faro. Cuando la emision se dirige hacia nuestro punto de

observacidn, registramos un pulso en ondas de radio. El estudio sistematico

de la variacidn de los tiempos de llegada de los pulsos permitié establecer

el radio de la 6rbita del pulsar; pulsos emitidos desde el punto mas alejado de

la orbita llegaban 3 s atrasados respecto de los que se emiten desde el punto

mas cercano de la orbita. La velocidad orbital se obtuvo de los corrimientos

Doppler al rojo y al azul. Asi fueron determinandose todos los parametros:
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distancia: 6,4 kpc

masas: pl’llsar 1,4 Mo companera 1,38 Mo
periodo orbital: 7,75 h
periastro: 1,1 Rg apastro: 4,8 Rg

corrimiento del periastro: 35000 veces el de Mercurio

periodo del pulsar: 59 ms

Usemos la expresion de la potencia total emitida en ondas gravitatorias

(aunque no estemos ante una Orbita circular): P ., 3x 10?4 W

Por otro lado, la energia mecanica del sistema es

2
EN\\Q‘ = M n-’: RL - (’M
ZR
cinetica - S poteaciat
Usando la ecuacién de movimiento @*R* = G_: resulta €,.ec = - OM
aR
La potencia radiada debe traducirse en una disminucidn de la energia
mecanica del pulsar binario:
P_ dEmec_  GM* R - 2 G'M* _ _gmap
dt 4R* ) > s RS 4R
= |—2 - _ 2 GBMB N_L,xlo-las_‘ (_ _&-&L Je.)c-.;creL-aag>
’ R 5 Rl' cs \ 3 Q. ecuscSade m\)

La radiacion de ondas gravitatorias produce un efecto acumulativo sobre

los parametros del pulsar binario (disminucidn del radio orbital, aumento de

la frecuencia orbital). Hulse y Taylor observaron durante mas de una década

los parametros del pulsar binario, registrando un total acuerdo con la

prediccion de Relatividad General (Premio Nobel 1993). Otros sistemas del

mismo tipo han mostrado resultados similares.



