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B[l,blaJ : Carcoll
P Teorema "no pelo”

Las soluciones estacionarias de las ecuaciones de Einstein, de tipo agujero
negro asintdticamente planas, acopladas al electromagnetismo, que no posean
singularidades fuera del horizonte de eventos, estan completamente
caracterizadas por la masa, la carga eléctrica (y magnética, si la hubiere),

y el momento angular.

Si hubiera otros campos de largo alcance actuando como fuentes, podrian
" " .
aparecer otros "pelos”. Pero la idea general de este teorema es que unos pocos

parametros caracterizan completamente la solucidon.*

Como estas soluciones son vistas como el estado final del colapso
gravitatorio, llama la atencidén que el estado final no guarde el registro de
ninguna otra caracteristica del estado inicial (por ejemplo, el objeto que
colapsa podria no ser simétrico, etc.). Esto significa que la diferencia entre
los posibles estados iniciales es radiada en forma de ondas gravitatorias

durante el colapso.

D> Horizonte de eventos

Asi como sucede con la solucién de Schwarzschild, esperamos que otros
tipos de agujeros negros también posean horizontes de eventos. El horizonte
de eventos es una propiedad global de la solucién, que proviene de su
estructura causal. Se trata de una superficie nula que separa aquellos eventos
que admiten una conexién causal con el futuro nulo infinito, de aquellos
otros eventos que no lo admiten. Como se trata de un concepto global,
dificilmente puede ser capturado en términos de una carta. Sin embargo,

los horizontes de topologia esférica asociados a soluciones de tipo agujero

negro pueden ser caracterizados de esa forma si la carta es apropiada.

* Se trata de una conjetura que tiene demostraciones en casos especificos o bajo hipotesis adicionales.
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© En una geometria estacionaria debe existir en la region externa un vector de

Killing temporal K =d_ ; podemos elegir una carta tal que 2 3 = 0.
ot ot 04

© Enlas hipersuperficies t=cte elegiremos una carta (r, o, ¢) tal que la

métrica se vea en el infinito como Minkowski en esféricas.

o Supongamos que cuando r decrece desde el infinito las hipersuperficies
r=cte son temporales hasta volverse nulas enr=r, (yparatodoe ,y ).
En tal caso, para regresar desde r < r, habria que atravesar una superficie

nula, lo cual esta prohibido (no se puede superar la velocidad de la luz).

N~ ~
© Como dr esla 1-forma normal a las hipersuperficies r=cte, dr deberia

hacerse nula enr = 1, ; es decir,

O:E(EIT-,Z-):B" en =T,

Entonces la ubicacién del horizonte satisface rr _
9 (rH) - 0

Esta sera nuestra forma de aproximarnos a la nocidén de horizonte. Los
diagramas de Penrose de las soluciones que vamos a mostrar confirmaran
que es la forma adecuada. Puede inquietar que la posicion del horizonte

se obtenga a partir de %"" en lugar de A - En las soluciones con rotacion
sucede que el sector temporal de la métrica es no diagonal en la carta usual;
aparece una componente {4ty no nula. Resulta entonces razonable que la

rv

ubicacion del horizonte quede asociada a la anulacion de g
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P Geometria de Reissner-Nordstrom (agujero negro cargado)
En la misma época de la solucion de Schwarzschild se obtuvo también la
solucion esféricamente simétrica con carga eléctrica @ . Esto significa que se
resolvieron las ecuaciones de Einstein en presencia de una fuente
correspondiente al campo electrostatico de una carga puntual. Para planteary
resolver las ecuaciones de Einstein debera tenerse en cuenta que la métrica

incognita también aparece en el tensor de energia-momento. La solucién es

ds* = A &t - A' drr - r2dol A= 1-me  6Q

P> Horizontes: 3" (ry)=0 =S AN =0

( - )
Gn®
© Si GM*'> Q" Hay dos horizontes de eventos, que son singularidades de la
carta utilizada. A cambia de signo dos veces; la singularidad r=0

es entonces una hipersuperficie temporal y puede ser evitada.

@ Si GM*< @" No hay horizontes; Aes siempre positivo, y Ia coordenada r
tiene siempre cardcter espacial. La singularidad r=0es una
hipersuperficie temporal y visible; es una singularidad desnuda.
Se considera que no se forman objetos de este tipoenla

naturaleza ("censura cosmica").

© Si GM*= Q" (agujero negro extremal); A - (1 - """) > 0 . La coordenada
r es espacial en el interior, pero es nuTa en =M G/O
singularidad r=0 es una hipersuperficie temporal. Notablemente
este es el caso donde la repulsidon coulombiana equilibra la

atraccidn gravitatoria entre cuerpos cargados.
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P Geometria de Kerr (agujero negro rotante)

En 1963, 47 afos después de la solucion esférica de Schwarzschild, Kerr obtuvo

la solucién axialmente simétrica de las ecuaciones de Einstein de vacio. La

geometria de Kerr esta caracterizada por dos parametros: la masa y el

momento angular. Para quien se interese en saber cdmo se obtuvo una

solucion de esta naturaleza, es recomendable la narracién que el propio autor

publicara en 2007 (arXiv:0706.1109). La solucion es

ds? — (1 _ 26Mr \ 2 dt* L 4GMar sen’s Atde _ _f_-l drt o2 de’
& !

\ Ylaz / f"c A

5en'O [ (i a®)* _ ol A sen’e | dp?
?1 I_ N 7 J J

donde A= rt_ 26Mr , o Ptz ri+d cos?e
¢t ’ J
Para r grande es Q.. ~ |- ¢GM | 26M 3 chte
0 ret 2t

2
%om& ZGMa sen'© (L—& COs‘LO)

J

2
rct i

P> Gravitomagnetismo: 9, es comparable al potencial vector de un dipolo
vl

magnético en un espacio euclidiano:

-

B N [ Aa WAF _ sene €, - ™ p _ A2
- rsor ey
/ ! 2

r Sene 3y pues 95 (2.,.3..!)—_&

entonces:

b g 1 ]
A\? _—25‘!7 A = N_:\.Seh © pV( en éﬂ)lbio ) aoy
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La magnitud ] = 4™ es el momento angular de la solucién. Asi resulta no sélo

de la analogia magnética sino de la definicion global de momento angular,

que se utiliza para soluciones asintoticamente planas.

Las coordenadas (t, ¢, e, ) se llaman coordenadas de Boyer-Lindquist.

En el limite a o recuperamos la soluciéon de Schwarzschild en la carta usual.

Si hacemos ™ =0 obtenemos la geometria de Minkowski, aun cuando a#0

(porque correspondea M - o0 ,1-0 pero a=c¢ 3: = cte).

En efecto, si M= 0 tendremos la geometria de Minkowski en coordenadas

esferoidales obladas (un tipo de coordenadas elipsoidales):

ds? - ¢ dtt _ "’*af—‘?‘e ‘l"'"—(r’+a:'ws"e)de7'—(r‘+af) seno ‘l.(,pz
r:t+a

cuya relaciéon con las coordenadas cartesianas es

¥ -
=

Jried seno cosy, Y= J ri+a sen© seny, t=r cos ©

Las superficies r=cte son elipsoides de revolucion alrededor del eje z:

e — 2

2 9
/ \-Jr-che X +t9 + & _1
- N B s+t r*

x

~—_ _——

En lugar de los conos caracteristicos de las coordenadas esféricas, las

superficies © =cte son hiperboloides: x4+ \é’ - selt ® L o2
t 61 —_— VP VE A4
Y
<\ 1 B:=cte X +Y' - 2" ton" 0 = a seat ©

7
T ‘a
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z
z cke 07—
En el plano xz las lineas coordenadas {/_ 7L >
se ven ast: ( \/-a, — ii’} > X
\\ XX
| 77/ -

El disco de radio @ en el plano xy corresponde a r=0. Sus distintos puntos se

diferencian por los valores de las coordenadas © , ¢ . En efecto, si r=0 resulta

que2=0, x= Q5 ® CosP, Yy = asend sen® . En particular, x?+ y? = & seto .
(74

Volviendo a la métrica de Kerr, vemos que no depende de t, yque q,,%o0 .
v J

Decimos que la métrica es estacionaria; no es estatica porque Qi 3O implica
v '

que la métrica no es invariante ante el cambio t — -t . La geometria de Kerr

es singular en p=o0, donde el invariante de Kretshmann Ry, R*“* diverge.

q se anula en r=0, e=1§ (en Minkowski estos valores de las coordenadas

describen el anillo de radio a, en el plano xy).

Horizontes: el sector radial de la métrica constituye un sub-bloque diagonal.

Por lo tanto resulta que g"" = g,.". Entonces la anulacién de g requiere que
v [4 4

A(rn) =0

Si GMy a se tienen dos soluciones (horizontes exterior e interior):

C'l-

r+=C7_M+\/G‘M‘_d;

- c* — A
Y

¥ C

GM <o conduce a una singularidad desnuda. El caso GM _ o, se llama
ct c*

"extremal".
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[> Orbita de un fotén

Consideremos la orbita circular de un fotén en el plano ecuatorial © =L .

dst= 0= 9,, dt' + 29, dtdp + g d¢’
v vy 4 /A & A4
> | (do) _ _ Jtp 4 [(Itp\2_ gt recordenss Jtp ¢ g
\J% )i' ‘(jVP V\ 99’3’) 9"” v ki

Evaluemos esta cantidad sobre la superficie donde se anula 9 (desde el

punto de vista geométrico, esta es la superficie donde se vuelve nulo el vector

deKilling K - 2,y se llama "superficie de limite estacionario”)

{J(P\ = O {J(P\ = Q et =Q
\dt /- \dE /s e 2 Jg=

La solucion no nula tiene el signo de @ , y es interpretada como un fotén

moviéndose en la direccion del giro del agujero negro. La solucién nula

indica que el foton que intenta moverse en sentido opuesto queda fijo (en

esta carta, por supuesto) cuando la érbita se realiza sobre la "superficie de

limite estacionario” donde gt =0

,/3'“-

((//( /\?;\j o

\\\///

Este fendmeno es conocido como el "dragueo” de los sistemas de referencia,

pues implica que las particulas que estan dentro de la "ergosfera” (region

comprendida entre la superficie de limite estacionario y el horizonte externo)

son obligadas a moverse en la direccion del giro del agujero negro.



Relatividad General (FCEN-UBA) - 2do. cuatrimestre 2021 - Profesor: Rafael Ferraro

Cuando el fotdn estd sobre el horizonte externo, la menor de las velocidades

angulares que puede tener el fotén es

(j%)_ (r‘_‘_) = L = _r)'l-l (Co\ X seatide de fotacon M;Jubero \‘\e’r:)

2 <

Esta cantidad recibe el nombre de "velocidad angular del horizonte” O .

D Proceso de Penrose

Una particula libremente gravitante en la geometria de Kerr conserva el
valor de E = K- P, donde K= ‘;_t es un vector de Killing. K es un vector
temporal fuera de la ergosfera, pero dentro de la ergosfera es espacial. En
cambio p es siempre temporal. Como una particula puede entrar y salir de la
ergosfera, Penrose ided un proceso mediante el cual la regidon exterior podia
ganar energia. La idea es que una particula entre en la ergosfera (con E > 0,
claro), y alli se fraccione en dos partes. Como K es espacial dentro de la
ergosfera, es factible que una de las partes adquiera una E < 0. Se puede ver
que en tal caso esa parte no puede emerger a la region externa (a menos que
sea acelerada). Por conservacion de la energia, la otra parte posee energia
mayor que la particula inicial. En caso de emerger de la ergosfera, la region
exterior habra ganado energia. Se puede ver, ademds, que la parte de energta
negativa debe tener momento angular negativo, contribuyendo asia la
disminucién del momento angular del agujero negro. El proceso de Penrose

extrae energia del agujero negro rotante a expensas de su momento angular.

P Geometria de Kerr-Newman: es la geometria de una agujero negro rotante

y cargado. Fue obtenida en 1965.
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P> Diagramas de Penrose: geometria de Reissner-Nordstrom

Las Figuras pertenecen a: V. A. Berezin & V. I. Dokuchaev, "Global geometry of space-time with the charged shell", arXiv:1404.2726.

o

GM* < Q*

( snnsularll.\d glf._muJ;)

r=0
=0

I:

o

GM*'>Q

Estos diagramas corresponden a la maxima extension analitica de la

geometria en cuestion.
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P> Diagramas de Penrose: geometria de Kerr

| FLECTRICALLY CHARGED En este diagrama conforme no

AND/OR ROTATING WORMHOLE puede decirse que cada punto

representa una esfera, como €n

los anteriores casos, pues la

geometria de Kerr carece de tal

other other : )
universe universe simetria.
En reali representacion
permissible KIG ‘ hg _1c.
| / paths into other) / corresponde a fijar el valor o=k,

universes

por eso r=0 es la singularidad.

anti-gravity Pero en cualquier otro valor de
universe through Ol "timelike" -

ting-shaped L fsingularity © no habria problema en
singularity

(rotating Gvent hbrizons \ extender la carta a los valores
holes only) re¢o

negativos de la coordenada r, ya

que no atravesariamos la

Fouter" event
N horizons

singularidad. Sin embargo, en una

other
universe

our
universe

region con r negativo aparecerian

curvas temporales cerradas (CTC).

Si una curva tiene t=cte, r=cte < 0,

y 9:121 entonces el intervalo es

tomado de: https://en. wikipedia.org/wiki/Penrose_diagram

2
ds* - _[ r*+ 0o 4 26M G}-] dg
L re* d 7

Para r suficientemente pequefio y negativo, resulta ds*>o: la curva es temporal,

y se cierra porque la coordenada y es periddica. No obstante, estos aspectos

que aparecen en las extensiones analiticas de las soluciones deben verse como

totalmente especulativos; se considera que el colapso gravitatorio no genera

todas las regiones que aparecen en el diagrama.



