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Espacio topolégico. Variedad diferenciable. Espacio tangente



Topologia

» Espacio topoldgico : es un par ( & .‘q donde [E es un conjunto

cualquiera, y  es una familia de subconjuntos de £ (que puede ser

no numerable) con las siguientes propiedades:
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Los elementos de 7; son los "abiertos" de & . Se dice que Z es una

"topologia" sobre & .
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> Un subconjunto de [ se dice "cerrado” si su complemento es abierto.

P> Espacio de Hausdorff : un espacio topoldgico es de Hausdorff si dados dos
puntos V', Q € Eexisten dos abiertos (), V talesque Pcl) , Q& V o
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> Idea de continuidad
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p> Funcion continua : sean ( &, ,'E‘\ v (&, ‘11\ dos espacios topologicos. Una

funcién {: &, — i, se dice continua si la preimagen de todo abierto de

[, es un abierto de Z, .

P> Teorema: { ] Oh son continuas entonces O o (( es continua.
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P Homeomorfismo : es toda biyeccion bicontinua.
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P Variedad topoldgica : una variedad topoldgica M ("manifold") de dimensién
mesunpar (£ {(U;,%;)}) donde
i) £ es un espacio topologico de Hausdorff
ii) {ULE( es un cubrimiento de (& por abiertos
iii) ¢/, . Ui— ¥, (J:) ¢ R”™ es un homeomorfismo con la topologia

de SO; (O;) inducida por la topologia estandar de ("

Se suele pedir también que la topologia admita una base numerable.
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La idea basica es que una variedad topoldgica es localmente como [R™ con su

topologia estandar, aunque globalmente podrian diferir.
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La Topologia estudia las propiedades comunes a espacios que son

homemorfos entre si: conexidad, compacidad, nimero de "agujeros", etc.

Conexidad: un espacio es conexo si no es union disjunta de dos abiertos.

Compacidad: un espacio (o subespacio) es compacto si para cualquier cubrimiento por abiertos existe un subcubrimiento

m
finito. En particular AC K es compacto si es cerrado y acotado (teorema de Heine-Borel).
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La topologia global del toro es distinta de la de la esfera. En cambio, localmente

todos estos ejemplos son como R*(son espacios topolégicos de 2 dimensiones).

B> Carta: cada par (U L .L?L) es una carta local (una asignacién de coordenadas)

p> Atlas: es el conjunto de cartas locales [ (U: , ‘.) 71 que cubren [ .

» Coordenadas : las cartas sirven para asignar coordenadas a cada punto de .

/Qﬂ,- () es unan-upla (,,z, .., x.de R™ , que otorga coordenadas a ¥ en la

carta(u;, ¢ ]. Como los U; son abiertos, necesariamente se solapan. Asi habra

puntos que pertenecen a distintas cartas, y que reciben distintas coordenadas

L
en cada carta. 23
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Si la topologia global de la variedad es como la de R™, entonces es posible

cubrir la variedad con una tinica carta. Pero en general no es asi.
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Diremos que las cartas son C*-relacionadas si existen y son continuas las

derivadas parciales de orden k de estas funciones (son funciones de R “enR?)




Variedades diferenciables

b Variedad C*. variedad dotada de un "atlas maximal" de cartas c‘-relacionadas.

La compatibilidad entre atlas ¥ es una relacién de equivalencia. La unién de los atlas c* pertenecientes a una misma clase de equivalencia

forma un "atlas maximal (k , que es la estructura que caracteriza la variedad € .

¥ Variedad diferenciable : es una variedad ¢*° de dimensidon constante m .

La idea es introducir en la variedad la posibilidad de derivar funciones.

Una funcidn definida sobre M puede llevarse a una funcién en R™ por

medio de las cartas. Alli se la deriva, y el resultado puede ser retrotraido

a ™. Como las cartas son <“ -relacionadas, la diferenciabilidad de una

funcion { definida sobre ™M no es afectada por la carta usada en el

procedimiento.




> Difeomorfismo

Sea & un mapa continuo entre dos variedades diferenciables (\ y [N

de dimensiones e~ y ™.
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Diremos que & es diferenciable en © si i ¢,{ las funciones % o Qo 50;

son C~”en , (¢). Como estas funciones estan definidas entre abiertos de

Ry R, la nocién de diferenciabilidad es la usual.

> Un difeomorfismo es un mapeo biyectivo y diferenciable entre variedades

de igual dimensidn, cuya inversa es también diferenciable.

Dos variedades diferenciables se dicen difeomorfas si existe un

difeomorfismo entre las mismas, lo cual habla de una equivalencia entre

r ras diferenciables. D ri ifeomortf: n un
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Espacio vectorial tangente

Consideremos una curva sobre una variedad diferenciable

x‘:x‘:(A) L=L,...,m

K J / La curva es un objeto geométrico.

N’\ / Sus ecuaciones paramétricas no son

7 . .7 m
mas que su realizacién en R a

través de una carta (v, ).

Como objeto geométrico, la curva es un mapeo

Y: [a,b]c R — M

que a cada valor del parametro real A le asigna un punto de " .

La curva esta constituida tanto por su "recorrido” como por su parametrizacién:
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Las derivaciones en la direccion de las curvas que pasan por P forman un espacio vectorial

en P, cuya base es {.BA-,'J(’ que llamamos espacio vectorial tangente ] p .
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