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Derivada exterior. Formas cerradas y exactas. Lema de Poincaré
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Los tensores son objetos geométricos. Son maquinas lineales que se aplican

a vectores y 1-formas para dar numeros que son independientes de la

carta o de la base elegida para hacer el calculo correspondiente.

Queremos definir una derivacidn de tensores que preserve su caracter

de objeto geométrico. Veremos que, en general, esto no es posible a menos

que dotemos la variedad con una estructura adicional para lograr ese objetivo.

Sin embargo, es posible definir un calculo diferencial e integral de p-formas

sin mas estructura que aquella que es propia de una variedad diferenciable.

B> Derivada exterior de p-formas: habiamos definido un operador 4 que se

aplica a una funcién { (una 0-forma) para dar la 1-forma Jf :
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Para ver que la definicién operativa de 4¢> da por resultado un objeto

geométrico, demostraremos que la definicion es independiente de la carta.

Por simplicidad lo veremos para el caso p=1, pero el procedimiento es

facilmente generalizable a valores superiores de p.
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Vemos que el resultado es tensorial gracias a que restringimos la derivacion

a tensores totalmente antisimétricos.

P Ejemplos:

~

1) Sea una 1-forma (v en una variedad de m -3 dimensiones
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En este caso 4w se asocia con la nocidon de rotor. Pero no

es un vector sino una 2-forma.
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2) Sea una 2-forma (v en una variedad de m =3 dimensiones
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En este caso dw« se asocia con la nocién de divergencia. Pero no

es un escalar sino una 3-forma.

(> Nilpotencia de la derivada exterior: se satisface que

d° = 4d =o
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De acuerdo a los ejemplos anteriores, la nilpotencia abarca propiedades

como *O)VILR‘,M&\)‘:O . div (rof) =0 .




Relatividad General (FCEN-UBA) - 2do. cuatrimestre 2021 - Profesor: Rafael Ferraro

Otras propiedades:

i) (D7) = dw +dy

W) d(§<y = fdo+ ¢ df
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Como puede verse, la derivada exterior de p-formas tiene las propiedades

esperadas para una derivacion: linealidad y regla de Leibniz.

[» Formas exactas y cerradas

i) una p-forma se dice exacta si se puede escribir como la derivada
exterior de una (p-1)-forma:
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Toda p-forma exacta es también cerrada, debido a la nilpotencia de & .

La cuestion inversa es mas interesante.
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Supongamos que un conjunto de ecuaciones diferenciales fue condensado

en una Unica ecuacion entre p-formas,
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donde W es una (p-1)-forma incoégnita. Una ecuacion asi podria tratarse
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~ [
y su respectivo campo ") . La nilpotencia de & implica que para que la
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Aun si la condicidn necesaria se cumple, no hay garantia de que exista la

solucidn. La solucién w existe si la forma cerrada r) es ademas exacta.
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¢ Es suficiente que 1) sea cerrada para que resulte también exacta? (es decir,
]

para que nuestra ecuacion diferencial tenga solucion).

Puede sorprender que esta cuestion involucre la topologia global de

la variedad. En efecto, la respuesta es SI localmente. Pero la existencia de

una solucion global depende de la topologia global de la variedad.
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P> Cohomologia: estudia las propiedades topolédgicas globales de la variedad

que determinan las relaciones entre formas exactas y cerradas.

P Lema de Poincaré

Para algunos autores el lema de Poincaré es la propiedad d(dw)=0,y llaman "lema de Poincaré inverso" a lo que sigue.

7 . . ~— _"\a
En un entorno contraible a un punto, una solucion particular de dw=% es

(
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donde b es el grado de ?]; :

Esto significa que la solucion global existe cuando la variedad entera es

contraible a un punto.

Notese que el argumento de q en el integrando va al origen cuando £ — o -
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Ejercicio: demostrar la expresion anterior para el caso p=1 (ayuda: no

olvidar utilizar que 7] debe ser cerrada) . Ver sotucidn ex fa o llins hoja.
\
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D> Definicion: un conjunto de m 1-formas linealmente independientes,
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Esta es una de las varias formas en las que se presenta este teorema, y es

util para el caso en que un sistema de ecuaciones diferenciales puede

reformularse como la anulacion de m 1-formas independientes " .

Si el sistema es cerrado entonces tiene solucidn, pues las ecuaciones

se satisfacen sobre la subvariedad donde las Q? son constantes.

b Ejemplo: las ecuaciones para las lineas de campo de —\7 (x) = U () JL son
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La anulacién de U sobre las rectas @= cYe , es decir Y= cte %, implica la
/
solucion de la ecuacion - 4 dx + % d4 - 0 :
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