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> Representacion grafica de una 2-forma. Nociones de area y volumen

~ o— -
Una 2-forma of esuna maquina lineal que toma dos vectores V, w

para dar un niimero. Si los vectores son linealmente dependientes el

resultado es nulo.

En m=1 una 1-forma se representa mediante lineas paralelas en el plano

tangente (o hiperplanos paralelos en dimension arbitraria). Una 2-forma se

representa mediante una cuadricula (o hipertubos, en dimension arbitraria)

El valor de &V, w ) corresponde al nimero de celdas abarcadas por el

RO, _
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N T /
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4 so¥ushacer By anfisiaefris % (v,5)=-R\w,V) .

Vemos que una 2-forma introduce una nocion de area en una variedad

de 2 dimensiones. Del mismo modo cada n-forma se asocia con una

nocion de volumen n-dimensional.

La introduccion de una métrica seleccionara un volumen natural.
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D> Integracidn en una variedad diferenciable

La idea que una n-forma es una nocién de volumen nos pone en el

camino de definir el calculo integral en una variedad diferenciable. Para

reforzar esta idea, consideremos una region U de la variedad que es

cubierta por una carta | x}. Podemos dividir la region U en celdas

infinitesimales de lados A% tomados sobre las lineas coordenadas:

{— —/

Las diferencias de coordenadas AX no se comportan como componentes

, ; ; o o1 H
de vectores, pero si lo hacen si son infinitesimales: Axt= 2x" Ax*

D
[~k d

cuando Ax* — © . Dado un campo de n-formas &5 podemos

evaluarlo en n vectores infinitesimales tangentes a las lineas coordenadas,

definidos en cada punto de la regién (J como

Axt 2 ', XA L, 02D

ozt oxt ox™

Entonces obtenemos

Y
W(laxtd ox 3 ,...,ox" 0 A Axdaxto - Ax”

\:'- 12 +m
)

ax! oxt oxX™

que podemos verlo como un volumen de la celda respectiva en la

variedad, definido a través de la n-forma G . Todo esto sirve de

preambulo para definir la integral de una n-forma en una region de la

variedad como
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De esta manera el clculo integral sobre ™ se reduce al célculo integral

sobre ®". Para que esta definicién operativa sea aceptable debemos

probar su caracter geométrico, es decir la independencia de la definicion

de la carta elegida para cubrir la regiéon U. Lo esencial de la demostracidon

es que la componente de un n-forma se transforma con el Jacobiano del

CO'\S.\'CSQfmé 21- C}J-'&-NO -LL Cé‘/ﬁ %)‘llxz{ — -(‘111 3’-%
1 J A )
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En realidad podria ocurrir un cambio de signo si J fuese negativo. Esto

se solucionaria con una permutacién impar del ordenamiento de las

coordenadas nuevas, evitando asi pasar de una base "derecha" a una

base "izquierda". Lo usual es definir una orientacién en U y usar sélo bases

derechas:

~J —
P Dada una n-forma L continuay no nula, decimos que una base 3 E “R, es

derecha respecto de < enlaregiéon U si 0 (... Eﬁ) >0 ¥ Pev,

La integracion asi definida puede extenderse a todo M si ™ es orientable

(es decir, si una terna derecha puede definirse continuamente en todo M).

(de Rham extendid la integracion a variedades no orientables, como la cinta de Moebius).

P> Una p-forma se integra en una subvariedad de dimension p. Para ello la

p-forma se "restringe” a la subvariedad. La p-forma restringida actta sélo

sobre vectores tangentes a la subvariedad.

Por ejemplo, para integrar una 1-forma ¢ sobre una curva 6 cuyo

vector tangente es d / M\ es esencial saber qué "volumen" le otorga ¢

a una celda aX. Para ello hay que aplicar & al vector AX 2 :

DN
A = AN (L) = A, dxE
/ VAN Y d
n /N\ donde AN som Las ccuscioner pacamitricy de C.
77
Enbonces 3 X = \ oL i °!_"‘_i'l7~) EN
anNn
C vl 2 o “trabaje”
Podemos decir que o | = o, dx‘0) j;\ = & (.J ) I
e dx RN
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donde 4 es una 1-forma definida sobre la subvariedad ©,yestal que
43 (d/8%) = /. = §. Cualquier vector tangente a & tiene la forma

V =u(n /i > porlotanto |, (V)= v(n «, dx‘i\) .
v Ll JX

Asimismo una 2-forma se integra en una subvariedad S de 2 dimensiones.

Parametrizamos la subvariedad con dos pardmetros * , w, que acttian

como coordenadas sobre la subvariedad. Como sucede sobre una curva 4,

los respectivos vectores 3 /ax , 9/ dy , tangentes a cada linea coordenada

en cada punto de la subvariedad, resultan de derivar las ecuaciones

paramétricas de la superficie 5, ©* = z* (X, !.u) :

_dxnue 9

_2Xne 9

El "volumen" que p otorga a la celda definida por los vectores AA 2 , Ap 2_

Y ST

o' 2x)

_ ot 2zt

~J .
Entonces R°( - (°<|“| (3){.‘ 22 ax* x’ /\ A\J\h
) R U ) YU
J, Jis) ¥ ¥
La 2-f0rma€(' restringidaa S es Q’|5 - QZ( 2_ I‘;L) jv X ~\~ ,
donde I5. y X; son 1-formas definidas sobre 5 tales que 15 (3/ 1\,

3oy =0 = (3) Tk (afop)= 1.

P> Notese que una O-forma { no puede ser integrada a menos que se la

multiplique por una p-forma, en cuyo caso se integrara en una subvariedad

de dimension p.
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P> La orientacion de una subvariedad puede ser externamente inducida
mediante la n-forma = que usamos para definir bases derechas en M .
Para ello ocupamos las m-p primeras ranuras de 9. con m-p vectores
linealmente independientes NO tangentes a la subvariedad. Las restantes

P ranuras seran ocupadas por vectores tangentes a la subvariedad,
y pueden usarse para definir una orientacion exterior de la misma.
Si-el procedimiento puede extenderse continuamente a toda

la subvariedad, entonces la subvariedad es orientable. Por supuesto, asi
definida la orientacién derecha depende de como se eligen los m~p

primeros vectores.

D Notacion: el procedimiento de ocupar la primera ranura de una p-forma
w con un dado vector X para generar una ( p- 1)-forma se denota de
distintas maneras en la literatura:

N -

WX, .o ) = 4@ = XAGS

[> Teorema de Stokes

El teorema fundamental del calculo dice que

df = §(b) - §re)

o

V_\(J__

donde ¥ es una funcidn escalar o 0-forma.

En una variedad diferenciable de m dimensiones, el teorema de Stokes

3= )

oU

generalizado dice que

donde 17' es una (m-1)-forma derivable con continuidad, y 20 esel

borde de la regiéon ) (en la integral, 7'7 esta restringidaa 2U-).

La definicion precisa de "borde" y su orientacion requiere del concepto de "simplex"” (ver Flanders p. 57). En una carta

: PRI
{xt} tal que x'z0 es el borde y U ocupa la region %" 49, entonces {«t, O, ,xﬂ‘g son coordenadas en 30

1
apropiadamente orientadas para la aplicacion del teorema de Stokes.



Relatividad General (FCEN-UBA) - 2do. cuatrimestre 2021 - Profesor: Rafael Ferraro

P> Si M no tiene borde resulta 5 ’\’3 = 0 v 5

P El borde de un borde es cero:

W

Ejemplo: en  m=3  sey 9 = ,ex'+ 9, dx?
/

Iy = 29, dyradnt « 290 $aTwr = (2 20 dutade
ot > \9x" ax*]
Entonceo  ([272 - 20, ax'dx* = &J"\;J_’_‘-' + ‘),J_’_‘_L\J/\
JOu 0%/ AT AR
froy ¢ (3)

fUC el Tecorens de Sholees a,suvp Zen IR,I-

P> El teorema de la divergencia forma parte del teorema de Stokes generalizado.

En primer lugar veamos cémo definir la divergencia de un vector con los

elementos que contamos hasta aqui. Dado un vector V' y un volumen

(n-forma) @ definimos la divergencia como la 0-forma o escalar tal que

(div.v )\ @ = A[&(T,-)]
C e ] -

Es claro que la expresion 9;V" no serviria como definicion porque no es

escalar ante transformaciones generales de coordenadas. Por lo tanto nos

corresponde esta definicion.
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Entonces el teorema de Stokes generalizado dice que

S(J;vm\_/)a - '\JJ[ZS(G....” = ) %@,
U f L o0

( \
J‘{-i nLGan Stokes

Para ver en este resultado la forma usual del teorema de la divergencia

deberiamos mostrar que el miembro de la derecha tiene caracteristicas

—_—

de flujo del vector V/ . Consideremos una 1-forma » normala 20,y

una (m-\)-forma o tal que

~o ~o
w_—;’r\)\"\"(




Relatividad General (FCEN-UBA) - 2do. cuatrimestre 2021 - Profesor: Rafael Ferraro

En general se prueba que si ',E es una p-forma vale que (Schutz, 4.16 y

ejercicio 4.9) l\{',Z!,\’;‘e) (V,.-) = IZ'(T,,...)AB'H (-1)° B (Y,.)

Entonces, en nuestro caso,

~nN N

{:{-‘—""-): m\"\'/) ?(—MAD(('\-/,...)
Ee scr"'uio tdr mino S anuls  cuando rcobh".l"\g}, 530 - %l o
I g 30
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v , L4

’ -~ ~ N~ . ~
Surpen de [y descowmposicion Sz Mad Soa InPcodd pace °<| 1 -
I L~ 4

. . . . -~ . .« 7
P> Volumen métrico: la arbitrariedad asociada a @ en la definicion de la

divergencia de un vector desaparecen si existe una nocion de volumen

natural. Eso es lo que sucede en espacios que poseen métrica, como el

espacio euclidiano o el espacio-tiempo de Minkowski.
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En un espacio euclidiano existen coordenadas privilegiadas, las
coordenadas cartesianas, en cuya base el tensor métrico es diagonal con

componentes iguales a 1. El volumen natural es el volumen métrico
D= I adVadl (me2)

En el espacio-tiempo de Minkowski la geometria privilegia también las
coordenadas cartesianas {X, Y, Z}, que miden distancias, junto con el
tiempo T medido por relojes en reposo. En esa base coordenada el tensor
métrico toma su forma mas simple: 2 ij = J'wé [1.,-1,-1,-1), y el intervalo

resulta 1s'. % datdxt = &dTIE-(dN" - (I -1d 7).

El volumen métrico del espacio-tiempo de Minkowski es la 4-forma

A AU N AL

:(VZ_: CJT'\A)(/\AY/\ z

Pero, ; como se escribe este mismo volumen métrico en una carta
arbitraria? Sabemos que la componente de una n-forma es una densidad:

transforma con el Jacobiano del cambio de coordenadas, es decir que
o~ ~ ~~ [and T4
a =) da® A du' A A A I3

donde ) es el determinante de la matriz del cambio de coordenadas

(T2} o el

Veamos que ] coincide con ||det ag| en la nueva base:



Relatividad General (FCEN-UBA) - 2do. cuatrimestre 2021 - Profesor: Rafael Ferraro

I |
31(-): QX. ax_ ?Ill
PR SN
(——— CI,L;S (),‘-x,-).—l)
., \Z
Entonces det 'ﬁ.,’) {‘J"T'\QA\ \ det (7?11
k JK// —
3 -
ES dec:r ruC |‘J°+ ;Ly)l = Jz

Ee voluswen mctrico e

‘Cz" = \ |J°ff'.'i|

A ~J A NS
dxoa dzta dxta Jx?

v 47
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