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Aplicaciones del cálculo exterior

1) Teorema de Cauchy-Goursat
Sea              una función en         , que puede ser compleja. Hagamos el
cambio de carta

Cuando    no es analítica en     tendremos, por ejemplo,                       para cualquier    que encierre el origen.

Si     es analítica (u "holomorfa") en      (incluyendo   ) entonces               ; 
esto significa que     es una genuina función de una variable compleja
más que una mera función de dos variables reales. En ese caso
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Operador estrella de Hodge
En los espacios que poseen métrica definimos un operador     que toma
una p-forma y la convierte en una (       )-forma:

Símbolo de Levi-Civita

Nótese que                           tiene carácter tensorial pues son las componentes
del volumen métrico:

Propiedad: sean dos p-formas        
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es una dualidad entre dos espacios de igual dimensión



(no hay términos repetidos porque el orden de los índices está congelado).
Así resulta la propiedad que queríamos demostrar.

Por lo tanto, cada término de la suma múltiple corresponde a una posible
elección de                    . Además cada término contiene el volumen métrico,
que aparece como

Propiedades

El factor        aparece porque aplicando dos veces el operador se forma el factor      ; a su vez con las inversas de la
métrica se forma el factor                    , siendo                      .                 

de                       en el símbolo de Levi-Civita; y este a su vez es 
complementario de                        en la base.

En esta suma múltiple los únicos términos que sobreviven son aquellos con
En efecto,                    debe ser complementario 

Demostración:
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En efecto:

Ejemplo: el tensor de campo electromagnético            es una 2-forma cuyas
componentes son                                      , donde       es el cuadripotencial.

Entonces
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Electromagnetismo:      la acción del campo electromagnético es

La variación de la acción respecto de        es

Leyes de Maxwell:

Ecuación de continuidad:

En Minkowski es
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Ejercicio: modo TE en guía de ondas

Por otro lado,

Obtuvimos una onda estacionaria, que rebota entre las paredes sin propagarse en z. 
Pero podemos generar una solución propagante mediante un boost de Lorentz:
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Ahora hay una componente del vector de Poynting a lo largo de z:

La fase de la onda es

Velocidad de fase:

Velocidad de grupo:

La solución sería definir en      un vector                            que "represente" a

Derivada de Lie:  hasta aquí sólo sabemos derivar p-formas. Nos gustaría
definir una derivada direccional de vectores utilizando exclusivamente las 
estructuras ya establecidas sobre la variedad diferenciable.
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Construiremos la línea de campo de         que pasa por P arrastrando 
las línea de         que pasa por               . Pero no alcanza con la línea de
campo sino que debemos definir su parámetro      . Para esto diremos
que                                           :    

De esa manera, la diferencia                                tendría sentido.

Vamos a mostrar un procedimiento, conocido como "dragueo" de Lie,
para definir el vector                         a partir de                     .

La derivada de Lie de        respecto de     ,            , es un vector (proviene
de una diferencia de vectores en        ); por lo tanto es una derivada sobre 
las funciones. Veamos cómo opera:
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Podemos deshacernos de     , y decir que la derivada de Lie no es más
que el conmutador entre los campos:
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Un campo      se dice "Lie-dragueado" por  otro campo       si [   ,    ]=0.
En ese caso, el dragueo de Lie de las líneas de campo conduce a las propias
líneas de campo; en otras palabras, los parámetros    ,     se comportan como
coordenadas (por cierto, los vectores de una base coordenada conmutan).

Derivada de Lie de una función:  es natural definir

Propiedades:
i)  

ii) Regla de Leibniz:

iii) componentes en base coordenada:
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La derivada de Lie no es una genuina derivada direccional de       en la
dirección de      , en el sentido que también     resulta derivado.

Notar que ante cambio de coordenadas quedan términos con derivadas 
segundas que se cancelan entre sí, lo que permite que las cantidades 
obtenidas se transformen como componentes de un vector. 



iv) Si                 

v)

vi) Identidad de Jacobi:

Derivada de Lie de 1-formas: podemos definir                proponiendo
que valga una regla de Leibniz del tipo

Derivada de Lie de tensores: extendiendo la regla de Leibniz al producto
entre vectores y 1-formas,

Propiedades:

vii)

viii)
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