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1 Relatividad Especial

El Principio de relatividad y las leyes de Maxwell

El Principio de relatividad afirma que las mismas leyes fundamentales de la Fisica son
satisfechas en todos los sistemas inerciales. Esto significa que no hay privilegios entre
distintos sistemas inerciales, lo que corresponde a la idea de que el estado de movimiento
(absoluto) no es detectable; sélo es detectable el movimiento relativo. No hay manera de
reconocer el estado de movimiento de un laboratorio mediante un experimento realizado
en el mismo (los cambios del estado de movimiento serian detectables a través de los
efectos inerciales que se generan). El Principio de relatividad se remonta a Galileo, y es
satisfecho por las leyes fundamentales de la Mecédnica. Queremos saber si las leyes de
Maxwell satisfacen o no el Principio de Relatividad. ;Podemos usar las leyes del elec-
tromagnetismo en distintos sistemas inerciales? Para analizar la cuestion consideremos
el siguiente ejemplo:

O+ O +—O+—O+—0+0
—> @ @ @ @ ® @

© 6 6 © 6 ©
P>+ @

®_>®_>®_>®_’®_>®_>> @@ ® @ @ @ @)

La Figura de la izquierda muestra dos hilos infinitos que portan corrientes iguales; uno es
neutro y el otro estd cargado. Las leyes del electromagnetismo nos dicen que existe una
interaccion magnetostatica entre ambos hilos. En la Figura de la derecha se representa
la misma configuraciéon vista en un sistema de referencia que acompana a las cargas
positivas. En este caso las leyes de Maxwell nos dicen que no existe interaccién alguna
pues uno de los hilos carece de corriente mientras que el otro hilo carece de carga. Los
resultados obtenidos de aplicar las misma leyes en dos sistemas de referencia distintos
son claramente contradictorios (la existencia de una interaccién deberfa ser un hecho
absoluto, independiente del sistema de referencia). A primera vista esta contradiccion
pareceria indicar que no es posible utilizar las leyes de Maxwell en dos sistemas de
referencia distintos. En tal caso las leyes de Maxwell no cumplirian el Principio de rela-
tividad, y seria menester identificar el sistema de referencia donde las leyes de Maxwell
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son aplicables. Sin embargo, debe senalarse que el paso de la Figura de la izquierda a
la Figura de la derecha no es completamente inocente porque entraiia dos suposiciones:
que las distancias no cambian y que las cargas no cambian.

La creencia en distancias absolutas ha sido una piedra basal en la construccion de la
Mecanica de Newton, y debemos admitir que nuestra experiencia cotidiana indica que se
trataria de una buena hipdtesis sobre la naturaleza del espacio. Sin embargo la experi-
encia cotidiana es buena consejera solo en el rango de fenémenos que ella misma abarca.
Examinemos como entra la creencia en distancias absolutas en las transformaciones de
Galileo, que son las transformaciones que usamos para certificar la validez del Principio
de relatividad en la Mecanica Clésica.

(O

En el esquema unidimensional de la Figura estd claro que dop = dpor + dorp. Esta
relacién entre distancias vale si todas las distancias estan medidas en un mismo sistema,
ya sea S o S’. Lo que llamamos coordenada x no es més que la distancia dpp medida
en S, mientras que z’ es la distancia dop medida en S’. Por otro lado, dpor medida en
S esigual a Vt. De aqui se concluye que

dop medida en S =x -Vt (1.1)

La creencia en distancias absolutas nos mueve a reemplazar el miembro izquierdo por z’,
para asi obtener las transformaciones de Galileo. Es interesante notar que esta creencia
implica que el tiempo debe ser igualmente absoluto. En efecto, para que no existan
privilegios entre S y S’ la transformacién de Galileo inversa debe verse igual a la directa
salvo por el cambio de V por —V:

¥ =x-Vt, r=a+Vt;

pero esto es consistente solo si
t=t.

La transformacién de Galileo, basada en la creencia en distancias absolutas o invariantes
(decimos asi de aquellas cantidades cuyo valor no dependen del sistema de referencia),
tiene como consecuencia la adicién galileana de velocidades: @' = o — \7, y la invariancia
galileana de las aceleraciones: @’ = d.

Las leyes fundamentales de la Mecanica cumplen el Principio de relatividad ante trans-
formaciones de Galileo. Por ejemplo, la Segunda Ley de Newton F = ma se construye
con dos miembros que son invariantes galileanos por separado. Por un lado la aceleracién
lo es; por el otro lado, las fuerzas fundamentales de la Mecanica Clasica dependen de
las distancias entre particulas, que son supuestas invariantes. Asi, el cumplimiento de la
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relacién F' = ma en un sistema de referencia es garantia de su cumplimiento en cualquier
otro sistema de referencia galileanamente conectado con el primero.

En cambio las leyes de Maxwell no exhiben este comportamiento ante transformaciones
de Galileo. Por un lado, en la fuerza de Lorentz no sélo intervienen distancias entre
cargas sino también las velocidades de las cargas (que no son invariantes galileanos).
Como vimos en el ejemplo, esta caracteristica de la fuerza de Lorentz impide alcanzar
resultados consistentes ante un cambio galileano de sistemas de referencia. Por otro lado,
las leyes para el campo electromagnético no mantienen su forma ante transformaciones
de Galileo; es decir que no satisfacen el Principio de relatividad galileano. Recordemos
que las leyes de Maxwell para los campos pueden llevarse a la forma de ecuaciones de
onda; en ausencia de fuentes tendremos
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donde reconocemos la velocidad ¢ de propagacion de la onda con un valor que resulta
de las constantes de la electrostatica y la magnetostatica:
S Moo -

Para sorpresa de Maxwell, el valor de ¢ resulté coincidente con el ya entonces conocido
valor de la velocidad de la luz en vacio. Asi Maxwell concluyé que la luz es una onda
electromagnética. Volviendo a nuestro problema, el hecho que las leyes de Maxwell
contengan una velocidad nos dice que estas leyes cambian de forma ante transformaciones
de Galileo, porque sabemos que las velocidades finitas no son invariantes galileanos
sino que cambian al pasar de un sistema de referencia a otro. Las leyes de Maxwell
quedarian excluidas del Principio de relatividad galileano, y habria que establecer cudl
es el sistema de referencia donde la luz se propaga con velocidad ¢ = (uoso)_l/ 2. es decir,
cudl es el sistema de referencia donde podemos utilizar las leyes de Maxwell tal como las
conocemos. Esto serfa una forma de resolver la paradoja de nuestro ejemplo. Maxwell
pensaba que ese sistema de referencia privilegiado era, como ocurre con toda ecuacion de
onda, el sistema de referencia donde el medio de propagacién de la onda esta en reposo.
Maxwell pensaba las ondas electromagnéticas como ondas de materia, perturbaciones
de un medio material denominado éter. En tal caso el privilegio que adquiere el sistema
de referencia donde el medio esta en reposo no menoscaba el Principio de relatividad,
pues es un privilegio adquirido por razones fisicas, y cualquier otro sistema de referencia
donde el éter esté en reposo sera igualmente privilegiado. Asi sucede con las ecuaciones
de otras ondas de materia (el sonido, la perturbaciones de la superficie del agua de
un estanque, etc.) cuyas velocidades de propagacién relativa al medio dependen de las
propiedades del medio en cuestion. Sin embargo, a diferencia de lo que sucede con otros
medios donde se propagan ondas, el éter se mostraba elusivo a una deteccion directa.
El cardcter intangible del éter (la luz se propaga en regiones aparentemente “vacias”,
el éter no frena el movimiento de los planetas, etc.), movi6 a los fisicos del siglo XIX a
intentar detectar no ya el éter mismo, sino nuestro estado de movimiento respecto del
éter. Los experimentos buscaban medir diferencias en las velocidades de propagaciéon de
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rayos de luz, que revelaran una composicion galileana de velocidades entre la velocidad
de la luz relativa al éter y la velocidad del laboratorio relativa al éter (Hoek, 1868;
Michelson, 1881; Michelson-Morley, 1887; etc.), o alteraciones de la ley de Snell debidas
al movimiento relativo al éter del material transparente donde un rayo se refracta (Arago,
1810; Airy, 1871). Los resultados de estos experimentos fueron siempre negativos: el
movimiento del laboratorio relativo al éter nunca se evidencié. Se tejieron distintas
hipdtesis acerca de la interaccién del éter con la materia para justificar estos resultados.
Estas teorias dindmicas sobre la interaccion entre éter y el resto de la materia alcanzaron
su forma més elaborada en la Teorfa de los electrones de Lorentz (1895).

La relatividad de Einstein

Mientras la comunidad cientifica debatia estas cuestiones, en 1905 Einstein cambié el
enfoque del problema proponiendo que las leyes de Maxwell son leyes fundamentales
que integran, por lo tanto, el conjunto de leyes que satisfacen el Principio de relatividad.
Para Einstein el campo electromagnético tiene entidad propia, y no precisa una “mate-
rializacién” mediante la idea de un éter. Si el éter no existe, entonces no hay nada que
privilegie un sistema de referencia frente a otro, y las leyes de Maxwell deben ser vélidas
en cualquier sistema de referencia inercial. Esto significa que la luz se propaga con la
misma velocidad ¢ en cualquier sistema de referencia inercial. No existen entonces las
diferencias de velocidad buscadas por los experimentadores, y la ley de Snell se cumple
en cualquier laboratorio donde el material refractante esté en reposo relativo. Claro que
admitir una velocidad finita invariante rompe con el teorema de adicion de velocidades
de Galileo, y supone entonces el abandono de nuestra creencia en distancias y tiempos
absolutos. Einstein propuso elevar las leyes de Maxwell al rango de leyes fundamentales,
abandonado nuestras nociones intuitivas de espacio y tiempo para subordinarlas a la
invariancia de la velocidad de la luz.

Procederemos ahora a replantear la transformacién de coordenadas cuidando de no
introducir en ellas prejuicio alguno sobre la naturaleza del espacio y el tiempo. En la
Figura se muestra una barra recorrida por una particula; el movimiento relativo barra-
particula esta caracterizado por la velocidad relativa V:

o » -V o
| <«
L L

o

En la Figura de la izquierda se describe el movimiento relativo en el sistema fijo a la
barra, mientras que la Figura de la derecha lo describe en el sistema fijo a la particula.
Como no estamos dispuestos a prejuzgar sobre la naturaleza del espacio y el tiempo,
hemos dibujado la barra con distintas longitudes en cada sistema. Llamamos longitud
propia L, ala longitud de la barra en el sistema donde se encuentra en reposo. El tiempo

10



La relatividad de Einstein

que demora el recorrido de la particula a lo largo de la barra también puede depender
del sistema de referencia. Llamaremos tiempo propio At al tiempo transcurrido entre
dos eventos medido en el sistema de referencia donde los eventos ocurren en la misma
posicién (siempre que tal sistema exista). En el caso bajo estudio, los dos eventos son
el paso de la particula por un extremo de la barra y el paso de la particula por el otro
extremo de la barra. Estos dos eventos ocurren en la misma posicién en el sistema fijo a
la particula; de modo que el tiempo transcurrido entre los eventos es un tiempo propio
en el sistema de la Figura de la derecha. La mera definicién de velocidad nos permite
escribir:

LO:VAt7 L:VAT,

donde At es el tiempo del recorrido de la particula a lo largo de la barra en el sistema
de la Figura de la derecha. De aqui resulta
At _ L (12)
At L

Esta relacién nos dice que si estamos dispuestos a renunciar a distancias absolutas (L, #
L) también habremos de renunciar a tiempos absolutos (A7 # At). Ademds nos dice
que la relacion entre la longitud en movimiento y la longitud propia de un mismo cuerpo
tiene el mismo caracter que la relacion entre tiempo propio y el tiempo entre el mismo par
de eventos en otro sistema de referencia. Concretamente, ambas relaciones no pueden
depender més que de la velocidad relativa V' entre el sistema propio correspondiente y
el otro sistema de referencia arbitrario. La ecuacién (1.2) dice entonces que la misma
funcién (V') que expresa la relacién entre longitudes ha de expresar también la relacién
entre tiempos: . A

Z=aV), =) (13)
En realidad las relaciones (1.3) suponen que el espacio y el tiempo son isétropos y
homogéneos; de otra forma las relaciones podrian depender del lugar o el instante de
ocurrencia de los eventos o de la orientacion de la barra. Vamos a admitir, como en la
Fisica clasica, que el espacio estd dotado de una geometria euclidiana —por lo tanto es
isétropo y homogéneo—, y que las relaciones (1.3) no dependen del tiempo (homogeneidad
del tiempo).

La forma de la funcién (V') sera dictada por la invariancia de la velocidad de la luz a
la cual se subordinarén las nociones de espacio y tiempo. Para hallar v(V') reemplacemos
la particula del experimento anterior por un rayo de luz, coloquemos un espejo en un
extremo de la barra, y consideremos como par de eventos el paso del rayo de luz por el
extremo libre de la barra, y su regreso al mismo luego de reflejarse en el espejo. En este
caso el tiempo propio entre los eventos corresponde al sistema fijo a la barra pues ambos
eventos ocurren en el mismo extremo de la barra. Como la luz viaja con velocidad ¢ (jen
cualquier sistema!) diremos que

cAT=21,, (1.4)

En el otro sistema calculamos el tiempo At entre los eventos con la misma velocidad
c para el rayo de luz; teniendo en cuenta el desplazamiento de la barra de longitud L
resulta

11
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L ) .
VAtvuelta
c Atida =L+V Atidat ) C Atvuelm =L-V Atvueli&a )
entonces I I of ]
At = Atige + Atpyeita = + =— — . 1.5
doF TV T eV ¢ 1-% (1.5)
Dividiendo (1.4) y (1.5), y usando las relaciones (1.3) se obtiene
1
N p—— (16)
=
Luego, reemplazando en (1.2)
V2
contraccion de longitudes L=1L, \|[1-— (1.7)
c
A
dilatacion del tiempo At=——C (1.8)
%

Estas son las relaciones entre longitudes y tiempos que resultan de admitir la existencia
de una velocidad finita ¢ invariante (igual en todos los sistemas de referencia); son
las dos caras de una misma moneda, como se destaca en la ecuacién (1.2). En las
transformaciones de Galileo, en cambio, la tnica velocidad “invariante” es la velocidad
infinita. Consistentemente podemos reencontrar las nociones clasicas de espacio y tiempo
tomando el limite ¢ — oo en (1.7) y (1.8). También podemos ver en (1.7) y (1.8) la
razon por la cual nuestra experiencia cotidiana no es capaz de revelarnos la relatividad
de distancias y tiempos: la velocidad invariante ¢ (la velocidad de la luz) es mucho
mayor que las velocidades V' involucradas en el rango de fenémenos cotidianos, de modo
que el factor v(V') es practicamente igual a 1 en ese rango. Este comportamiento de
distancias y tiempos permite que las densidades de carga y corriente se transformen de
manera apropiada para que la leyes de Maxwell sean validas en todo sistema de referencia
inercial. Aunque el efecto sea débil para V' << ¢, es suficiente para que el hilo superior
derecho de nuestro ejemplo adquiera la densidad de carga negativa necesaria para que
la interacciéon magnetostatica de la izquierda se vea como una interaccién electrostatica
en el sistema de la derecha de la Figura.

12



Transformaciones de Lorentz

Transformaciones de Lorentz

Ahora podemos regresar a la ecuacién (1.1) para darle a “do/p medida en S” el tratamiento
que corresponde a esta nueva forma de ver el espacio y el tiempo. Como dijimos, la co-
ordenada 2’ es dorp medida en S’, y puede pensarse como la longitud L, de una regla
en reposo en el sistema S’. Entonces dorp medida en S es la longitud contraida de esa
regla: dop medida en S = (V)™ dorp medida en S" = (V)™! 2/, y la ecuacién (1.1)
resulta:

' =~(V) (x = Vi) (1.9)

Para que los sistemas S y S’ estén en pie de igualdad, la transformacién inversa de (1.9)
debe tener su misma forma salvo por el cambio de V' por —V/,

r=~V) (' +Vt) (1.10)

De las ecuaciones (1.9) y (1.10) se pueden despejar ¢’y t:
t'=~y(V) (t—=Vec2a) (1.11)
t=y(V) ([t +Ve?a) (1.12)

Mediante un experimento pensado similar al que permitié obtener (V') se obtiene que
las longitudes transversales a la direccion del movimiento no cambian:

y =y (1.13)
2=z (1.14)

(Ayuda: coloque la barra con el espejo perpendicular a la direccién del eje z, y use el
teorema de Pitagoras).

Las transformaciones (1.9-1.14) son las transformaciones de coordenadas que dejan in-
variante la ecuacién de onda con velocidad de propagacion c. Se llaman transformaciones
de Lorentz (Voigt, 1887; Larmor, 1900; Lorentz, 1899, 1904); para ¢ — oo devienen en
las transformaciones de Galileo. Transforman las coordenadas de un evento (un ”aqui y
ahora”, un punto en el espacio-tiempo). Aunque fueron obtenidas antes del trabajo de
Einstein, su interpretacién era completamente diferente. Mientras que para Einstein la
contraccién de longitudes y la dilatacién del tiempo son efectos puramente cineméticos
que no privilegian sistema de referencia alguno (la barra tendré longitud L, en cualquier
sistema de referencia donde se encuentre fija, y tendra longitud L en cualquier sistema
de referencia donde se mueva longitudinalmente con velocidad V'), para Lorentz la ve-
locidad V' era la velocidad de la barra respecto del éter, y la contraccion era un hecho
absoluto (verificado en todo sistema de referencia) producido por una interaccién con el
éter. Segin Lorentz la “dilatacion del tiempo” no afectaba al tiempo absoluto sino que
involucraba a un “tiempo matematicamente auxiliar”.

En Relatividad se utilizan graficos ct vs. x. En tales graficos un evento es un punto, y
un rayo de luz es una recta a 45°. Los movimientos de las particulas se denominan lineas
de universo. La Figura siguiente muestra un par de lineas de universo de particulas en
movimiento uniforme, un rayo de luz y algunos eventos indicados en rojo.

13
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ct
linea de universo de \
una particula en reposo

linea de universo de una
particula con velocidad

constante 0 <u, <c
(tga=u,/c)

linea de universo de
un rayo de luz (1, =c)

/

Es comun insertar las lineas coordenadas del sistema S’ en el grafico espacio-temporal
del sistema S. Para ello usamos las transformaciones (1.9) y (1.11) para determinar el
lugar geométrico de los eventos que tienen t' =constante y x’ =constante; resultan ser
rectas de pendiente V/c y (V/c)™! respectivamente. En particular ¢ = 0 caracteriza a

los eventos que forman el eje 2/, mientras que ' = 0 caracteriza a los eventos que forman

el eje t':

14
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Relatividad de la simultaneidad

Para extraer resultados cuantitativos de estos graficos mixtos es necesario calibrar pre-
viamente los ejes de ambos sistemas de referencia. A diferencia de las rotaciones, las
transformaciones de Lorentz no dejan invariantes circunferencias sino hipérbolas (como
veremos enseguida); de manera que las unidades de medida en los ejes de S’ difieren
de las de los ejes de S. En cambio no hay dificultad en extraer resultados cualitativos,
y el mas evidente de todos es que lo eventos que son simultaneos en S no lo son en
S" y viceversa. La simultaneidad de eventos es una nocién relativa (mientras que en
Fisica Clasica es absoluta). En efecto, en el sistema S son simultaneos todos los even-
tos que tengan la misma coordenada t, es decir todos los puntos que estén sobre una
misma recta paralela al eje x de la Figura anterior. Por otro lado, en S” son simultaneos
todos los eventos que tengan la misma coordenada t’, es decir que se trata de puntos
dispuestos sobre rectas paralelas al eje x’ de la Figura anterior. Evidentemente las no-
ciones de simultaneidad de cada sistema difieren entre si (At = 0 no implica At' = 0 en
las transformaciones de Lorentz). La relatividad de la simultaneidad es el ingrediente
necesario para justificar que dos sistemas de referencia no acuerden en las dimensiones
de un objeto. La medicién de una barra en el sistema S supone la determinacion de las
posiciones simultaneas de sus extremos. Esta medicion no es “buena” para el sistema
S’ porque éste no comparte la nocién de simultaneidad de aquél.

Intervalo

Distancias y tiempos no son invariantes por separado ante transformaciones de Lorentz,
pero si lo es una combinacién de ellos llamada intervalo. El intervalo As? es una forma
cuadratica hiperbdlica de las diferencias de las coordenadas de un par de eventos:

As® = A — |AF)? (1.15)

donde |A7] y At son la distancia y el tiempo transcurrido entre los eventos (|A7]* =
Az? + Ay? + Az?). Para probar la invariancia de As? usamos que Ay, Az son de por sf
invariantes ante transformaciones de Lorentz a lo largo del eje x; por lo tanto sélo resta
mostrar la invariancia de ¢c?At? — Az?, que escribiremos como (cAt — Ax)(cAt + Ax) =
A(ct — ) A(et + ). Como

v

1
T (ct £x),

1=+

ct' ' =~4(V) |ct — %xj: (x — Vt)} =~(V) (1 F %) (ct +x)=

o<

entonces A(ct’ — ') Act’ +2') = A(ct — ) A(ct + x), pues los factores /1 + Vet se
cancelan en este producto, lo que prueba la invariancia del intervalo.!

1. Notar que la linealidad de las transformaciones de Lorentz conduce a que las diferencias de coor-
denadas se transformen como las coordenadas mismas.
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El intervalo tendria el aspecto de una distancia euclidiana en un espacio-tiempo de
cuatro dimensiones, si no fuera porque las coordenadas espaciales entran con signo opues-
to al de la coordenada temporal. Se dice entonces que el espacio-tiempo tiene una
geometria pseudo-euclidiana (espacio-tiempo de Minkowski).

Cono de luz. Tipos de separacion entre eventos

La invariancia del intervalo permite clasificar pares de eventos en forma independiente
de los sistemas de referencia. Diremos que un par de eventos tiene separacion temporal,
espacial o nula segtin si el intervalo entre ellos es positivo, negativo o cero.? Los eventos
con separacién nula estdn sobre rayos de luz ( As? = 0 <= |A7] = ¢ At). Esta
clasificacién absoluta (independiente del sistema de referencia) introduce en el espacio-
tiempo la nocién de cono de luz de un evento. El cono de luz de un evento E estéd
formado por todos los eventos que tienen separacion nula con E. Esto significa que el
cono de luz de F estd generado por todos los rayos de luz que pasan por E.

ct

Los eventos interiores al cono de E estan separados temporalmente de E. Los eventos
exteriores al cono de luz de E estan separados espacialmente de E. A partir de la
Figura anterior no es dificil ver que si dos eventos E/' y A estan separados temporalmente
siempre es posible construir un sistema de referencia donde los dos eventos ocurren en
la misma posicién (de manera que para ellos existe un tiempo propio). En cambio si dos
eventos F y B estan separados espacialmente siempre existe un sistema de referencia
donde los dos eventos son simultdaneos; en el resto de los sistemas de referencia o bien
ocurre E antes que B, o bien ocurre B antes que E. Por lo tanto no puede hablarse
de una relacion causa-efecto entre eventos separados espacialmente. En cambio el orden

2. Algunos autores definen el intervalo con la signatura opuesta. En ese caso la separacién temporal
corresponderd a intervalo negativo, etc. Lo importante de esta clasificacién es identificar cual de los dos
términos, el temporal o el espacial, es el que domina en el intervalo entre el par de eventos.
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Composicion relativista de movimientos

temporal de dos eventos separados temporalmente es el mismo en todos los sistemas de
referencia.?

En la Figura previa a la que antecede es claro que E ocurre en la misma posicion que
F en el sistema S’, pero no ocurre asi en el sistema S. Del mismo modo, E es simultdneo
con G en S’ peronoloesen S.

Composicion relativista de movimientos

La transformacién de Lorentz de la velocidad de una particula @ = dr/dt se obtiene
diferenciando las transformaciones (1.9-1.14) y tomando los cocientes. De esa forma, las
componentes de 4’ = di" /dt’ resultan

V2 V2
;U =V , Vit , l—Z w

T ] wV Uy = 1 _wV u, = 1wV
2 2 2
C C C

u

La composicion relativista de velocidades explica el resultado del experimento realizado
por Fizeau en 1851 para medir la velocidad de la luz en una corriente de agua. La
composicion de las velocidades de la luz y del agua arrojo un resultado dificil de explicar
en un contexto histérico pre-relativista. En aquel momento, el resultado se entendid
como una consecuencia del arrastre parcial del éter propuesto por Fresnel en 1818,
quien habia tenido que imaginar una singular interaccion entre el éter y las sustancias
transparentes en movimiento para explicar el resultado del experimento de Arago (1810)
que involucraba la refraccién de la luz en un prisma mévil.

Mediante un procedimiento similar se obtiene la transformacion de Lorentz de las
aceleraciones.

Bibliografia adicional

R. Ferraro, El espacio-tiempo de Finstein, Ediciones Cooperativas (Buenos Aires).

3. La construccién del sistema de referencia donde eventos separados temporalmente ocurran en un
mismo lugar (A7 = 0), o donde eventos separados espacialmente ocurran simultdneamente (At = 0),
requerird de un boost de Lorentz como el las ecuaciones (1.9-1.14), pero realizado a lo largo de la
direccién espacial que une los eventos en cuestién.
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2 Dinamica relativista

Tiempo propio sobre lineas de universo de particula

Los eventos pertenecientes a la linea de universo de una particula estan causalmente
conectados. Por lo tanto el cono de luz de cualquiera de ellos debe contener la linea
de universo completa. Para que esto suceda, la velocidad u de la particula deberia ser
siempre menor que la velocidad de la luz: |id| < ¢. El intervalo entre un par de eventos
vecinos de la linea de universo, con coordenadas (ct, 7) y (ct + ¢ dt, 7+ dr), es

d 2 2
ds* = Adt* — |di? = Adf? (1 - l222> — 2df? (1 - Z_z) >0

ct

ct

cdt
dr
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Dindmica relativista

Como el intervalo es invariante, tiene el mismo valor en cualquier sistema de referencia:

/ 2 / /2
1—u—2 cdt = 1_71/_2 Cdt/.
C C

En particular, en el sistema de referencia donde la velocidad de la particula se anule en
el instante considerado (sistema propio de la particula), el radicando se hace igual a 1,
y el tiempo es el tiempo propio A7 entre los eventos (en el sistema propio de la particula
los eventos ocurren en el mismo lugar); entonces la ecuacién anterior puede escribirse
asi

dr =y(u)tdt = ~/)tat' . (2.1)

Por cierto esto no es mas que la dilatacién del tiempo, o la relacién AT = ¢"1As para
eventos con separacion temporal.

El tiempo propio a lo largo de la linea de universo de la particula se obtiene
integrando la expresién anterior,

AT = /’y(u(t))_l dt :/,/ 1- “(;)2 dt (2.2)

AT es el tiempo que mide un reloj que viaja junto con la particula. Los relojes que
estan en reposo indican el tiempo coordenado At del sistema de referencia.

Distintas lineas de universo que unan un mismo par de eventos temporalmente sep-
arados tendrén distintos valores de tiempo propio (d7 no es un diferencial exacto). En
efecto, cada linea de universo correponderd a una velocidad u(t) distinta. El tiempo
propio sobre la linea de universo de una particula es una propiedad que proviene de la
métrica del espacio-tiempo de Minkowski.

Dinamica relativista

Mientras que el Principio de inercia permanece vélido en Relatividad Especial, la
segunda ley de Newton, y la forma de las fuerzas fundamentales, deben reformularse
para satisfacer el Principio de relatividad ante transformaciones de Lorentz. La tercera
ley de Newton, que lleva a compensaciones simultaneas a distancia de las variaciones de
cantidad de movimiento, tampoco es satisfactoria en el contexto relativista debido a que
la simultaneidad no es absoluta.

Para construir la Mecanica relativista partiremos de un principio variacional cuya
accion sea un invariante lorentziano. De esa forma, si la accién es estacionaria en un
sistema inercial, lo sera también en cualquier otro sistema inercial. Asi las ecuaciones
de Euler-Lagrange cumpliran con el Principio de relatividad ante transformaciones de
Lorentz. Por otro lado, la accién relativista debe ser capaz de reproducir la dindmica
newtoniana cuando las velocidades sean mucho menores que la velocidad de la luz. Su
Lagrangiano debe ser equivalente al Lagrangiano cldsico en el limite |i| << c.
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Accidn de la particula libre

El (invariante) tiempo propio a lo largo de la linea de universo de la particula (2.2) es
la eleccion adecuada para la funcional accion de la particula libre,

S[F(t)] = —mc2/dr = —mc2/7(u)—1 dt = —mc2/ \/ 1—% dt.  (2.3)

El coeficiente —m ¢? permite obtener el limite cldsico correcto

2 1
L=-mc®\/1- 3—2 = —mc® + §mu2 +O(u*/ch)

Cantidad de movimiento y energia

El momento canénicamente conjugado 0L /04 que resulta del Lagrangiano de particula
libre (2.3) es la cantidad de movimiento de la particula

dr dr
= i = — = — 2.4
po=mywd = myw) - = m- (24)
(en el dltimo paso usamos la ecuacién (2.1)). La cantidad de movimiento tiende a mi
cuando |@] << c¢. El Hamiltoniano asociado al Lagrangiano de particula libre,

2
H =i §—L = my(w)u?+my(u)” = mcy(u) (u—2+7(u)_2> — mA(u) .
c
es la energia de la particula
E = my(u)c® (2.5)

La energia E es una combinacién de energia en reposo mc? y energia cinética:

1
E = mc + §mu2 + ... = me® + T, (2.6)

donde T es la energia cinética de la particula, que a bajas velocidades coincide con la
energia cinética clsica. Combinando (2.4) y (2.5) obtenemos

p = c*Ei, (2.7)

que es un resultado tipicamente relativista: la cantidad de movimiento es un flujo de
energia (como sucede en teoria electromagnética).
La ecuacion (2.1) puede usarse para reemplazar y(u) en la energia (2.5),

E dt dz’
— _— _— 2.
c Car T ar (28)
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Dindmica relativista

Asi vemos que la energia de la particula es proporcional a la relacién entre el tiempo dt
de los relojes del sistema de referencia y el tiempo propio de la particula dr.

Cuadrivectores. Transformaciones de E'y p

Como dr es invariante, las ecuaciones (2.4) y (2.8) implican que el comportamiento de

(E/c, p) ante transformaciones de Lorentz serd el mismo que el de (¢ dt, dF). Siempre que
cuatro cantidades se transformen como dz’ = (c dt, dF) diremos que son las componentes
de un cuadrivector. Asi la cuadrivelocidad es

dx’

U= =) (),

cuya norma invariante es
. . N 2 . u2
IWW:%szaNVWW:wmﬂé—wﬂz&mf@——>:a,

y el cuadrivector energfa-cantidad de movimiento p* es

dz’ E
(_7 ﬁ)

dT:C

pP=mU =m

Entonces la transformacién del cuadrivector p? conduce a

E' = y(V)(E=Vip,) = (V) (E-V-p), (2.9a)
vy = V) (pe = Vac°E) (2.9b)
Py = Dy, (2.9¢)
p. = p: . (2.9d)

El invariante energia-cantidad de movimiento es

2~ |p = [p|* = m? [U)? = m?e (2.10)
Diferenciando esta ecuacién se obtiene
¢c?EdE = p-dp,

y como p/E = ii/c* (ver (2.7))

—

dE = @-dj = di- (2.11)

% ’
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lo que sugiere que la fuerza en Relatividad Especial esté asociada a dp/dt. En tal caso,
el resultado anterior seria un teorema trabajo-energia. Notese que F = dp/dt implica
que la fuerza no es paralela a la aceleracién en general, pues la derivada de y(u) dard un
término paralelo a @. En el limite de trabajo infinito la energia E diverge, y la velocidad
de la particula en (2.5) tiende a c¢. Asi la velocidad de la luz es un limite inalcanzable
para la particula.

Fotones

En las primeras décadas del siglo XX se comprendié que el comportamiento de la luz
cuando interactiia con la materia no puede ser descripto por la teoria de Fresnel, que
sin embargo describe todos los fenémenos fisicos asociados a la propagacion de las ondas
luminosas. En la interacciéon con la materia, la luz se manifiesta a través de cuantos
llamados fotones que intercambian energia y cantidad de movimiento. La energia y
cantidad de movimiento de los fotones estan, sin embargo, asociadas a propiedades
ondulatorias (Einstein, 1905; Compton, 1923),

h
Efoton = hv > ﬁfoton = v n s (212)
C

donde v es la frecuencia de la luz y 7 es su direccién de propagacion (h = 6,626 x 10731Js
es la constante de Planck). Si reemplazamos estos valores en (2.7) obtenemos @ = ¢ n.
Por otro lado, el invariante E? — ¢?|p]? se anula, lo que dice que la masa del fotén es
nula.

Reemplazando en las transformaciones (2.9a) y (2.9b) se obtiene

- cosf — Y
"= ~(1=-n-VcHuw, cosl) = ———~<— 2.13
Y v(1-h-Ver)v 1—Y cosé (2.13)

donde cos# = n,. Notablemente estas son las expresiones para el efecto Doppler y la
aberracién de la luz!' que se obtendrian razonando a partir de la teorfa ondulatoria.

De aqui puede obtenerse la invariancia lorentziana de la fase de la onda 2rwc™ v (ct — 1+ 7)

Equivalencia masa-energia

En Relatividad la conservacion de la energia y la cantidad de movimiento no pueden
ser disociadas: ambas forman parte de un mismo cuadrivector p’. Mientras la conser-
vacion de la cantidad de movimiento es una consecuencia de la simetria del Lagrangiano
ante traslaciones espaciales, la conservacién de la energia proviene de la simetria del La-
grangiano ante traslaciones temporales. Pero las transformaciones de Lorentz mezclan el
espacio y el tiempo. En consecuencia, la conservacién de la cantidad de movimiento en

1. Si V << c entonces el dngulo de aberracién o = 6’ — 0 es pequerio, y vale que cos 8’ = cos(f + a) ~
cosf — a sinf. Aproximando a primer orden en V/c resulta a ~ (V/c) sin#.
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Equivalencia masa-energia

todo sistema de referencia inercial requiere que la energia se conserve también en todo
sistema de referencia inercial (y viceversa), lo que es evidente en las transformaciones
(2.9) que mezclan energia y cantidad de movimiento al cambiar de sistema de refer-
encia. Esto no sucede en Mecanica Clésica, donde la transformacién de la cantidad de
movimiento p’ = p'— mV no contiene la energia sino la masa; asi en la transformacion de
la cantidad de movimiento total de un sistema de particulas, P'=P—-M ‘7, la conser-
vacién de P implica la conservaciéon de p’ porque la masa total M también se conserva
(principio cldsico de conservacién de la masa). Pero en Relatividad la transformacion
de la cantidad de movimiento

P, = (V) (pr — Vo 2E) = (V) (p, — mVy — V¢ 2T)

tiene a la energia en lugar de la masa. El término mV de la transformacién galileana no
es mas que el primer término del desarrollo de la energia (energia en reposo) en la trans-
formacion lorentziana. Es la energia lo que debe conservarse para que la conservacion
de la cantidad de movimiento se verifique en distintos sistemas inerciales (y viceversa).
En suma, en un sistema aislado debe conservarse el cuadrivector energia-cantidad de
movimiento total del sistema.

Equivalencia masa-energia

Ahora que vimos que la conservaciéon de la masa no se sostiene en Relatividad, sino
que es reemplazada por la conservacién de la energia, queda abierta la posibilidad de que
la masa, como una forma mas de energia, pueda convertirse en otra forma de energia y
viceversa. Lo veremos en un par de ejemplos.

Colision plastica de dos particulas de igual masa

En el sistema centro de momento, donde se anula la cantidad de movimiento total,
las particulas tienen velocidades iguales y opuestas u antes de la colisién. Cuando coli-
sionan forman una unica particula que permanece en reposo para conservar la cantidad
de movimiento total. Si no hay ningin tipo de energia emitida, entonces toda la energia
queda depositada en la energia en reposo de la particula final; la conservacion de la
energia dice que

2my(u) ® = Mc*,

es decir que la particula resultante tiene una masa M mayor que 2m (y(u) > 1). Esto
es asi porque la particula resultante no sélo contiene las masas de las particulas que
chocaron sino también contiene sus energias cinéticas.

Defecto de masa

La masa (energia en reposo) de un sistema compuesto incluye las masas de los consti-
tuyentes y la energia de ligadura medida en el sistema centro de momento. Por ejemplo,
un deuterén D esta constituido por un protén y un neutrén. La masa del deuterén
es inferior a la suma de las masas de un protéon y un neutrén libres, lo que significa
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que la energia de ligadura de los constituyentes es negativa. El defecto de masa es
(mp —m, — my)c* = —2,22MeV. En general, cuando ntclidos livianos se fusionan se
libera cierta cantidad de energia para conservar la energia total (fusién nuclear). En el
caso de niclidos pesados sucede lo contrario porque mas alld del Fe la energfa (negativa)
de ligadura por nucleén comienza a disminuir con el aumento del niimero masico; en ese
caso se obtendra energia dividiendo ntclidos (fisién nuclear).

Fe
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+ yield from

* nuclear fission

g > : s;Ni {most tightly bound) ’
T ; :
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£3T [ : :
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1 + of fission fragments 2
™ ‘s about 118. 35U '
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Creacion (y aniquilacién) de particulas

La energia cinética puede ser usada para crear particulas. Por ejemplo un pién neutro
7V puede ser creado en una colisién entre protones si la energia es suficientemente alta.
La reaccién debe superar una energia umbral para dar cuenta de la particula creada.
En el sistema centro de momento la energia umbral de la reaccién

p+p—p+p+a°

es la necesaria para crear el pién y que los productos queden en reposo en el estado
final:?

Eumpral = 2m,¢® + myoc® = 1876, 54MeV + 134, 98MeV

Para alcanzar esta energia los dos protones deberian colisionar a la velocidad de u, =
0,36 c en el sistema centro de momento.

2. En los estados inicial y final las particulas cargadas deben estar muy separadas para que se pueda
ignorar la energia de la interaccién coulombiana.
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Interacciones “a distancia”

Colisién elastica

El ejemplo anterior es un caso de colisién ineldstica. Una colisién se dice elastica si
las particulas antes y después de la colision son las mismas. En ese caso la energia en
reposo es la misma antes y después, y la conservacion de la energia correspondera a la
conservacion de la energia cinética relativista total.

Emisién o absorcion de energia electromagnética

La interaccién entre particulas cargadas puede involucrar radiacion electromagnética.
En ese caso la radiacién entra en el balance de energia-cantidad de movimiento a través
de fotones. Por ejemplo, un par electrén-positron se aniquila para dar lugar a dos
fotones (se necesitan al menos dos para conservar la cantidad de movimiento). En el
sistema centro de momento donde el electron y el positron tienen velocidades u, iguales
y opuestas el balance de energia es

2me y(ue) 2 = 2hv.

A la inversa, dos fotones pueden crear un par electrén-positrén si cuentan con la energia
(frecuencia) umbral necesaria, que resulta ser un valor en el rango de los rayos 7.

En el efecto Compton un foton interactia con un electrén libre, cediéndole parte de
su energia; asi emerge de la colisién con una frecuencia menor que la inicial. El fenémeno
es significativo sélo si la longitud de onda del fotén es del orden o menor que la longitud
de onda Compton A\¢ = h/(m.c) = 0,00243nm.

Interacciones “a distancia”

Como mencionamos, la relatividad de la simultaneidad impide la existencia de inter-
acciones a distancias en Relatividad. En los problemas de colisiones de particulas libres,
la interaccién es local, ya que sucede sélo en el instante y lugar donde las particulas
chocan. De modo que el balance de energia-cantidad de movimiento se realiza con los
valores antes y después del choque. Aun si hay interacciones electromagnéticas pode-
mos considerar los estados inicial y final cuando las cargas estdn muy separadas y sin
interaccién, haciendo intervenir los fotones para completar el balance. Pero esto no ex-
plica cémo formular teorias de interacciones “a distancia” en Relatividad. Para ver eso,
consideremos la interaccion paradigmatica de la Relatividad, que es la interaccion elec-
tromagnética. Salvo en el caso estatico, la interaccién electromagnética no esté descripta
por un potencial que depende de las distancias entre particulas como sucede en Mecanica
Clasica. En su lugar, la interaccion a distancia esta reemplazada por la interaccién local
entre las cargas y el campo. El campo posee energia y cantidad de movimiento. Por lo
tanto los balances de la conservacion de la energia-cantidad de movimiento son locales;
la conservacion se satisface en cada evento del espacio-tiempo, y no hay conflicto con la
relatividad de la simultaneidad. El sistema aislado que conserva la energia-cantidad de
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movimiento esta formado por las cargas y el campo. El campo tiene su propia accion de
campo libre, de donde resultan los valores de energia y cantidad de movimiento con los
que el campo entra en los balances de los teoremas de conservacion.

Interaccion carga-campo

Si la particula no es libre entonces la acciéon debe completarse con un término de
interaccién Sj;,; invariante lorentziano. En el caso de una carga e interactuando con un
campo electromagnético externo es

Sint = —€ /(gb—ﬁ-/f)dt: —e /gij Ui A dr
donde A’ es el cuadripotencial asociado al campo externo,
A= (o, A)

El integrando de S;; contiene un producto escalar de vectores U- A = g;; U AT A
partir de un vector podemos obtener un covector “bajando el indice” con la métrica;
por ejemplo, en el caso del cuadripotencial

A =gij A= (c"g, —fD

Asf el integrando de S;,,; se puede leer también como la contraccién A; U*.
Variando la accion Sppre + Sint respecto de las coordenadas de la carga obtenemos

e(E—i—ﬁx §) = %(m’y(u) i) =

v
dt

donde E = —Vo¢ — aff/ oty B =V x A. Asf resulta la fuerza de Lorentz igualada a
dp/dt. En términos del tensor de campo,

Ej = @AJ - (‘)JAZ ,

0 c'E, ¢'E, ¢'E,
B, 0 -B. B,
“«'B, B. 0 -B, |’
“«'E. -B, B, 0

Fy =

las tres ecuaciones dindmicas forman parte de la (cuadri-) ecuacién

dp’
dr

(la cuarta ecuacién es la relacién trabajo-energia), donde F ij =g* Fyj .
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Interacciones “a distancia”

Accion del campo electromagnético

-,

Las ecuaciones de Maxwell con fuentes (V- E = p/e, , V x B —c¢ 2 dE /0t = pu, j) se
obtienen variando la accién invariante de Lorentz S.,, + S;,: respecto del cuadripotencial,
donde

1
4p,c

. 1
SemlAi] = / FyFY d' = 5

/(62E2 — B?) dt dv dy dz
Lo

De alli resulta que A
aink = /Lo ]k

donde j* = (pc, 7) es el cuadrivector densidad de carga-corriente. La ecuacién de con-
tinuidad, 9;j* = 0 (conservacién de la carga), es una consecuencia de estas ecuaciones
dindmicas (9,0; F* es idénticamente nulo). Por otro lado, las ecuaciones de Maxwell sin
fuentes (V x E = —0B/dt, V - B = 0) son una consecuencia de la forma del tensor de
campo (es decir, de la relacién entre los campos y los potenciales):
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3 Campo gravitatorio-inercial.
Principio de equivalencia

El problema de formular la interacciéon gravitatoria en
Relatividad

En la Fisica de Newton la gravedad es una fuerza que depende de una distancia. Esta
formulacion es satisfactoria en el contexto clasico, donde las leyes de la Fisica no cambian
de forma ante transformaciones de Galileo. Pero no es aceptable en el contexto de la
Relatividad Especial, donde la interaccion paradigmaética es la electromagnética, que se
propaga a velocidad finita, y donde la fuerza depende de distancias y velocidades.

Vamos a dar un argumento que muestra que una formulacién relativista de la gravedad
en el espacio-tiempo de Minkowski no seria posible. Consideremos una particula de masa
m que se desintegra en dos fotones de energia hv, de modo que mc? = 2hv. Podemos
imaginar un experimento donde los fotones de la desintegracion ”suben” un campo
gravitatorio (uno de los fotones es reflejado por un espejo). Una vez que ascendieron
una altura H se encuentran para crear una nueva particula. Si el campo gravitatorio no

T4
®
(m 2
® !
mct = 2k e
Vs

afectara la frecuencia de los fotones entonces los fotones alcanzarian la altura H con la
misma frecuencia v y generarian una particula de la misma masa m. Pero en tal caso se
violaria la conservacién de la energia porque la particula tendria ademas de su energia
mc? la energfa potencial gravitatoria mgH. Por lo tanto la frecuencia debe ser afectada:
a la altura H la frecuencia debe ser v/ para crear una masa Mc? = 2hv' tal que

Mc* + MgH = mc?
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El problema de formular la interaccion gravitatoria en Relatividad

es decir
H
2hy/ (1+ g ) — 2hy

2
Entonces la frecuencia deberia disminuir cuando la luz sube un potencial gravitatorio.
Este efecto, que aqui es visto como una consecuencia de la conservacién de la energia,
se llama corrimiento al rojo gravitatorio. Veamos por qué no resulta posible mod-
elar este corrimiento en el espacio-tiempo de Minkowski. Sabemos que en ausencia de
gravedad, y en un sistema inercial, las lineas de universo de los rayos de luz son rectas
a 45°,

ct

Supongamos que un campo gravitatorio estatico afecta esta linea de universo:
ct ct

}cAt’.-

Ate = Atr

c,Nce_{

i z,
«— A —
g y

Para ver qué le sucederia a la frecuencia en ese caso, consideremos un emisor fijo en
z = z, que emite una onda de periodo 1. Dos crestas sucesivas de la onda que se emiten
en z, con una diferencia de tiempo coordenado At, siguen las lineas de universo de rayos
de luz hasta llegar hasta un receptor fijo en la posicién z = z.. Como el campo es
estatico, la linea de universo de la 2da. cresta es igual a la que corresponde a la 1ra.
cresta, pero trasladada en el tiempo. Las crestas llegan a z, con una diferencia de tiempo
coordenado At,. En el espacio-tiempo de Minkowski el tiempo coordenado ¢ coincide
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con el tiempo medido por relojes en reposo en el sistema de referencia (A7 = ¢ !'As;
pero As = ¢ At cuando A7 = 0). El tiempo coordenado t es el tiempo medido por los
relojes del emisor y el receptor, que son los relojes utilizados para medir el periodo de
emisién Ty el de recepcion T '; entonces es T' = At, y T’ = At,. Pero en la figura
vemos que es At, = At,; por lo tanto, el esperado corrimiento de frecuencia, necesario
para la conservacion de la energia, no parece modelable en la geometria de Minkowski.

El privilegio de los sistemas inerciales

Principio de inercia y espacio absoluto de Newton

El Principio de inercia afirma que una particula libre de fuerzas realiza un movimiento
rectilineo uniforme. Es evidente que este enunciado no puede ser valido en cualquier sis-
tema de referencia. Como sabemos, el Principio de inercia y demas leyes fundamentales
de la Fisica son validos en los sistemas de referencia inerciales. Para reconocer si un
laboratorio es inercial o no bastaria entonces observar el movimiento de una particula
libre de fuerzas. Pero, ;jcomo sabemos que la particula estd libre de fuerzas? Dado que
existen fuerzas que se ejercen “a distancia”, ;como podemos estar seguros de que no hay
fuerzas “a distancia” actuando sobre la particula?

En la visién de Newton esta cuestion se resuelve diciendo que los laboratorios inerciales
son aquellos que se trasladan uniformemente respecto del espacio absoluto. Para
Newton, la aceleracién de la que habla su 2da Ley es la aceleracién absoluta, que es
la aceleracion respecto del espacio absoluto.

Aunque Newton admitia que el movimiento absoluto es indetectable (sélo es
detectable el movimiento relativo), también pensaba que la aceleracién absoluta era un
concepto valido. Segun Newton, la existencia de la rotacion absoluta se demuestra, por
ejemplo, con el efecto que produce sobre la superficie del agua en un balde cuando el

balde esté en rotacion.
‘ rotacion absoluta
(_ ~

la superficie de agua
se deforma

En un laboratorio acelerado aparecen los efectos centrifugo, de Coriolis, etc. que no
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aparecerian en un sistema inercial. Por lo tanto la diferencia entre un laboratorio acel-
erado y uno inercial es algo que se puede reconocer fisicamente.

Distintos laboratorios inerciales estan en traslacién relativa unos respecto de otros.
La equivalencia de los sistemas inerciales frente a las leyes fundamentales de la Fisica no
hace mas que reflejar la indetectabilidad del estado de movimiento absoluto de
un laboratorio, poniendo de relieve, en cambio, el caracter absoluto de los cambios
de estados de movimiento. Esto es asi tanto en la Fisica Clasica como en Relatividad
Especial. Las leyes fundamentales son vélidas en estos sistemas de referencia y no en
otros. Por lo tanto los fenémenos fisicos que se derivan de las leyes fundamentales
son incapaces de revelar el estado de movimiento de un laboratorio. El estado de
movimiento es una nocién relativa; no tiene sentido afirmar que un laboratorio esta en
reposo absoluto porque no hay experimento que revele tal condicién. Por el contrario,
el cambio de estado de movimiento del laboratorio puede ser detectado mediante
un experimento. De esa forma, la existencia de una aceleracién tiene el rango de una
nocion absoluta.

Critica de Mach (1883)

¢ El privilegio de un sistema de referencia sobre otro debe reconocer una causa fisica.

¢ El espacio absoluto de Newton no es una causa fisica. Por lo tanto no es una
explicacién legitima para el privilegio de los sistemas de referencia inerciales.

¢ El caracter inercial de un sistema de referencia no puede ser otorgado por el espacio
absoluto de Newton sino por la relacion del sistema de referencia con la distribucién de
materia en el universo. Un sistema inercial deberia ser aquel que no esta en rotacion
respecto de las estrellas “fijas”, y que se traslada uniformemente respecto del centro de
masa del universo.

¢ Si el espacio estuviese vacio no habria manera de privilegiar un sistema de referencia
respecto de otro.

¢ El balde de Newton no revela la rotaciéon absoluta sino la rotacion relativa al resto
del universo. No sabemos cudl serfa el comportamiento de la superficie de agua si el resto
del universo no existiese, o si el balde fuera suficientemente grueso como para competir
con el resto del universo.

Principio de Mach

Einstein bautizé Principio de Mach a la idea de que los efectos inerciales sobre un
sistema fisico, como el efecto centrifugo y otros, provienen de la relacion entre el sistema
fisico y el resto del universo. Esta idea es uno de los disparadores de la Relatividad
General.

31



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

Principio de equivalencia

La igualdad entre masa inercial y masa gravitatoria lleva a la ley de caida universal
de los cuerpos (todos los cuerpos caen con la misma aceleracion). Desde los tiempos
de Galileo esta ley era vista como un mero hecho, sin ningin significado més profundo.
Para Einstein, en cambio, la igualdad entre masa inercial y masa gravitatoria indicaba
que las fuerzas de inercia y gravitatorias eran de la misma naturaleza. Asi como las
masas “cercanas’ producen fuerzas gravitatorias, las masas “lejanas” producen fuerzas
de inercia (siguiendo a Mach).

Por lo tanto, formular satisfactoriamente una teoria de la interaccion gravitatoria
implicard conocer también cémo son las leyes de la Fisica en sistemas acelerados. La
importancia de estas reflexiones como puntos de partida para tal formulacién, sugiere
elevar a la categoria de Principio las consecuencias de la igualdad entre masa inercial y
masa gravitatoria:

Principio de equivalencia débil

“La trayectoria espacio-temporal de una particula libremente gravitante no depende
més que de las condiciones iniciales” (es decir, no depende de las propiedades de la
particula).!

Una consecuencia de la igualdad entre masa inercial y masa gravitatoria es la imposi-
bilidad de distinguir localmente un laboratorio acelerado de un laboratorio inercial en
presencia de un campo gravitatorio:

Ta

M (32 ™M o
1 | I
c @ - ""; ? -
_",LTZI M;‘z %
Si § = —a entonces las fuerzas son iguales en ambos laboratorios. Esta equivalencia es

local porque si consideramos regiones extendidas detectaremos que el campo gravitatorio
converge hacia sus fuentes:?

1. El Principio de equivalencia fuerte dice que la energia gravitatoria interna de un sistema autograv-
itante contribuye en igual cantidad a su masa inercial y a su masa gravitatoria. Es decir que la energia
gravitatoria interna también gravita.

2. También es local en la dimensién temporal. Aun en un laboratorio de pequenas dimensiones
podriamos detectar la convergencia de la gravedad esperando un tiempo suficientemente largo.
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—
ol

1 I \ /

T

—

Consecuentemente, en un laboratorio en caida libre (es decir, si @ = §) el campo
gravitatorio-inercial se anula localmente:

=9

a9)

lo que permite otra versiéon del Principio de equivalencia débil: “Los efectos de todo
campo gravitatorio-inercial sobre el movimiento de las particulas pueden eliminarse lo-
calmente con un cambio adecuado de sistema de referencia”.

En cada evento del espacio-tiempo un sistema en caida libre sera llamado localmente
inercial, debido a que en tal sistema la dinamica de la particula se vera como la cono-
cemos en un sistema inercial de Relatividad Especial.

Pero Einstein fue mas alld, y pensé que no sélo la Dinamica se desenvolveria en un
sistema en caida libre tal como la conocemos en Relatividad Especial sino que lo mismo
sucederia con cualquier otra teoria fisica que tuviese una formulacion en el marco de
la Relatividad Especial. Concretamente, el electromagnetismo y, en consecuencia, los
fenémenos 6pticos:

Principio de equivalencia de Einstein

“Los efectos del campo gravitatorio-inercial pueden eliminarse localmente cambiando
a un sistema de referencia adecuado donde las leyes de la Fisica tienen la forma que
conocemos en Relatividad Especial.”

Dicho de otro modo, lo que le suceda a la luz en un laboratorio acelerado debera
sucederle también en un laboratorio inercial (en el sentido newtoniano del término) en
presencia de gravedad. Ahora bien, en un laboratorio acelerado un rayo de luz no viaja
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en linea recta sino que se deflecta; por lo tanto concluimos que la luz deberia deflectarse
en presencia de gravedad (la luz gravita):

-

2%
a ‘

s (2} Slg{)

Ademas, la frecuencia de la luz en un campo gravitatorio deberia sufrir los mismos
efectos que sufre en un sistema acelerado.

Consideremos un sistema de emisor-receptor separado por una altura H, en movimiento
uniformemente acelerado (en sentido newtoniano):

a
L1y
—¢
1 1
. ==alt? ,=H+-at
Z 2a , Z —|—2a

Sean dos crestas de la onda sucesivas separados por un periodo T :

1ra. cresta : z=ct,

1
2da. cresta : z:c(t—T)+§aT2

pues la 2da. cresta es emitida desde z, = z.(T). La lIra. cresta llega al receptor en un
instante ¢y:
1
ch=H+§aﬁ
mientras que la 2da. cresta llega al receptor en un instante t:

1 1
c(tQ—T)+§aT2:H+§at§

El periodo de recepcién es T'' =ty — t1, que se obtiene restando estas dos ecuaciones:

1 1
C(T,—T)+EGT2:§Q(1€—15%)
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o bien, reemplazando t, =T ' + 1,
1 1
c(T’—T)+§aT2:§aT’2+aT/t1

Despreciando T', T'' frente al tiempo de viaje t; ~ H/c (por cierto H es mucho mayor
que la longitud de onda), obtenemos

a H
c(T'—T)~——T"'
c
y en términos de la frecuencia
LV " aH
v

Segun el Principio de equivalencia, cuando un rayo de luz “sube” un campo gravitatorio
la frecuencia deberia debilitarse (corrimiento al rojo gravitatorio) de acuerdo a la
relacion

donde ¢ es el potencial gravitatorio. Este corrimiento fue medido por primera vez en el
campo gravitatorio terrestre por Pound y Rebka en 1960. Notese que la aproximacion
del tiempo de viaje t; por H/c requiere que la velocidad at; alcanzada por el receptor
debe ser mucho menor que c¢; entonces es aH << c?. Consecuentemente, la expresién
del corrimiento al rojo gravitatorio es vélida para A¢ << ¢* (campo gravitatorio débil).
Esta expresion es utilizada por el sistema GPS para comparar la marcha de los relojes
en orbita respecto los relojes en la Tierra.

Ya habiamos adelantado que este corrimiento de frecuencias entre emisor y detector en
reposo relativo en un campo gravitatorio no puede ser modelado en el espacio-tiempo de
Minkowski. Sin embargo, podriamos modelarlo aceptando que el campo gravitatorio se
expresa a través de una dependencia de la métrica con la posicién (es decir, abandonando
la geometria de Minkowski). Asi el tiempo medido por un reloj fijo al emisor serfa

AT, = ctAs, = c_lx/giijiij = v/ 9goo(Te) At ,

mientras que un reloj fijo al receptor mediria

ATT‘ =V gOO(Fr) Atr .

Aunque los tiempos coordenados entre crestas sucesivas son iguales como hemos dicho
(At. = At,), los relojes miden tiempos distintos; por lo tanto los periodos son distintos:

v' T vV 900(776)

v T’ gOO(Fr)
Para obtener v //v ~ 1 — ¢ 2A¢ en campo débil, deberia ser
2¢
900214‘0—27 |p| << .

En ausencia de gravedad recuperamos el valor minkowskiano.
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Principio general de relatividad

La nocién de campo gravitatorio-inercial hace que la separacién de los sistemas de
referencia en “buenos” y “malos” pierda significado. Las leyes de la Fisica describiran
la interaccién entre el campo gravitatorio-inercial y el resto de los sistemas fisicos. Esas
leyes deberian ser utilizables en cualquier sistema de referencia, con tal que se conozca
el campo gravitatorio-inercial en el sistema de referencia elegido; en eso consiste la
generalizacién del Principio de relatividad. No obstante, en cada evento del espacio-
tiempo existiran sistemas localmente inerciales donde el campo gravitatorio-inercial se
anula localmente, y las leyes toman la forma que conocemos en Relatividad Especial.

El campo gravitatorio-inercial estara determinado por la distribucion y el movimiento
de la materia en el universo. No serd visto como una fuerza, sino que se manifestard en las
leyes de la Fisica a través del tensor métrico que describe la geometria del espacio-tiempo.
Por lo tanto, necesitaremos también una ley que diga cémo la materia del universo
determina el tensor métrico. Ese tensor métrico se reducira localmente a la métrica del
espacio-tiempo de Minkowski cuando adoptemos un sistema localmente inercial.
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Topologia

» Espacio topologico : es un par ( & .'C\I donde [E es un conjunto

cualquiera, y 7 es una familia de subconjuntos de £ (que puede ser

no numerable) con las siguientes propiedades:

i) b, E € T .

i1) La interseccion de un numero finito de elemento de ' pertenece a C.

iii) La union de elementos de T pertenece a C .

Los elementos de Z son los "abiertos” de [E . Se dice que Z es una

"topologia” sobre [E .

P> Ejemplos:

1) Ses> E:\-R/ ‘é C 2 Coubun‘\"o {—a/ua.;.do poc Loy l-nte,rv;LaJ

dbiertos (o.,L) W sas vavonel . Esta en 4s {:,pazoly.’;

Y
“estindar usuval en MR-

Los elemmentos de [E Son m_u‘OLas

S
!—'—’ =(F4. , PZ-! co oy !DM) . Se definec un2 “Lola de radio r

'

2lrededor de )0 Cowao & C,Of\-‘i)dnto

mMm

Bo(p)={geR") &£ (g.-pJ <r*}

b=y Y Y J

Un C—O'\buﬂ\_O A ‘oertQAZCQ S ea fo.)beo‘)';-l estindar de RM Sc

L

¥PpeW 3dr>o tal pve B (p) C W
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3) Sesa [E va conjvatlo cualpviers. 'Z,:{yS, &E} es Xa
v 7

] . [
‘{"opo (99(3 “1r\6'\,8crgtall o Tcaolied’.

4) Ses [E vn conjvale cuslpviers. T = (.aMLQL; de todos

Los svbeonyontog de [E la‘topo (oﬂia “Aisereta'.

5) To\:o?.ocaie, ! i.néucl,éa" (ke,re.\i.:la) : Sea I-Ez 1= ‘E‘L‘ Jc(-\r\i.u.uOS
ta = {u n [:EZ./‘.,-'{'é ?:1} . (PfOBar f% ?:Z ey uAad f@fo@o‘f?a)

Por ¢ijewryplo, Lé‘topoﬂoffe vsual de RL iAduce un toPoPQIr\’; Solre una corve e 2.
v v v [Z4

(> Un subconjunto de [E se dice "cerrado” si su complemento es abierto.

7

puntos V', Q. & Eexisten dos abiertos (J , V talesque Pel) , Q& V o

Ur\\/:c}, ﬁ_/;\
(o7 ) (-9

»> Espacio de Hausdorft : un espacio topologico es de Hausdorff si dados dos

COr\S‘Lée_rcmro) doy recTan realey coa Ry ‘[‘opoeof o

Coni‘r;e'))e ,J_,.K(o 3
'L,clcn [ 7CL cando P.s Sewsrrectan
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O
| C =/
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I 4 ~ ’\\
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> Idea de continuidad

36-‘@——3@ /

)
flroy = =====

Za [eimaaPen de ua abierfo No 22 LN abiecto (con s togpelo \,3
P 5 ¢o%es

v v
Usuvad de VR) © La g/uf\ck,or(\ no 23 continua.

p> Funcion continua : sean ( &, ,‘C\ y(E, ‘11\ dos espacios topoldgicos. Una

{
7

funcién {: &, — &, se dice continua si la preimagen de todo abierto de

[, esun abierto de | .

P> Teorema: { ) 9y son continuas entonces O o §( es continua.

J

P Homeomorfismo : es toda biyeccion bicontinua.

C@A\'raeéeu—\?&: P

IRV

L)

ENz /' \“a/g,
~— \_/ <

Z)——'{gﬁ; »?1},1’21»,5612 7‘0)9‘36?;;/9 J'\_Scfc'('éf

'Z"l - ( ¢l Ejl To/o(cf,:) /'nJLSLreTA,
“)
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P Variedad topoldgica : una variedad topoldgica [M ("manifold") de dimension
mesunpar (£ {(U,,¥;)}) donde
i) £ esun espacio topoldgico de Hausdorff
ii) {0;5 es un cubrimiento de £ por abiertos
iii) ¢Z.: Ui— ¥, (U.) ¢ R"es un homeomorfismo con la topologia

de SO (O \’ inducida por la topologia estandar de ["

Se suele pedir también que la topologia admita una base numerable.

//@%9// ~ )
A
/‘YN —/

La idea basica es que una variedad topoldgica es localmente como (R™ con su

topologia estandar, aunque globalmente podrian diferir.

[é su(er“,;cic da Uay d}co en Jun L/drte,al-:-»—" ‘f‘b/o €030LCJ de m=2 .

Ere caootdoio 42 corve

—F/ Mmoo 2 Ond varcedad pogrt el putorao de

P mo es asiviilable 3 ua ewtmmo de (R

La Topologia estudia las propiedades comunes a espacios que son

homemorfos entre si: conexidad, compacidad, numero de "agujeros", etc.

Conexidad: un espacio es conexo si no es unién disjunta de dos abiertos.

Compacidad: un espacio (o subespacio) es compacto si para cualquier cubrimiento por abiertos existe un subcubrimiento

m
finito. AC K (con la topologia estandar) es compacto si y sdlo si es cerrado y acotado (teorema de Heine-Borel).
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/TN —7 =

( o weo o Lo l"-‘° WeeD psav f- o \ \

—————— _— _— >

\ J S —

La topologia global del toro es distinta de la de la esfera. En cambio, localmente

todos estos ejemplos son como [R*(son espacios topolégicos de 2 dimensiones).

P> Carta: cada par (U 3 , es una carta local (una asignacién de coordenadas)

p> Atlas: es el conjunto de cartas locales [ (0 , %) 77 que cubren [ .

»» Coordenadas : las cartas sirven para asignar coordenadas a cada punto de If.

.(°) esunan-upla (%, z; ..., x,)de R™ , que otorga coordenadas a " en la

ri
carta(u;, % ). Como los U; son abiertos, necesariamente se solapan. Asi habra

puntos que pertenecen a distintas cartas, y que reciben distintas coordenadas

1
en cada carta. 2

- VAN

A A s A

/UsW7 ( /7

N

e~ T——— )

A= (X Pa(P)= (o1 dn)
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Si la topologia global de la variedad es como la de &, entonces es posible

cubrir la variedad con una unica carta. Pero en general no es asi.

. 2jeemplo, (o 2olera S*? pre s af resros fog cactan (dem

; /)
é‘v»:«’ms) bace cubru@;,

X

/ ()&

e SN PN/

()\'\—//// / \-/\50(")//(11.1;)

NS :

. 1
f}rov{)eco'cor\ U.)’SCfea)wéa—\c_é.

ﬁa@ Se ):\U@cle/\ eg//,gr" por Qém&a*@o, Con do§ Proyeccinneh

Una deode 21 Poga Nocfe ) otry deade 2/ Po‘eo Jor,

€Ateron’(=\’{fL<=\A‘. E

En la zona de solapamiento de las cartas conviven dos asignaciones de

coordenadas. Un mismo punto Q es descripto por coordenadas (x,,%,) y

(Y17 Y2) - Podemos considerar las funciones que describen el cambio de

coordenadas:

\élz";’h(zlt%&) / 3;‘;22(7‘1:’5&)

Diremos que las cartas son C*-relacionadas si existen y son continuas las

: : : . 2z 2
derivadas parciales de orden k de estas funciones (son funciones de R en®")
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Variedades diferenciables

b Variedad *. variedad dotada de un "atlas maximal" de cartas C*-relacionadas.

Dos atlas (k son compatibles si cada carta de uno de ellos es Ck—relacionada con cada carta del otro.

La compatibilidad entre atlas (\‘ es una relacion de equivalencia. La unidn de los atlas ™ pertenecientes a una misma clase de equivalencia

o . @ . . AN
forma un "atlas maximal Ck , que es la estructura que caracteriza la variedad € .

¥ Variedad diferenciable : es una variedad ¢ de dimensién constante m.

La idea es introducir en la variedad la posibilidad de derivar funciones.

Una funcion definida sobre M puede llevarse a una funcién en R™ por

medio de las cartas. Alli se la deriva, y el resultado puede ser retrotraido

a ™. Como las cartas son <* -relacionadas, la diferenciabilidad de una

funcion  definida sobre ™M no es afectada por la carta usada en el

procedimiento.
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> Difeomorfismo

Sea (@ un ﬁlé{pa continuo entre dos variedades diferenciables [\ y [N

de dimensiones e~ y ™ .

(AR
@(U;} C \/(')

W(W %0@050;1 . %’(\/))

S

Z

=t
Diremos que® es diferenciable en P si f L,é las funciones % o é o,
son C*en U, (¢). Como estas funciones estan definidas entre abiertos de

Ry R la nocién de diferenciabilidad es la usual.

> Un difeomorfismo es un mapeo biyectivo y diferenciable entre variedades

de igual dimensidn, cuya inversa es también diferenciable.

Dos variedades diferenciables se dicen difeomorfas si existe un

difeomorfismo entre las mismas, lo cual habla de una equivalencia entre
sus estructuras diferenciables. Dos variedades difeomorfas son una
misma en todas aquellas propiedades concernientes exclusivamente a

su estructura de variedad diferenciable.

El conjunto de difeomorfismos entre dos variedades forma un grupo

ante la composicion de mapeos.
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Espacio vectorial tangente

Consideremos una curva sobre una variedad diferenciable

2" = x(A) i=Llm

k J / La curva es un objeto geométrico.

\y’\ / Sus ecuaciones paramétricas no son

J4 . .7 ™m
mas que su realizacidén en R a

través de una carta (v, @) .

Como objeto geométrico, la curva es un mapeo

Y: [a,b]c R — M
que a cada valor del paré.metro real A le asigna un punto de 0" .

La curva esta constituida tanto por su "recorrido” como por su parametrizacion:

SU}?oﬂA»’CﬁNS f’d{— R,Q H-*A}(?o 2) b J«MQQ(M\A«L'Q-‘- 2 P
Esto S\gﬂu\—u; 1;\){, Ly m wrcsonren 21 (\N) 501
ﬂ:erenc,u;\o!e.s en Az Xp .

Dada una funcién §{: M — R, queremos ver cémo cambia { sobre la curva:

df _ & fm]
d~

dn

MR

2f d=t

L d

¢
1
N,
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Como la funcién § es arbitraria, podemos ver el resultado anterior como una

relacion entre operadores de derivacion; en cada punto P de la curva vale que

d _ Jdax o
I |x, dX [ne Ixt

(usamos la convencion de Einstein para la sumatoria)

En este resultado, el objeto geométrico d/d)\ —la derivacion en la direcciéon

de la curva— queda descompuesto en dos factores dependientes de la carta.

Asi la derivacion en la direccidon de cada curva que pasa por P puede verse

como una combinacion lineal de las derivadas parciales 0/0z", que forman

entonces una base para este tipo de derivaciones.

g RN —
ST N\ M3 avn.  Coslpuicr cawebinscuan

/ YKP“\‘/ ) U _9_ yoc&&. VE I carmdD YN

oxX*

M :
\l/ Jc/\'\/;u.p/ﬂ e |2 dirccaeon de und

Curva poe pasa pof P 5 baste towmar

ZE(N) = 25, + U (u-np) + @t (-1 h ..

o
X
i
c
¢

=

(1R

Pl

'
"
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Las derivaciones en la direccién de las curvas que pasan por P forman un espacio vectorial

en P, cuya base es { 0 / Oz'} , que llamamos espacio vectorial tangente ] p .

VeTl, = | V=uU‘2 , VieiR

El nombre "tangente" se debe a que las componentes v° de los vectores de

en la base coordenada { 9/0z"} tienen la forma

Ut = 4=

—ax I,

que en un espacio euclidiano serian las componentes del vector tangente a la

curva.

Qc;;rcéenw LENCC elzemcntsr 5

m
\/

Loé uec,ﬂ’orm Son c!e(\,\/;c;mneq. /'\c‘h)/é/\ Sobre F.mc;onep Y

dan P’ reswd rado N U T2, .

vV (F)

EQ. l’\u:-n-«e:f3 D =27 ,,,....\o C.k; [3 Jer»\/ﬂa f Jurec:c;‘-o:\
de v CLem p
V(f) = viof = of]




5 Bases anholénomas. 1-formas.
Espacio cotangente

49



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

> Bases holdnomas

Por cierto, tendriamos que probar que los vectores que integran la base

coordenada {0/0z'}, también llamada holénoma, son linealmente

independientes.

Ts decur, rtpY o & J'=o XJ
Jx*

,D@u-.oyi-nc'ucfﬂ g

@ \ Trww IJ

=>) AILL@@W; 2l oboctaAfW U":"BL o Cap }vno'ama/,; )(é

O = U';’_a/x.b - U’L 66‘.‘: \fé _— U‘}:O

g

LM 1828 der'\vac;_pn.e/; 9/9)57' Son £ . nealusrente

inéc‘)lpené\cr;{'@o, (7‘ ’fuc MUCSTI’A 1;we "(1—‘0 Lene

o ./
dlmaenSiem m.

L3 2/9x2° son deivsconen ew (5 diteconn de o cucvasd

Con ( Acna&ﬁ .

b Campo vectorial: consiste en elegirun V € T, encada PeM.Enun

entorno () escribiremos

Vi) = ¢hu) 2

D x!
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> Bases anholénomas: no es imprescindible que la base sea coordenada.

Cualquier conjunto {E, },=1,....n de m vectores linealmente independientes

es una buena base de ], .

A < cus|euver ve ctov V e T, pves<e 3cv devsrrn lleds xum
\ f

V = ¢*?

M

QU

Los propios C, Pueden desacroflarse en [1 baye coordenada:

Jx
emYoncen . -\7 = U™ e.-i'a_ _2___ | “Ac—C."' Ut _ \Ime—:,
o’

2 |\ 2%\ = 2 [pf)

e \awy) o \(Gm/

no Suceds Ro wicsome o oo vecrsrews levns Lase anbo lonsws

a— —

£ (Ealf)) - EalE

hd AY

Se nos deshacewaos ch :
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ES .g,u-a-pe cande no¥as Cve (x .L‘us"'mc'»;r\ g,.,.\'V‘e vna bare (ﬁ-ar.{m;‘\;_
M | 4

w UAd an Lt.ac'l.av-\.). e ‘-U.Lecc Co A<=/ Py | wy’mgwb de (2 Lkaoe
ﬂ | 4

G~ un Ludorno def puasD e cveotidn , Perfe)}e in volucea derivadd g

de (5 base.

E'\c,.hf\o . o~ A o{)c’m envldane de M= divendiones se(mn

v
Usd (i b e de verjeres '”a(;rw:
£,z wse 2+ Sene p_ ’E-Q;-sea‘aa_.‘.@ueé_

PR 9-3 ox ’%

fUz ¢ UAad byse anksao’nov.»). L) bm ‘r\oe;no:.».) A.Sec'\..\A) N Oas

contdensdis pa(é'cd <’

d _ L D L 24 P - 8@ 2 4 Sensd - E,

or  9r x ooy /x 3
2 - o 2 L 2y P _ _rsemed 4 Cfcas@2 - rE,
Jo 2e 2% oo 23 X 79

P> Transformacién de componentes ante cambio de base

UN Caadic de base en T, 24 0aa %rans&ormbc«;w Cinesl :

N Eq

em—

Ea

Un mismp vector UV gucde scr amprenddo con asmdods baes:

V-_— \fa'-é,_.,_: U*’“j\?"a,ff—ai = \f“"—éa_!

Es dec'r vr = N u0?
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En pa(‘\".,oulas’ J Carsrbe oXre banes @Qr&nd-\d <)

2 - 2" 2 pdee Nz 2R
X A I L
€ ntoncer lfz" = X" Sl
2X°

Los textos que no usan lenguaje geométrico definen vector como una n-upla U " que

ante cambio de coordenadas se transforma como acabamos de ver. Pero debemos enfatizar

que no es el vector quien se transforma; el vector es un objeto geométrico, independiente

de la carta. Lo que se transforma son sus componentes, debido al cambio de base.

Las coordenadas mismas no se transforman como lo hacen las V'*. No hay un vector cuyas

componentes sean las coordenadas. El paradigma de vector no es la posicién sino la

velocidad. En otras palabras, en general M no es un espacio vectorial.

p> Campos vectoriales y lineas de campo

’b)/:Lo U~ €D Yo Vec\vqt'lve \/ ()(_'*\ . \_poéfr\l'wﬂ.j )p(cfun‘\)fho_S}:u eq
L ¢ J 0 §

P\o 8017‘?-4 LMo:ﬂ\"r)_f uNn) v vy c/u_,e vyw !f/o/ P, o...;a Vccjro"h.«aftni'ﬂ

(4

coincudd con V(n“)-—_:b’"‘tx“) Bi. G CAAD l,lpl.m\‘ﬁ de 4y curva.

chc((\2u~ob €ncon XYl yagd Curv2 x":;c;’(z\\ TOC pIre éla-/ P {'A(fuc

ix‘(xx = 0 (X) (=1 ..., m
AN

Estos cwacmnen sen siewyre intpesbls, 3y tienen golocin daver (o
D ¢ s [/4

e & U LD de P) [é orve )v: o}a'\'e'\'hc!z, en éa 6&«3 Je,
4

Cynpo de v gue [ad gof e .




R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

1-formas. Espacio cotangente

p- Las formas diferenciales o 1-formas (también llamadas "covectores")

son funciones lineales reales definidas sobre |\ e,

’&)J:T?—’(RL

Dide Vel |, ¢ W(V) &R .

Notdcda dternstwvs : (3 (V) = £83,7V>
B Linealidad ¢ (o (2 V+ £0) :«3[7)4—‘5«'{6)

b — e

eER  V,0€ W

Al igual que los vectores, las 1-formas son objetos geométricos, independientes de la carta. Asimismo,
el nimero real que resulta de aplicar una 1-forma a un vector es independiente de la carta.

p Espacio dual o cotangente

Pscs convectir el conjoat de §-farmad ew 0n enpo> vectorn)

a'cbcuuuf) Ae(—'\n'\( (; obu-»}?in.)c;&;’\ e'\,neJ de _L—Fo/»»ld.D%ﬁalmo&

<~'Za+e,7j, V> £ <D V>t gL, V>

El espacio vectorial de 1-formas se denomina espacio dual o cotangente
*
en P,y seindica o .

En el calculo con matrices las columnas actiian como vectores y las filas como 1-formas. En ese caso hay

una operacion que conecta ambos espacios: la trasposicion. En nuestro caso no tenemos atin ninguna

] . ] :

. ¥
Veremod chHuuo e aLeSf\r\e uns base (amcdeaada s 'E; )
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> Diferencial de una funcién

.D;A; unx .ll—un can Sf:[M — R Jeg—Lv\J\m und j_{\-,r,%; [ue
Llsrus (e vrod Py | 4;{-qrw¢'.;,? JQ_Q

df U>s dE (V) = V(g) = viof v Vel
$ 22
Jefinicu':-\

E¢ NSwars resd pue resdr de dplicar eff- W vecter IV en 0s
e /

— ~

dectvads de € om €y direccn e V.S, VoL = W) =
. ax

i

6\', ‘F Lo [é_ L-é;l,'-m.) <a9 fJey;é,&; de una C—A.ftd, =

c'

LA, VDS =) DX - WS

Y
P¥])

A\ U e

o
Lo Pve /efu.-:ﬂ“'c, escrebir JP Co oo
I 4 4 ¢

df = 2F dxi
ox"*

E,ﬂ éfcc-(v, AA:- r¢.sua1‘3 N

<J.§:\‘\-/> = < 9}_.4‘:1,.'—,7) = _2—}_ C-‘:L {'&) - \/i'éf_:_ /
2x- ax*

~ -~

. L ( - ; s " T
La notacion puede sugerir que ¢ ¥ es infinitesimal. Pero é + esuna I-forma. Es una ‘maquina’ lineal

-

. ~
Como las componentes de d { en una base coordenadason 9%/2%" , 4 se emparenta con la
p p

como vector necesitaremos una estructura adicional que vincule los espacios tangente y cotangente.
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~ . . ~
Delarelacion UV~ = L dxt V> = < dxi S > - ud <<Jz°,3)-)
2x)

también se concluye que

() S ¢
<cs9£.‘,__5,-7> =
2 J

Esta es una relacién de dualidad entre las bases coordenadas { 9/»_;} de T,

y {dxt) de ¥ .

?.)ra ?roL;r g'ue J, A%i“l S es ona base 'ﬂ;’é

t J v =7

Jt\ﬂm vee ,{a .\HAC‘)IQWA*J"‘C."" lllr\ca(, AQ A4 Q,std‘b'a/

eoto en "

a:dxt = o & a, =0 ¥

Demostracion:

@:.) evwvad

=) o = e, A 2> = Ay L,

28 A
2 x) oxd v

En general cualquier 1-forma 9 e T * se puede desarrollar en la base

coordenada .{ Ja&g .

CJ = w(, X Neotere |a ubicscion de bs indicts
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P> Base anholonoma dual

La dualidad se puede definir también entre bases anholénomas. n 1-formas

linealmente independientes {’E"“} forman una base de T, dual a la base

{E.Nde T, si

~

[y E* 52 ),ucdo- of,‘;a«\&'\r - €3 base coardouads-

N ~
Em = ea' JZL

td
<

Enton cxn W = D ET = Lda ey dat - W, = Pa, eﬂ;:

Nafm gu¢, ()' A}x})&&éﬁ i,.u.f\;bC) ‘;we‘.

§* = (g"'i-E- = €, ¢

E'\ “—é(u-'\'hn’ab de (2 (‘C}k’eo’f'\"w ng/or\<n,\</b dc a)_\—; *n

—

L D = GAQVLAT‘:GJ V=

(=9

&AV(V): LS vy = @a\/l’(r[_—:,@‘

L@ V2 = o, v

Notene [ve viwmd £ doatidad
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P> Representacidn grafica de una 1-forma: asi como un vector se representa

con una flecha asociada a la curva sobre la cual opera en forma de derivada,

¢ cdmo se representa un operador que toma un vector para dar un nimero?

Sz
—

e/

e P

/ / B .

— | ==

rd

— /7' Pb( gbw}b
~ . |
_—— w ~ A _ B
/W/-: W(Y) = @ (U+w)

o (VY =2 - 4,§+0,5 =2

En dimensiones superiores usaremos un conjunto de hipersuperficies planas y

paralelas; la hipersuperficie que contiene a P tendra la etiqueta cero.

Noétese que no podemos representar la 1-forma mediante una flecha porque dos flechas no dan un nimero.

Para que dos vectores den un niimero precisariamos un producto interno de vectores, que requiere de un
tensor meétrico.
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P Campo de 1-formas: consiste en elegir una ¢ T, encada PeM .Enun

entorno () escribiremos O (x*) = ) (x) Jx* .

P> Normal a una hipersuperficie: estamos habituados a caracterizar una

hipersuperficie (un subespacio de dimensiéon m-1) por medio de un

vector normal a la misma. Sin embargo todavia no hemos introducido

una nocién de perpendicularidad. Por lo tanto la nocién de vector normal

~S
no existe aun. En cambio podemos definir una 1-forma normal n tal que

| ] licad Ia b o

P> Transformacion de componentes ante cambio de base
— [} -
Un cambio de base en mﬂ—éa_,—ﬁrw—agiz -

/ 9 * .
¢ Como debe ser el cambio de base en T, para preservar la dualidad entre
*
las bases de E, y Tp 2

~
o _ '/\-o“ul' Eq' me')ou'\.l.\ vereuseS por rue’sc)uaﬁl,io

v o PiSuas SO ubole A

TR

Sey

La dualidad requiere que

8% = LEYES (N L EY Ny EpT =

— /\a‘a', j\%'b <€‘Q"} EU7.: Ao.,a" N'b

\———————— *
gg'

(« W a. a} o.‘,l Aa- ,
/\ o [a Inversa de j\- o §I,' = N\ o I
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Ut\é Mo, S D 1—;47(\".3,(;; g“&:&ﬂv Scs v,cf’eﬁ&écm distiatay bosear:

[~V

~ ~ N~ S
W= We E* = wa_/\aaj E® = W c

G
> Casos particulares 2 - / 24" \ 2_

oz \ 2x¢ ) oz

P —— rA\, «J-’
5 :: — 2X /DZLI\ ='> a,'[" — A- 1! ___;) c/Z:' = 9)6"' Jot"
4 px* \ 9x1 ) o4 D

_ N ~
Eo =(eci)2 E™ ——(6";)0&‘
po DS 0T N A A

Histdoricamente los covectores o 1-formas fueron llamados "vectores covariantes',

porque sus componentes se transforman como los vectores de la base de 7, mientras

que los vectores eran llamados "vectores contravariantes". Estas denominaciones

oscurecen el cardcter de estos objetos. Las componentes de los vectores y covectores

comporten como objetos geométricos, independientes de cartas y de bases.



6 Tensores. p-formas. Areas y
volumenes

61
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Tensores
7 -—
La felacion <D, V2 = WDaV¥
~ - ~ -
Y en pacticole  <E= V>V | (T E.>= .

fbc de Verse de cIO_S' rMAance A -

~~ ~ . 4
] L e una  auwdpuing' linedf pue eapece un vechrc pary
7 [ 4 7

, B(v)eR

dacr yn r‘\Jm.cro 23 g 7;, - ’P

-~

“") Pece fwlnu,. Voelftm dec\r fu-e. l/eo v N—u;p\uh.)

lme»/ fUC ) ErS vay {- fvrm; [rdre dar on nUM/‘D

V: T,—R V(&) e R

Entonces /"JM Az&‘.'\—‘\( ‘*’*’f/\*‘.“”ﬂ 6‘-"“3-12;0 mé; ;enzruz-d,

fue ‘i’cnf,w\ entradsy ("rAnuru") P22 Vacried veebsr. ) J-Sormaa.

Cudsnds 2439 van v A Se WKC@,{-;“[ (;_ ,uaawrkmn.l. da ua nulw.a_t'a.

Estr ep Lo ides de tenssr’ Us+cnsor de 1',,,,»( ) ieac r

eutraday o ranuryy yar J—j—oru..;a } S ranurad paca vectere, .

> Tensor: un tensor T es una aplicacidn lineal

T o x TN x Tpx oo xTp —= R

- —— N ———
r facteren s Goctvres

L 3y {-dotmad S t=ngorea (0\ . 3 Cay vecto/®o s~ tengores (Dl)

—

{47 Z 7

Lined bidad - T( _.-.,xv-t-,g(_), ) = T(---, V, . ) +/€T[.,., L_},)

P Cullrw'-'f ranvis Jde vectorsy, P, (o pmges paca o—”&uwf
ranvey de }-(orimsg.
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'PaJcm‘b Ae,g{.n;.( o.s\ﬁ.w»'uh)o.\-ane.p e(_}leﬂpo i«c {'&nS-f?J-Loj PR gy

tips  pa> hycer de s un copre vectorisd e C-.

L

(T T ) (3,8 T ) = o T

~ ~J — p—
o« T (B B T )
5 (/57__(5‘,

~J — —
.
w0 Vl,...,\/‘r)

> Producto tensorial: a partir de vectores y 1-formas podemos construir

tensores de rango mas alto mediante el producto tensorial ®. Por ejemplo,

V@ﬁ‘@ on -‘—cnéeféﬁ Tfpo (‘i\\’ JBRI’\.\JOOJ\M'.

~J r~

N L — ~ -~ - ~ - L
V@ w 1 0) = V()@ ) = (r’),v) L& o>= V"‘w‘,’_ 2. O

C)

~Se

(1, -
it

Ea pacticdec Vo ® (E*E,) = VPe,

v

Sen |l Crn poie g 0 de _1785-\\"

SLcﬂ..‘(rc se obfienen (v cogttncnts  saturands A, rfanorsd cow

lpsnen o de lag bares: V(EY) 2 B v> = VECENE S = V™ ete.

DC th\»o Ave(éw}) Can 5dber o 2¢A0d bntensor Solore {-—3 &wkw

de (34 basen de T, q TL¥ pdrs Ssber caowo scha Sobre cosdepier

coleccin de u.fvi(w (#e Cuneslidad) -

N"ok/a: ouc V@S 2e pcha. Aw;rroua/ S f';rl-uv'-nr-) de rua
’ ¥

@%fOWW V&wa
V@w= Vrw, E, ®&*

e ket Vol (§10)= /N0, Gu(§) EHD) =V et
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B> Espacio vectorial 'E—; (P): estd formado por los tensores de tipo ( g ) en P,

: r v
Por lo que acabamos de ver, cualquier tensor( 5) puede expresarse como

C4

b g - -~ ”~
T-T*" e @ ©@E“"g  ®E™
had IO X3 J § YF
donde [39 c,.{\wzf'-/\-ev\*w T.L'.—.bfn ~ se obticnen coo
- “= et 1
"5..--Lr — — ~L ~
l a ..a, = T (E&N...,Eg‘:; E ‘l: E'or)

Ve oy pue 17',' (P) @ v~ )/f'aJ—ucth Jl"'e\a)°f;\-( de espscal -

Tr(\{-‘\’ :E@‘ : '@H—P @E—p*@ "'@T_p“—
N—"~~v"_ \ ~ >

| S
r rdc'"'m—.f—f*d”““

S pd . . o
D‘MS{,DG'. C e CA.;S-L) bc'j'b’ fb(nc cLanSm m {é

d'bM.u‘\L;k Jq, —‘D—((‘{P\ A MF+S . £n &fec""p , cada 'I_‘!ﬂéw
A 7

2ots Crescteritada  por M oumponentss TL""b'Q, .aq ¢

P> Transformacion de las componentes ante cambio de base

—

I — o] ~
Eb (= ABL Eb’ / E™ - l\o'n,' EO’ ! 0!‘*"’0/\680

b o ' b ' Q q' SRS
T L'au,...m; = Ny, J\br“ﬁ“f'% s
4

P> Contraccidn de indices: es una operacién que consiste en igualar uno de

los indices superiores (o contravariantes) con uno de los indices inferiores

(o covariantes) y sumar las componentes que asi resultan. Veamos que
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la contraccion de indices produce un tensor de tipo (rs \> . Por ejemplo,

si en la expresion anterior contraemos el ultimo indice contravariante con
el primero covariante resulta ——~_

b ... b '
T 1 m‘q}---ﬂ{‘ - j\x\n“.(j\m.\

~——¢q,
by
Entonces
] ' U ]
Tbl”.mq,‘.--n:s _ j\bl‘i;“' _/\b"i;ml ./\‘h ’3_ "A?Sa'.é T"n o“’q' a,
\__.’—\, — - —~ _—
r-41 Cachoren s-1 [achres

.7 r = 4
que es la ley de transformacion de un tensor \ < _') . Como vemos, la contraccion

esta bien definida porque las componentes del tensor se refieren a bases duales.

Ejemplos:

l) L3y C.awpo'\-cf“‘"" de un  Teas~y (j) Se "'f-‘u--S’S“'W*'“\ Sefu’l\
7 A3 7 ¢

Taw = &Na /Ny Tog o T, - 2x* 2% T..

Y g = <<

. L3
” ﬁx ¢ a xil A

v

2) St -Talo cde don 138 <oy~ ponewied dle Ua tenssc ("%) etoaces

h
T chb

P Son CO‘WVQV\WRO de va ‘\"€ﬂ$°f \"\

A 274

\.

TQbCJe ATE r ua Yesseor (3) (comh'éfé'-;")'

b .
T° cde A{—A s otro tenssr (i) salve < exsle uns

SLtmetriy S o) = T

V4
5 dce euwtre (A wyv'tey\,"t/) w
”cy\SQf —\—- .
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P> Entradas simétricas: dos ranuras del mismo tipo se dicen simétricas si

la maquina lineal es indiferente al intercambio de los argumentos de esas

ranuras. Por ejemplo, si T es de tipo (i}

T(2,89) =T(E2.9.8) , ¢ 577

~ 7

QI\J\'»nc,eo /; kr\me‘; 1 ‘)"Gfav: fanory) (2% 5Lu~éhf‘-.céé- Eq
J 4

Cors yon ent) (uc«‘: .

{
T e 0, 9. =T e, n_w, v 3.5.%
N~ ——
—ach . [ ¢ Thdicen L;.n__g.(l)
FS ey (e e /

@ Tq,b(_ —r-a,c'e

P> Entradas antisimétricas: dos ranuras del mismo tipo se dicen antisimétricas

si el resultado de la maquina lineal cambia de signo ante el intercambio

T(%;V,D)i -T (5,0.9) V2,0,9
fﬂ Cau-s)lvn.ch'\'% \"Jd’ T—abc E,_VLU" = - Tal.c. 6'°.ULV°
v w — >
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A partir de un tensor cualquiera podemos definir nuevos tensores

simetrizando o antisimetrizando grupos de indices del mismo tipo.

Estas operaciones se indican con () y [] respectivamente. Por ejemplo:

Ty = 2 T
\ /
c 4 \ /

Eae( CuCon g bar (’ue 129 canfidades An’m/'wr% f(énS{w froman

CorR  Co = ponentw de u~ tensor .

En general, si simetrizamos o antisimetrizamos un grupo de p indices del

mismo tipo, habra que combinar p! términos que corresponden a las

P! permutaciones de estos indices. En la simetrizacion todos los términos

se combinan con signo positivo, y el resultado se divide por p!.

En la antisimetrizacion cada término se combina con signo positivo o negativo

segun si proviene de una permutacion par o impar de los indices; el resultado

se divide por P\ . Por ejemplo:

T--{a,.!. rT,,,mLQ... —T--u,c\a"-+ _T-...Lc.-eg.--. = oo long s o

Alooe 2
]

L
GL 'f‘_‘_...cbp..-. == TCQ,L-)

T""'al...qs se Jdice *—b’gﬂ.m,jﬁ‘e SLreriCa e Suna lInJLCQA
Cavacianeq S T'””ai...QS:T“m{q....qs\, . Ahgl.:,l’wh—

3

P el 3D antisLmeSrieo -
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Evjerc'\.c}ns :

L) Mestrar Pue T~ ab.- = Tyt T rall

W) S Sien.z S ivan B AL AL

Mo S Frar Jeuc, 5 ob .. A - - O

S_,-._(a\hg\'..l eaton @ paee CJALJ-U'tchvJ-roc

ML\ Su Sn.bc.:
__r. -..-(Q.L_-c\- C

7

5 ol ._T.-:'Q-LC"-_ 5

((A-u-; p273 A (3o 2N §Lmndirico )

.o c. .

P> Areasy volimenes: No tenemos aun nociones de drea y volumen en una

variedad. Si recurrimos a las nociones respectivas en espacios euclidianos

vemos que las mismas se vinculan a maquinas lineales completamente

antisimétricas,

V| ¢
(sv)))
|

@ |
r\
ol
pa
Pl
N
I
|
ool

EJTO moS wotivy Joé'\:ch’ urec;li A"'Bnc.o.:;r\ AN ZB—.\
TC)\ Solf<p (;) 't'o")xm’ve ;n‘f\s.,uuéj'hw .




R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

p-formas

0 . . 7 0 .
P> Llamamos p-formas a los tensores ( b) totalmente antisimétricos. Decimos
Lp,

que P es el grado de la forma.

P> Como las componentes que tienen dos indices iguales deben anularse,
~las inicas componentes no nulas tendran todos los indices distintos;

~_porlo tanto debeser <~ .

p Ladimension del espacio de p-formas es igual al nimero de componentes

independientes que éstas pueden tener. Esto es igual al nimero de maneras

de elegir p indices distintos entre m, pues la distintas componentes que

comparten los mismos indices en distinto orden estan ligadas por la

(34 ]
antisimetria. La dimension entonces es ( P ] '

Ejemplos:
L) Lw o-gformlé S vn (»5 §’UA<~01\-€0 F-.|]I\1.._,|R

M,) £ 40)44\0@ Af_ M-;—ofu.\.)d 7"10.»1: J/LAW;\ \ . la Gaicn
Cé\ﬁhracnh lnA-c.re.u\A;\ao&\C de Und m - for o % 29

Wyrm s retaaten se ot icnen &l dnfisy arelyyy -

Para comenzar, consideremos una 2-forma en una variedad de dimension 2:

Wy ( E'eE* -t ,Ev‘)

-~

W = W,y E'®@ E* ¢ G, El® el

|
Ly w,=- 0y
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\

La expresion obtenida muestra que es util definir el producto tensorial

totalmente antisimetrizado o producto "wedge" entre 1-formas:
5/\?);: ?/@"5—5@5 —> |EA] =-0nE
£, 7‘): so2a ) - (ormad

que es un producto asociativo:

(SaEVAY = %aBal = d@Bol —FOX@T+ -, (3] Hnind

El ejemplo anterior muestra que una p-forma cualquiera se escribe

5 — wga; @, | E™ A -/\’E\:“"
- 1 Lo ...0 Eu'A----/\EaP
oo

donde W, ...a_ — Lo ... LI son las componentes de ¢o .
: : [ovg

Las barras verticales en la primera linea significa que la suma se extiende

solo a los términos tales que a., £ v, < --- L a., Por ejemplo, para

una 2-forma en 2 dimensiones es

~ ~ r~ ~
(w,l E|AE2 A wz\ Ell\ E")

~

~ (v\ N'L_
O = Wy, Eal =

(S 1k

Si no usamos las barras verticales repetiremos ?\, veces cada término de

la suma; de ahi que sea necesario dividir por p!| . Pero este factor no

es parte del valor de la componente. Para convencernos, calculemos el
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valor de una componente saturando las entradas de la p-forma con los

elementos de la base. En el ejemplo de la 2-forma la componente 21 es

Wy, = 0 (8 ) = Wy EE (§,F) - @,.|E0E-E0F) (E,,F)

X

= w, [ E'(E) EYNE,) - EE) E(E)) = -0,
k.,-.;-' o i1 \

.~ ~
Si W esunap-formay ¥| esunaq-forma entonces

@ A 6 = i B e de ,(’raéo Lompac
AV

S A ~ . ﬂ-“ ~L
- 17 = = +
W 3 ; EYA...AnE"AE"

A - -'\E"?*F

~ ~ &8
Para construir N~ & Jos ultimos 4 factores £ * deben pasar adelante,

Lo d

ol b § = o . 1

e el , hio de s
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Ejercicio: calculemos el producto wedge entre una 1-forma y una 2-forma,

a’): wml\éw e und &—g_ofuga de (ﬁ\"‘);onw\‘&: Do,

?\ = .}.— ql Eb [\:E:‘ L YN Z-S-&fru-) Ji— 63“"‘?5‘\'5‘*‘% r)l.g
/ P ' /
E)
~ Nq' Mb ~" /:iY ~ ~ ~
a ' z | —_— =2 L L <
LD = 2 @a Nie € B E - L = )01 Y ey ETRESE
U o~ .
sl {5 P‘\r'l"- datiSiwmelr
AN Cean'-.\.\'; o I &N
= \““1\m56=3whth o v b sum

land ~
En general, para una p-forma w y una q-forma YL) es

—_—

N

E:)A,;} \ P-HF) W

= { { _ oc ﬂ - ¥ 3
ay “‘,*? \ P L%y - g [U"P'“ \’*"—-‘

pues habra que multiplicar y dividir por (p+¢)| para aislar la componente.

~

Ejemplo del ejercicio anterior: = +dx -5 Y 13 dx A3

1
1\

Z)‘n’;’\ — }x13 :_l\ac Adxada - Sx\3 A)“J"‘"Jk ZGSJ—:“T‘“L
— i’ )




7 Derivada exterior. Formas cerradas y
exactas. Lema de Poincaré

73
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Los tensores son objetos geométricos. Son maquinas lineales que se aplican

a vectores y 1-formas para dar nimeros que son independientes de la

carta o de la base elegida para hacer el calculo correspondiente.

Queremos definir una derivacidon de tensores que preserve su caracter

de objeto geométrico. Veremos que, en general, esto no es posible a menos

que dotemos la variedad con una estructura adicional para lograr ese objetivo.

Sin embargo, es posible definir un calculo diferencial e integral de p-formas

sin mas estructura que aquella que es propia de una variedad diferenciable.

B> Derivada exterior de p-formas: habiamos definido un operador 4 que se

aplica a una funcién § (una 0-forma) para dar la 1-forma ﬂ :

~~

d: T, — T, tal pue d§ = 2% T

22"

Poderwo s fgncr-%b'}.v@o > bg—({a(""-lé de b §,‘.1>.,Lcn¥<. fonAvery

AT: —_ T;“

Dé&é (VLY };-Prw; m_—__{. wke J:}AJ;“A--.AJXZ

e

, il
.P

Debinvimos £ {\;pi-\).— }or»s.\

~Y

du = —'—- 2 ‘d()y...z Ay Adxk A .. /\A?LL

P

= I {(_‘FH) a[,_w',)ke\ { Jx*~Sxy Adxk A .. A sz'

(pro)L ! g
Q N

V
Compencntes
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Uns Je&inic‘uéq oPerativa cowe A dads pars AZ,) t‘_q 2y satistacrera

Mmienfrac mo s devwventre g e el ob»d"? ML defnids 5 WPO"'&

Covo un> [p+)) - fored ; (5> pue Wavemuos enSe’fUiclA.
A J I hd 7 v v

~ ~N .
_E,,.}b.p-)o(& 96 Q,) l- (ron...; N = A.\ ded . Caroneeo
v 0 [

da = 9 A dxY adxnd = Q;A; (J;dggc}-g.imalif)

L] v AY

= (2R -9A) v @ 1

A S

Lo f’UG rraaned e f\" (>3 @h’Onew{"-J de 37\ Son B;‘A"_st'\'.

Este ree'Pds e obtiopme tTiwdeidn anl:

A& = oA T dwd = L f 2 D Al b4 dxd
v &~ L | P (/0 I
s Vet
anro/\.onw
( AY.. = 2 dr. A1 = 2D:AL - D; AL
~ 0 0 v )

Ay

Si A en & OuaAflr-ku\c'\A—o 2l ctre m:(-rﬂ-é\‘\.@ (e az=4) eutoncen La

2-&4/'&»1 F - A’?;\ o G.Q ‘,"’en Sor de casrerp-o oQ,ga‘YQN}'A.'e"LQQ.

Para ver que la definicién operativa de d¢> da por resultado un objeto

geométrico, demostraremos que la definicion es independiente de la carta.

Por simplicidad lo veremos para el caso p=1, pero el procedimiento es

facilmente generalizable a valores superiores de p.
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P> Demostracion: e oS - w; J;J = 3 gy
4 (4
En‘l—bau.z;
P —~ ~
2-1Wh dxe! g dnd - 9‘_1( W Dxd el o sl —
[ 21'|/
) = ' T
(pow; 2% L . 9T\ k' N Sx
R 7 e R
[} (an’v a)t) i 3
\ \_/T—_, . ' Stanetrico l-«.l.d ]
N
/'-\)_/_'\‘

v ~ A\ N —
= A AR 3_‘_‘_‘\3&“",\(4’:}'): Qiu)é S\;&,\Ax;\‘ \/

It ‘ J)L"L

. 1= . . . . .7
Vemos que el resultado es tensorial gracias a que restringimos la derivaciéon

a tensores totalmente antisimétricos.

P Ejemplos:

~

1) Sea una 1-forma (v en una variedad de m =3 dimensiones

NS UJns\;‘c-\'wj/A\;’ A wbﬁ
¢ ¢
m = JWa j:;:\ dxe + O L x T\)'\J}L + Judy I}AJ’:‘
'BX ———"" 37 v 2
(@)

ou o ™~ ~ st

oM ?2 .
—‘—

W v ~r

‘—‘(9Jz_?:£5Umi3 +( @c\ ,“&,‘_...

Yox 2y \7z = 5z

~J
En este caso 4w se asocia con la nocidon de rotor. Pero no

es un vector sino una 2-forma.
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~o 5 3 5
2) Sea una 2-forma (v en una variedad de = =3 dimensiones

Z:)’ = [/J-xu\ J)‘Aol\-ﬁ-‘_ w,‘% J'x,l\l-k +L'J j"’
d ¢
Jf\b:: amz‘g crlv ‘] + OWa g c'l:ar\l\;_,\lk-\—
9% Yy
+ awa_l' 3\};—/\3:11\3\2-
9x v /Y-wi‘x
:(9_9#3 AN "t) 2Way\ d x*-\ﬂv«h
\ 2x oy W,

~J
En este caso 4w se asocia con la nocién de divergencia. Pero no

es un escalar sino una 3-forma.

(> Nilpotencia de la derivada exterior: se satisface que

d° = 4dd =o

BY\“V\\.\'M‘&’T"@

| —

?or eh@.._r\p . /\/‘-’

JL{' = A[‘al% ci)c}'\) :\9’&{, Cj,:;,\o‘/;} =)

De acuerdo a los ejemplos anteriores, la nilpotencia abarca propiedades

como Yol Lq‘;a,ﬂ, =0 . div (ro‘t’) =




R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

Otras propiedades:
) (D7) = dw + 4y

AN l::«'ﬁ) = Jw«a v (-V)P 0 adn L e Und p-forma

EQ (-'l )P aparcce poreu u\,/ea A‘-"'\.VACLS/\. J; G;s %mpoa:n\‘es
] ~ . ~
de N q en e wemnbro tzg,meréo 0 ’) u dat | o Factol L, 0

c\tbe stravesac Los P f-ac‘torea sz ;soa;&og AR pare as<
Congtroir d Se-gur\&o termrno 84 uaeurora derecha,

Como puede verse, la derivada exterior de p-formas tiene las propiedades

esperadas para una derivacion: linealidad y regla de Leibniz.

[> Formas exactas y cerradas

i) una p-forma se dice exacta si se puede escribir como la derivada
exterior de una (p-1)-forma:

X ¢ oty o X = dp

~

X v cerrady clo<. =

Toda p-forma exacta es también cerrada, debido a la nilpotencia de d .

La cuestion inversa es mas interesante.
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Supongamos que un conjunto de ecuaciones diferenciales fue condensado

en una unica ecuacion entre p-formas,

e~

[d

A(/O:.r)

—~J
donde W es una (p-1)-forma incognita. Una ecuacion asi podria tratarse

4 ~ . o~
de la relacién entre un campo @ vy su fuente 1) ; o entre un potencial ©

~N I
y su respectivo campo ") . La nilpotencia de d implica que para que la

~

ecuacion tenga solucion es condicion necesaria que 1 sea cerrada; en
- [}

efecto

fw-=7 = 4q-dde-=o0

Aun si la condicidon necesaria se cumple, no hay garantia de que exista la

4 o 7 ~y . . ~ 14
solucidn. La solucion w existe si la forma cerrada r) es ademas exacta.

|

> ™ no es tinica: W + 44 es también solucién (p-2)-forma £ -

Ebw‘)"% : P\, m=1

Sesn 1 ewacanes 0 F Ly N, . 2Y*)) n.
Jx s /v
Ppe Se (eruwem Rn AL ~
df ="

L; conALcLo/f\ neC@53(;9 pars ?UC ext sta SoQuth:'\ F 20
~N 1 ~ ~— L
dn=0 = C\(,'\,xolx*rf\uéw\ = 9Ty W\ dx ady

/ Y9/ Gx 7y 7

> 29y = 2

a a‘g fl./( Corc¢ :.s‘,nf\dc. =] 23 '(.Sdéle\;.tl,

de Iy Lle waday c(ua\dsﬁc\&{f
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~J

¢ Es suficiente que 1 sea cerrada para que resulte también exacta? (es decir,
J

para que nuestra ecuacion diferencial tenga solucion).

Puede sorprender que esta cuestion involucre la topologia global de

la variedad. En efecto, la respuesta es SI localmente. Pero la existencia de

una solucion global depende de la topologia global de la variedad.

4
Foﬂ T rmeos 'C/D_b 6"60+L€’>(\ en +e’fuJ~i.,V\,J'> JUTRY) Qame;,;rc/o ;

24 ¢ Mupo —é - 2 B .co’f,; cLeF'w\'c.cLo e IQI—S\O)J

r

4 ting JxBzo (0 d compo wrgrétion le un bub)

QUC cﬂ. roTor de un 3red'\.cn1’c se anule Jirlopre mo

significa fue 6Q CeWpo irro*aclpn»Q P se puveds
v \ 17

ot

escliLbLr (S B:’Vd? F)r) un '°°+tv\c,'|\—l qCJ;/ ¢

"y ~

ve N <ed cerradad o stentficd our ce> exacta '\

Fpoep- | foe s

SL bufor\ews -s_ue pgécuwo§ uc('k,bi,r —B':.Vﬁ entonce
! N 7/

tendrismos

Gs:(é:j—z + cte o @ + cte

' J L drt s rde &

PBPO © N e vrD .S-UAc,Lc;n Un.\ngu)A; en IRz-ao)s. Asc

el potencial ¢ 5500 greds definide €ocalusente en R*- o} .

Pars tene, solucida ?Qobal hay Qe cbise £ fopoeogts 3’99532

de Ia variedaa . — )

7 \ | %

0 —_
B no en glob e Gvglobw‘h
;‘-U')-bc‘\"’“ e / /w)(,‘l'o -
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Esfto no Fu'ﬁfa t e Para oFras camrpes s¢C enista vun Pc,\-eno'ud
tscslar Lien de -F\nud,o 2 R 3{0& Por eoeu@&, .21

er’o z,b.r_‘f'r‘co ,_J,c_ vA carfa Pun-k-u;‘e, E o r

CUWPQL ;uc VXC — 0 e rR, 5,'01 re

? es"é aecado M Po"'encne ({) R A cte .
-

Ul\ e\z;..,pLg aUn AL 2 Slw.?-&': St m=| Cuélruier L-foruss en

U ,
cerradd (Ao kv) 2- fored o Mt\l)éEs ’owtz&‘rlobw\c ractal

Sex J’? = o :l:, > -‘-:_2_'_24. cte [/ac)lwk)
s L C

<Se ™M -g-uor> un aralls -F ne {.b'\éf/\) ;:\o‘:)Qmﬁ: lyf,eq J,e,fv.'n,id_l,.

P> Cohomologia: estudia las propiedades topoldgicas globales de la variedad

que determinan las relaciones entre formas exactas y cerradas.

P Lema de Poincaré

Para algunos autores el lema de Poincaré es la propiedad d(dw)=0,y llaman "lema de Poincaré inverso" a lo que sigue.

-~

v
En un entorno contraible a un punto, una solucion particular de dw=" es

w""l( [7(\."': \ tPl 1 (txll""tzm) 2:; Jt

)| \
[/ (vo K

donde b es el grado de ?]; :

Esto significa que la solucion global existe cuando la variedad entera es

contraible a un punto.

Notese que el argumento de ’l en el integrando va al origen cuando T — o -
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Ejercicio: demostrar la expresion anterior para el caso p=1 (ayuda: no

olvidar utilizar que 77 debe ser cerrada) . Ver sotucsn e bs oliiws hoja.
{

nv ~J

Ejemplo: sea A\(-:) 5 Y dy + 2 AL} Lh m=2
v g

'(,n‘h)!\CaL/O o) = S‘t\g)ci-txﬂ)a’t:)t”g,

(/J

0 —~ "7

D> Definicion: un conjunto de »m 1-formas linealmente independientes,

NL

Nl ~
A AN A A X™ :'}l_'O!

se dice "cerrado" si

dol* A RIAXPA - AX™ = o PPk

~
[» Teorema de Frobenius: {o( "} es cerrado si y solo si existen

Ry o

funciones | ¢ ;f) QY tales que
‘ 0 ’ ~

X = 2 P, JQ Ve

Esta es una de las varias formas en las que se presenta este teorema, y es

util para el caso en que un sistema de ecuaciones diferenciales puede

reformularse como la anulaciéon de m 1-formas independientes o{" .

Si el sistema es cerrado entonces tiene solucidn, pues las ecuaciones

se satisfacen sobre la subvariedad donde las Q? son constantes.

b Ejemplo: las ecuaciones para las lineas de campo de V (») = Ut () J. son

d 2t (0 J L ae) t=)yeory O

FEN
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gug pUcdem velse CGowso Ly ana b con de m §- (o ronad C\.ne»q»—ﬂ»f‘t

anie\owq\ o("' = j:c” - UV (%) J)\ en va cgdou.\.a de ma

diwren siores Con coordensdsa ¢, ) .

~

«o
EL Co'\.\u'\"'b .}0( l eo c.el‘fé‘\'-LD Pueb 2% c-lo(" s N z-form.\s ;

eoofo alo(”',\-(' c.oAad™  serid (ay (M-rz.)-f-orw.a , fue Se
/ 14

anvuls M‘l‘bua.a"-ic)u..cnm &~ un eppiclo de J'a.......c.n;;_;,\ M) -

Por s taato ef Sistews de ccwsconen tienc selucion -

“» Ejemplo: si m=\ elteoremaqueda: Uadv =0 & U= P g

En dimensidn amnzz2 s lewpre resulty U‘hcﬁs:o (meo \«\7 5-{3:....»9

y) r
Entonces g mz2 Foda V- Pramy f se aou».-_éa eACf b Le comnO

U’ZP;\é’, (WM:L)

Por (,'\W!\/a' d Céb&')o c\e ve Q,Qc;,é;A.M A,e_ uax (o"')c'u;n

r(,(:léa . -
= & (-y c\x+xcl~a,\l
= P: —(Z'Z,L . Q '-'——?:—

¢ Qué significa que " se anula sobre el subespacio @ = c¥e ?

v

=  N=c¢ie U s< anvly cwands se ér(,;oCL
)/% o un vector 'f’;nrcq‘l‘c ) epe

- jubaJPAC-;O . E:Q! Vcoh’% Son

radiolesS wuentras fuc. ’CS/ “Nes

~zimoTal”,



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

La anulacién de V' sobre las rectas Q= cke, es decir Y= cte v , implica la
d

solucion de la ecuaciéon - 4 dx + ¥ d4 - O :
0 d

A\JL — 2 # ?'Z) - Ve x
dx x

b Se{_uc\;,‘ JJ El')epg'\.c'\o_ chfws ve/ fu:, 1\(:-1 '-?)' | wtot\cu

deriveou=y {5 OD-foramsn W - 0

W = fa :?j(tx,tz) % +7,_[tz.c;) »] dt

A

2w =} Iy (ta,ty) +| 2D (A X rt_J,B_}z(X# Jt

x
Y=ty Y=ty

Ahors use unas pue 'rj’ © cerrddy: 202 _ 2
2 X

a7y
Er\TDv\c&é
L - £ 3
LR S R NCEATH] RIS EXNEEATH EL NOTY
2 K Yo L L E | - do U
Del waigume tmodo os 28 _ y) (4,4)
/ ¢

°)

~~
En‘l’onc.e\ J(.J

\I

5/




8 Integracion. Teorema de Stokes

85
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> Representacidn grafica de una 2-forma. Nociones de drea y volumen

—

~/ . . —
Una 2-forma o4 es una maquina lineal que toma dos vectores V, w

para dar un niimero. Si los vectores son linealmente dependientes el

resultado es nulo.

En m=1L una 1-forma se representa mediante lineas paralelas en el plano

tangente (o hiperplanos paralelos en dimensidn arbitraria). Una 2-forma se

representa mediante una cuadricula (o hipertubos, en dimension arbitraria)

El valor de &V, W) corresponde al nimero de celdas abarcadas por el

_ paralelogramo formado por los vectores:

_x XX

o (T W) — cantidal
AR
Jo celdxd dhbaceadsy

por el £ QLLTIM
] v 7

R

SC Cuwplc Ié XJV\CQ(LJ>A . :(\)\‘\'/'lw) - /\,Q(V,(l) e ambos
dgumentos . EL ¢iro D sifve p2r> detercnys o sipno de :/[3.5)

9 Sé‘\"\.s{;écu E; évd"lé'»w.err(a Y, (T/,'G.r)-:. -’-? \G.'\'/) .

Vemos que una 2-forma introduce una nocion de area en una variedad

de 2 dimensiones. Del mismo modo cada n-forma se asocia con una

nocion de volumen n-dimensional.

La introduccidon de una métrica seleccionara un volumen natural.
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D Integracion en una variedad diferenciable

La idea que una n-forma es una nocion de volumen nos pone en el

camino de definir el calculo integral en una variedad diferenciable. Para

reforzar esta idea, consideremos una region Y de la variedad que es

cubierta por una carta § )c.‘}. Podemos dividir la region U en celdas

infinitesimales de lados A% tomados sobre las lineas coordenadaS'

Kdvmy

0 AN

[ >/

— —/

Las diferencias de coordenadas Ax no se comportan como componentes

7 . . . . e o
de vectores, pero si lo hacen si son infinitesimales: Az'= 2x" Ax*
22Xt

cuando Ax* — © . Dado un campo de n-formas &9 podemos

evaluarlo en n vectores infinitesimales tangentes a las lineas coordenadas,

definidos en cada punto de la regiéon (J como

axt 3 azty ..., ax* 3

ozt oxt ox™

Entonces obtenemos

Y 1 2 m
(A)/AZD_iAxé.--.,Qli\: /) ../}.l X% . Ax™

12 m
axt oxt Ly

que podemos verlo como un volumen de la celda respectiva en la

variedad, definido a través de la n-forma To . Todo esto sirve de

preambulo para definir la integral de una n-forma en una regién de la

variedad como

w = (}wxzmm(%‘) derdzr Az €
&
L ea¥a ini-'c}rv? §e rellry o \Q.M, e

A recunto t70(u)

I
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De esta manera el cilculo integral sobre ™ se reduce al calculo integral

sobre ", Para que esta definicién operativa sea aceptable debemos

probar su caracter geométrico, es decir la independencia de la definicion

de la carta elegida para cubrir la region U. Lo esencial de la demostracion

es que la componente de un n-forma se transforma con el Jacobiano del

cambio de coordenadas. Veamosloen m = 2 :

Con 5'~4Crmb A'Cu""‘&o 1e corh %xllx‘z{ - (Ki-yg
2 = (/4 p

v

A )
~/

Cotoncan Q= Wy, dxladx = L, { 3414\\1 ¢ 2xt 1\;}2

! ).)1 4 )_}u
A { 9%1‘,]:1 ¢ oxt 1\:’1}\
\ / v J
))l )_}z..

~—
>

N'\l

= O 9261931_?7(,12;&2 1 — 1/\;\\)2
8 [ S 0y 1y a»‘) ady = @Sy dy

€a Lcn;uz"}e correde

ES ACC\(- ‘LUQ wl|z' = b DIL S‘ J\"‘C—C rﬂe w,l...m 2
! Uns “densinnd".

Entonces o cd3euQamss ja usavids f5 carta {}i; \ézj /

m = R w('z' ‘J:‘A‘ﬁz — ‘ W, , J 431'\‘3?’
l/ o v (74 bl vV (9
N Syrr——— N N ——

e R e (R

Dol c3¢cufo in*efrae en [R™ 32beuos pue

‘} "(‘B\ écb“' - !ae' L%z.
Por (,o tAn'to S(:; en LI\A¢P<¢\AL€'\t€ AG Qa carfa. l/
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En realidad podria ocurrir un cambio de signo si J fuese negativo. Esto

se solucionaria con una permutacién impar del ordenamiento de las

coordenadas nuevas, evitando asi pasar de una base "derecha” a una

base "izquierda". Lo usual es definir una orientacién en U y usar s6lo bases

derechas:

N ——
D Dada una n-forma L continua y no nula, decimos que una base i‘ E u\) es

derecha respecto de A enla region U si o 153 oo (= ) > 7 PeO,

La integracidn asi definida puede extenderse a todo M si ™ es orientable

(es decir, si una terna derecha puede definirse continuamente en todo M).

(de Rham extendio6 la integracion a variedades no orientables, como la cinta de Moebius).

P> Una p-forma se integra en una subvariedad de dimension p. Para ello la

p-forma se "restringe" a la subvariedad. La p-forma restringida actua sélo

sobre vectores tangentes a la subvariedad.

Por ejemplo, para integrar una 1-forma &/ sobre una curva 7 cuyo

vector tangente es & / In es esencial saber qué "volumen" le otorga

a una celda ax. Para ello hay que aplicar &/ al vector AX 2 :

DN
A = AN (L) = A o, i)
\ SN "3 dn
B /b" donde (N som Las ecuscionen pocassetricay de ?
(l,’ 7
Enbonces 5 X = \ < i %“(x) dN
@ "PJ{ &) 2y 2L “fr.\\.:;J'e”
Podemos decir que ol ‘ — o, dxt0) 3‘;\ _ (J ) T
¢ d o~
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donde 4% es una 1-forma definida sobre la subvariedad © , v es tal que

I (d /Aﬂ = A\ /4y = §. Cualquier vector tangente a (& tiene la forma

\ !

V =v(x 4/ ,porlo tanto |, (V)= v(» . jxi(\) :
S e < >N

Asimismo una 2-forma se integra en una subvariedad S de 2 dimensiones.

Parametrizamos la subvariedad con dos parametros », w,, que actiian

como coordenadas sobre la subvariedad. Como sucede sobre una curva %,

los respectivos vectores 3 /32X , 9/dp , tangentes a cada linea coordenada

en cada punto de la subvariedad, resultan de derivar las ecuaciones

paramétricas de la superficie 5, ©* — z* (x, w):

2 _ Xk 2 _dX0ew

El "volumen" que P, otorga a la celda definida por los vectores AA 2 , Ap 2_
3 ' Ip

ox' xd _ aub oxt

~J . . ‘ .
EntonccS SX - SO(!;-“ (Q)u dxd _ oxt axu) AK'\‘\“
AN O IN O
La 2—forma&' restringidaa S es Q’l, = > 2,92 ) Jﬂ A ~\~ ,
N R Vox o N

\
donde Jy y dpson 1-formas definidas sobre 5 tales que J3 ( /;x\}: L,

A5 EYEM — o = dr (3/) e (9/ow) = 8
)

P> Notese que una 0-forma { no puede ser integrada a menos que se la

multiplique por una p-forma, en cuyo caso se integrara en una subvariedad

de dimensidn p.
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P La orientacion de una subvariedad puede ser externamente inducida
mediante la n-forma = que usamos para definir bases derechas en ™ .
Para ello ocupamos las m-p primeras ranuras de £ con m-p vectores
linealmente independientes NO tangentes a la subvariedad. Las restantes

P ranuras serdn ocupadas por vectores tangentes a la subvariedad,
y pueden usarse para definir una orientacion exterior de la misma.
Si-el procedimiento puede extenderse continuamente a toda

la subvariedad, entonces la subvariedad es orientable. Por supuesto, asi
definida la orientacién derecha depende de como se eligen los m=p

primeros vectores.

[ Notacion: el procedimiento de ocupar la primera ranura de una p-forma
& con un dado vector X para generar una (f:- 1)-forma se denota de

distintas maneras en la literatura:

O(¥, o )= & T = XA
p> Teorema de Stokes L
El teorema fundamental del calculo dice que 5 df = §(b)- {(=)
ov

donde ¥ es una funcién escalar o 0-forma.

En una variedad diferenciable de m dimensiones, el teorema de Stokes

31 =)0

oV

generalizado dice que

donde 17' es una (m-1)-forma derivable con continuidad, y 20 es el

borde de la region ) (en la integral; "7 esta restringidaa 2U-).

La definicion precisa de "borde" y su orientacion requiere del concepto de "simplex"” (ver Flanders p. 57). En una carta

3

{x¢} tal que x'z0 es el borde y U ocupa la region %49, entonces {xl, 1,

. ,xmg son coordenadas en Y0

apropiadamente orientadas para la aplicacion del teorema de Stokes.



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

P> Si M no tiene borde resulta )
1
> Elbordedeunbordeescero: (3 - (Jp - (J(I) = o
; )= )el=t,
{)au 20 v

Ejemplo: en  m =2 sed ) = f)ij;‘+ 9, dx?
/ 7/

-~ o) —_ ~ P ~o ~
7= 2 detalit + 29y AT = (20 220 detade
\9x' ox*]

Enton<eon 0% _ 21), £ dxt = J.l‘_' + d2" ) da
Ix'  oxt S dn

"FLU\) ‘f (au)
Pre e ed Teorens de Stoles vsurl e R

P> El teorema de la divergencia forma parte del teorema de Stokes generalizado.

En primer lugar veamos cdmo definir la divergencia de un vector con los

elementos que contamos hasta aqui. Dado un vector V' y un volumen

(n-forma) W definimos la divergencia como la 0-forma o escalar tal que

(digv) & = d[&F,-)]

Es claro que la expresion 9;V" no serviria como definicién porque no es

escalar ante transformaciones generales de coordenadas. Por lo tanto nos

corresponde esta definicidn.
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O
é
—_ ~ ~J ~ -~ ~ -~
Veamoselcaso m=21: 4 (e3,)dz' a 32" = w0 [dx'@dx* - Jalg@dx')
~— t Z
U(V, ) = w [V‘I;‘_v‘clx')

A[G(\-/,)l\) = 'all\w\;"] Q',\S(}_— allwvz) I:c"/\ I;‘

—

o (av') + 2y (v) ) dx'add

]?um}l\al'&u_';o 2An .Ié cle-}"\n,'»o.\::vs‘-

div,v = - 9; (V")

YN

i‘

[P =) \ /

se Puoe\.z vevy ;ue 2ok re,ow“'é&o vole (X PN c,-,;.vatA:'-Gf c‘,luu!ns'.,;n N

(en @€ (Mo (o= (.),L....“,).

Entonces el teorema de Stokes generalizado dice que

C

C \——
VW Se—

(dv) = (J1a
U 0

1‘

/
(

\
4‘»(«\ Con Stokes

Para ver en este resultado la forma usual del teorema de la divergencia

deberiamos mostrar que el miembro de la derecha tiene caracteristicas

—

de flujo del vector \/ . Consideremos una 1-forma » normala 20,y

una (m-))-forma & tal que

O = max
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En general se prueba que si F es una p-forma vale que (Schutz, 4.16 y

\

ejercicio 4.9) l",za':z,) v,.-) = IZW.---JA?H (-I)P:E,'«&'(\'/,...)

Entonces, en nuestro caso,

”~

a’{-\’l,) - %\T/) ’o\é —MA:((\-/,---)

Ee Servné.o e mino Se anuly cuands re»bh’l'\gcm;a() Ml -0

20

Eatrace, W\,

(V)

\-:/
]

X
-
C

o0

E¢ teores Ipuccla‘-

R
<
R

(ANZT/) o

Cs_/-—\
QJ\_./—\

. ~/ “~
Jo'\&-c_ ';\LT/) =MV | 2 un volursen (adueido 2 DU por W -
|

.

! a0

Cobuua "\X 00"?’ J«cfwnué/) 2 MAeNDS A.Q und 60"-5']%"5 (mz RMM

MABN Ly J-e, Morwslirarla ‘]“oJAV’lA_) Lo AmaSass—o &woooh con -fl

volomen inducido :’(l)“ . L rwh,,..*u Wbtfuc;‘l:[@ fue

LI~

-~

Jurpen de [y JQSbawpobi,CLOI\ (78 I Mdﬂ( Sen Inocoad f&-"i °(| N
/

P> Volumen métrico: la arbitrariedad asociada a @ en la definicion de la

divergencia de un vector desaparecen si existe una nocion de volumen

natural. Eso es lo que sucede en espacios que poseen métrica, como el

espacio euclidiano o el espacio-tiempo de Minkowski.
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En un espacio euclidiano existen coordenadas privilegiadas, las

coordenadas cartesianas, en cuya base el tensor métrico es diagonal con

componentes iguales a 1. El volumen natural es el volumen métrico

_?2.: S(Aci;/\c’\\é (m=’.‘>)

En el espacio-tiempo de Minkowski la geometria privilegia también las

coordenadas cartesianas {X, Y, Z}, que miden distancias, junto con el

tiempo T medido por relojes en reposo. En esa base coordenada el tensor

métrico toma su forma mas simple: 2‘0 = AL»B [1.-4,-3,-1), y el intervalo

resulta 1<'. €. dxrdxt = TI*=(d N - Yy - (d ?_)1.
[

El volumen métrico del espacio-tiempo de Minkowski es la 4-forma

?2.: Cﬁ/\;\)l(/\ci\;l/\ﬁ

Pero, Lcc')mo se escribe este mismo volumen métrico en una carta

arbitraria? Sabemos que la componente de una n-forma es una densidad:

transforma con el Jacobiano del cambio de coordenadas, es decir que

~ ~~ ~~ NS
:6_ = 3 Jl.°/\c‘x.'t\-‘¥}/\d\lt.3

donde ) es el determinante de la matriz del cambio de coordenadas

LT XYY — §atd

\

Veamos que ] coincide con Vlde‘f ;)-,;\| en la nueva base:
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\2
Entonces det ;.,‘) {‘J‘T ‘\ oA\ \ det (fll
"3 -3
Es dec.- pve |‘J°+ l,}i”jl = Jz'

A ~~J As N
Jx"A dx' A Jx‘.\J;c’

Este resoltado sers vilido tambicn - RelsVividad Generaf

En An eryscms pue posesn metricy usareutss Q:\ll“‘fﬁ”
0 v 00

er~ '(2 Ac{.in'»r.i,c;t\. Ae la JLVC(;encla Ac Ua V¢C+°f-




9 Aplicaciones del cdlculo exterior.
Operador estrella de Hodge.
Derivada de Lie

97
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B Aplicaciones del célculo exterior

1) Teorema de Cauchy-Goursat

. 7 ‘b .
Sea -,F[xi}) una funcién en [R” , que puede ser compleja. Hagamos el

cambio de carta

donde 2= x"‘i-'z ‘ -?_—- - )(,-i.z
B ) 2
Entrnces df - 2f 47 + 2f dy - _‘Zf [Jz+42)+ % da-Jz
) Y 29 ° 7x ™ ¢
20 Jcclr J’j’ :/a 25: a’ri;. + /—£ -L“—S:
(a5 (o
57 N J/
of 2L

Aplicvewesy ol T€orerns le Stokey reaer.\lb't.\da:
Y /

j3.d2

ol 1
L
n-n

cr—

- %ot -~

Si § es analitica (u "holomorfa") en ( (incluyendo ¢) entonces —?—f = (0] 3

22
esto significa que { es una genuina funcién de una variable compleja 2

mas que una mera funcién de dos variables reales. En ese caso

(

5’-:\;:0

N0

Cuando § no es analitica en () tendremos, por ejemplo, SY dt _ yrc L para cualquier [ que encierre el origen.
A B
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P> Operador estrella de Hodge

En los espacios que poseen métrica definimos un operador ¥ que toma

una p-formay la convierte en una (m-%)-forma:

[*6 = i— U]“A\ 6; 500 & . poo0Q 5(-'1 Le
\ L 4.?_“...4,"‘ P‘ v 1 “P Tpet I

:V_’| E. ... . T, -cep
|‘f ¢ Lo 4oy L, ‘5

es una dualidad entre dos espacios de igual dimension

Jonde gh-tP g"’“-.. gelr 4

siendo ;io '3 inverss de wefrics f‘@

D> Simbolo de Levi-Civita

(L % 0o inapeis e

eJx"'Jm = s -1 % Jl"'im%f«mﬁé&ninyu de $2-oMm

k O e ofco Cono

Notese que I Ej tiene cardcter tensorial pues son las componentes

1el vol {trico:

J'é" dzta - adax™ = hé’\ Ealil“ dzdt a oA daim
m! 1 ™
lo cual garantiza el carécter tensorial de *0.
- <. A

~ (o T ipl A
o~

— f

P ‘—m-.a (m—\a] s-'f'ki V o busaren,
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Demostracion:
N 23 \)'—'— | E |
XaXxA = oKL 2| E. Y ., ogldrde
{ e 0 TR LA T TS SR i
EF SCPNIV NI F AL A N ot

En esta suma maultiple los tinicos términos que sobreviven son aquellos con

= “5' cIZ'A“-AJZM = .’EJL

(no hay términos repetidos porque el orden de los indices esta congelado).

Asi resulta la propiedad que queriamos demostrar. 1/

P Propiedades <) N «—Té = faxd %, B - formas
i) x\ = Q
on - S S: myuwer? de 5' ns2(-)
“;“} XX = (")?( P) e Ry wmestrids
! i d:—h:oua[LtaJa

El factor (-1)*aparece porque aplicando dos veces el operador se forma el factor | ‘6\, a su vez con las inversas de la

métrica se forma el factor det( S“a) =97, siendo { ¢\ ,3 = (-0)>
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p» Ejemplo: el tensor de campo electromagnético? — 4K es una 2-forma cuyas

componentes son Fl}) = E-LA-i X NLIE donde A es el cuadripotencial.

Entonces
(*?)kl = - W:,X-'T €& ke FH
21 ¢
(o F? -F% g
I\*(T:)\ke: VngT -~ O F” ‘F:\z\

25

Néh”" gue FA*F = F!-L;! av,\fx) A Vil ‘Fz;Jz.th"" - )
= Fu Fee \r\?l AJ"AJx‘AJ&’A.I:3 +
< —
L
__n')l

D Pary clealsr x—? e Minkowshv eo ot l 0y 5qulen“! tobls :

% (edTadX) = - d¥adz *(‘unlv): c T A4Z
*(c.JTI\'LY):"JEA‘JX * kJZ’\‘JX\:C.\TI\Ay
’?(GJTI\A%)T_*AX/\JY *(J\/Aéi); e dT A 4X
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P> Electromagnetismo:

la accidn del campo electromagnético es

ad = ~ ~ ~ —~
SCA) = —_! &FA*F__I-KAA%) donde F = d
2 pC v ¢ / J
La variacién de la accién respecto de A es
2 C g—-w—d <
J{;«NK-F

. Ve N — /? : "’\ L 7 N I "
es decic |, OSpw. = - - 'BSA«/\\dxl- FPRRY F ST ket

fae
T ~ = ~
Leyes de Maxwell: dF-o0 i dx F - SR *ﬁ\
- 4 4
J ' .
~ '~ Cevd Ca R Lind s
F:dA e apachs {}\‘
A.‘ = (i" 1 = A) A~
hd C I .7 . . ~
L = Ecuacion de continuidad: A* Y= O
/\ = \ IDL u 5 / (condicién necesaria para la existencia de solucion) V
P> En Minkowski es E, &y &
_ o -3 (=
'—- -— A~ wi =y
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D Ejercicio: modo TE en guia de ondas

“ P\“oref\wS:
~ F_odwlb ady — $F=2
ol | DA - AW
| rA A ~ ~ ~
\ | k)\\; anu tady 4 2w rx.z\_l
- \\3 ) pAd v 2 -
E, - Be
Por otro lado,

-k—'% = Ju X-KIL":CT}B_FBLL *(:;;"’3)

ot 2L \———-sf'\-/v:__‘
L feadE cirade
T
-~ ~ 2 ~~ ~ A 1 ~ ~ ~~
= d4#F = L 9% T, Taade * Y cduadtade
) ox?
J¥F =2 ¢ | -—= ‘%f‘,+9“20
¢ ov” 2x*

CondilConer d= Condvrao: E} (3"-'0) = O = E}(x:q,)

= wlt,x) = A G‘wt sca{km'ﬁ %

ceon (o:'ﬁo
a |/ &

Obtuvimos una onda estacionaria, que rebota entre las paredes sin propagarse en z.

Pero podemos generar una solucién propagante mediante un boost de Lorentz:

t:i("(.‘—! t‘\ , 2‘:7(:‘,'-\”.‘) . Z:)C.“q':”'
cl u A 1

y' > Jts 2t -¥ )

AV ~ ~ AL N~ ~, 0~ ~ ~ A

F = E, ltad -8, dxady = YE, St'ady - YV E, Jandy -8, dudy
d v ™

— —— 2

( By - 8!
€y
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Ahora hay una componente del vector de Poynting a lo largo de z:

S. Ex8 = Sy,=_-L € 6, -YV g
P‘ V'° 3 ‘*t&t
La fase de la onda es wt - wj)(t'-Y 2‘) > W'=Y, k'% -V Yo
61' Gb
__:> Mll _ kI 2 _ w'l' _ MIT[} ('déc;-;“ A-g -L.-'\Sf"Sl:e,'\
JEy € 03_
( \ 2
Velocidad de fase: Ve = & - <
] \(‘ V]

P> Derivada de Lie: hasta aqui s6lo sabemos derivar p-formas. Nos gustaria

definir una derivada direccional de vectores utilizando exclusivamente las

r r lecida rel iedad diferenciabl

—

51 Pue e derivar un Cw'zj:\o Vecfbrn-v( U:_e[_ o-a.f;, J'\"CC:'-&\

- ol ]
d un vector V = & T Svrer ! stpvseute Wanite -

-A)\.

li, U(RP+A>\)-— Q (2e)

AN—© AN

/;Q/
3y J _
/é/\_s Pero Owrre pPuve U()\P) A
_/ ¥ T ’ .
14 v

_O (),f'\—A\) ?tfrznecen b mp;d.aé fJnJ;v.M

difererten . meo poderwsd restac E"S

La solucion seria definir en £ un vector O x( Ne) € T que "represente” a
U(Xgt AN ) :
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De esa manera, la diferencia Q:\)‘ \%p) — G\XP) tendria sentido.

n n

P \ U L
RS\ PO PR

—

Construiremos la linea de campo de U,, que pasa por P arrastrando

las linea de U que pasa por x,+ 4l . Pero no alcanza con la linea de

campo sino que debemos definir su parametro *. Para esto diremos

que AR Ing) = O (Net AN : ~ T
‘ Ry Q
=X
X\

- v Ar’(}\p+ ﬂ‘)\\

La derivada de Lie de (J respectodeV , £ _ 0, es un vector (proviene

de una diferencia de vectores en T, ); por lo tanto es una derivada sobre

las funciones. Veamos cémo opera:
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[£.5](4) = o [ Ot D0 | (4)

AR SS e
s Bt [ JF o) - 4 (o) ]
AN=3O a\ I“l\"* a‘.g,
. A [ 512)-fie) 148 (py |
Anse | AN AVF an dp 1
Ay =0

f9)-f(m = ($12)-F) ) r(£19)-Fr) + (£r)-Fipy)

&\% {{Q)'(“’) -0 _":‘i("-).f L@ &(Q)..._'.Q_AJQL
> = T A I ax\ap) J AN
P ar aye I* \‘7 "
m\\ . S oy (a¢'(?) "Al“‘“)
O [Net AN)
' 2§t
d d I T
Jp‘d_\:; dp == Syl P
4 e ——
by-tw 0 ey L[S\ Lo ey~ 1 4 e
AN AW* AN dp \J@"J N[, AN A dy

Podemos deshacernos de {,y decir que la derivada de Lie no es mas

que el conmutador entre los campos:

£0:=[v,0]
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Un campo U se dice "Lie-dragueado" por otro campo V si [V, 0 ]=0.

En ese caso, el dragueo de Lie de las lineas de campo conduce a las propias

lineas de campo; en otras palabras, los parametros A, w se comportan como

coordenadas (por cierto, los vectores de una base coordenada conmutan).

P Derivada de Lie de una funcidn: es natural definir £ _f =V (4)

Es A;clr, el Jra(}ueo de Lie Je!% .'LA\:}L[‘)\-PA\).

P Propiedades:
£ V)

-£{_V

U

M

fd b |

£ 3}64-’3.{,;6

ii) Reg]a de Leibniz: -£ (3_0\ =

4

C

v

iii) componentes en base coordenada:

_£_U = [.\;,—O] = [\/;2; ,U.)ab] = VLQ-L U-) Dé-—U"DJ VLD;

V |-

= vi(d, 1) 2, - UV (5, viys, = (Vi QU LY aVh Y 3
¢ o \ ; y 7 :
Jat Qx ¥ o

Entoncen £ O - viu* _ Qiav
- - I nt ¥

Notar que ante cambio de coordenadas quedan términos con derivadas

segundas que se cancelan entre si, lo que permite que las cantidades

obtenidas se transformen como componentes de un vector.

direccién de V , en el sentido que también V resulta derivado.



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

-

iv)Si V-2 - ER
ox* L J

1
U

vy £ _ . =14, 5,
Lv.U)

vi) Identidad de Jacobi:

[I’ia,iv],tw} T [[‘ic,iwl,ha } + [{ia,ia],hc} = O

~S

P> Derivada de Lie de 1-formas: podemos definir £ _ & proponiendo

que valga una regla de Leibniz del tipo  £_{x(%)] =(£.%) (D) + & (£_0)

" f
o-—&arma J-focama 4 JeFI'll.'l'-

- (igza/),; = Vi o0: o, 2Vi

oxY E ) A

P> Derivada de Lie de tensores: extendiendo la regla de Leibniz al producto

entre vectores y 1-formas, {_(A@®B) = (_iﬁ p) QB +A® (53 B) y

. . fala.\ ‘QS
|| Tt Vv _ )idica
o B_X." { cantrsvariantes
HE .. f.lu.) (QS
~~ T"J k‘_ DVr + l;ndicu l
ax‘(' (co varisates )
P Propiedades: si © o wes b-forms
vil) £_® - d[%(v,..)] + de(v,...) (ver Schutz §4.20)
v L d
3¢ L e vnd N-lorma .£:5 = (dW;V) @




10 Derivada covariante. Conexion.
Autoparalelas. Coordenadas
normales de Riemann

109



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

Derivada covariante

Aungque la derivada de Lie permite derivar todo tipo de tensores no es una
buena derivada direccional, porque el vector 1/ que da la direccién de
derivacién aparece también derivado. Esto es asi porque el procedimiento

del dragueo de Lie requiere del comportamiento de V' no sélo en el punto P
sino en un entorno del mismo. En particular, la derivada de Lie de un vector en
la direccidén de si mismo se anula; es decir que la idea de cuadriaceleracion
como derivada de la cuadrivelocidad en la direccién de si misma (a lo largo de
la linea de universo de la particula) no podria ser capturada con la derivada de
Lie. Esto muestra que la variedad diferenciable tendra que incorporar una
estructura adicional para poder definir una buena derivada direccional de

tensores.

Transporte paralelo. Conexion afin

El dragueo de Lie surge de la necesidad de definir un representante en el punto P
del vector U en el punto desplazado, U(Ap + A)) , para resolver la cuestion de
la imposibilidad de restar vectores pertenecientes a espacios tangentes diferentes.
En los espacios euclidianos y pseudo-euclidianos esa cuestidn se resuelve de otra
manera, pues existe una estructura geomeétrica adicional que permite definir

el transporte paralelo de vectores. Esos espacios admiten cartas cartesianas

globales, en las que el tensor métrico es diagonal de componentes +1; el

transporte paralelo consiste en definir el representante de U(Ap + A)) en P

como el vector XA(P) que tiene las mismas componentes cartesianas que

U(Ap + A))- Pero en una variedad diferenciable cualquiera no contamos con
esa estructura geométrica; por lo tanto veremos qué se necesita para lograr una
derivada donde V participe s6lo para dar la direccién de derivacion.

La estructura que introduciremos no es la métrica sino la conexién afin, y sera

equivalente a una regla para el transporte paralelo de vectores en la variedad.
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7 Nl
P« \‘ == N\
R s U (N T 4OKX)
u A _I—r‘c\ ns For‘[‘c Pc\raaelc e vNna
aN
‘OA \ v j’eow-ci‘r(a evclileanra
—s x v

La derivada covariante que vamos a introducir es una derivada direccional de

vectores indicada con el simbolo V. Como para toda derivada, se requiere que

i) Vo (U+W) = G 0+%w e, fineakidad

W) Vo (FU) =D 4) T+4 90 = VW) Gx $9.0  Leikane

e—— _
L, def: V()

V.0-=V_ (0" E,)= V() E +U*V_E, =
v \'4 , [4 V
lb)a(‘b)
= V()E + U-v*Y. E
(52.) 4 (i)

Del resultado lo tinico desconocido, por falta de transporte paralelo, es VEQ'EL .

El resultado debe ser un vector, y podra expresarse como combinacion de los

vectores de la base. Entonces definimos

—- — P \’.' -:
Ve B, =1 E,
En esta definicién seguimos la convencion del texto de Schutz, aunque la mayoria de los autores escriben VE‘L Eh =5 [
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Las funciones I';, son las componentes de un objeto geométrico que no es

un tensor sino que es una conexion afin. En efecto, no puede tratarse de un

tensor porque el primer término en VU no tiene cardcter vectorial; asi

la conexidon compensa el mal comportamiento de ese primer término

para que el resultado sea un vector.

B Ahora que tenemos una derivada covariante podemos decir que el vector

paralelo-transportado que representaa U(Ap + A)) en T, es (despejando
del cociente incremental):

—H" (P) = 612) + AN Y_0 LP) ¢.2|5)7->
A v

P SiV.0:o, U se dice transportado paralelamente en la direccién de V

(del mismo modo que decimos que U es Lie-dragueado por vV si £ _ v=0).

5 - [
E'\ un %’P.}c@ evclidionp Ios ‘—11_\ se dnylan
0

}?(\,) :4 (2pt+42) e 02 cae%as cacreaizay - L2 hocsa natucd
y Pﬂ" - . de pacalelisms v~ e0€ wpria ep 1M pre
3 7 = .
AN ox Los vectores e o bare car¥esiany se

trans portan péréwm’ﬁ wos e (>

direcclin de b~ ofros.

Mientras que la anulacién de un tensor en un punto P es un hecho absoluto,

independiente de la base (si las componentes de un tensor se anulan en una

base entonces se anulan en cualquier base), no sucede lo mismo con las

componentes de una conexidn que, como dijimos, es un objeto geométrico de

7 C .
otra naturaleza. Veamos como se transforman los I';; ante cambio de base.
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— . =
De la definicién de la conexién, Yz E, = .. E_ , tenemos que
o bo.

M - <E¢ 9.E > . Entonces, reemplazando en términos de otra base
“t
rach <'E‘c‘v; _a.> = <A°c’ E‘.l V-b' = LAQG-Em')7
cl' 4 o t.bl
‘e (BN (Ao E) 7
= A e < E 1 j\ b vgb: = =

oy = No (T (a) f N, N, T Cg )
\ /

El segundo término es tensorial, pero el primer término no lo es. Aunque la conexion se anule en una base,
no se anula en la otra

P> En bases coordenadas resulta:

M= 2x [ Fae | 2x" pxt r¥,

Q-

2 \ Spioxi ot kb “0 )

D> Las componentes de la conexion en base coordenada se llaman
simbolos de Christoffel.

P> Noétese que Ff ;1 transforma como las componentes de un tensor. Esto

significa que existe un tensor, que veremos luego y se llama torsion,

cuyas componentes en una base coordenada son

— 2 -
l' = \Y T\u

A T

Como F; » Do es tensorial, las componentes de la torsidén en base anholénoma no se ven como 2 Ffbc] . Por otro lado,

la transformacién de la conexion también muestra que la diferencia de dos conexiones tiene caracter tensorial.
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Usamos la expresion VU para el vector que corresponde a derivar U en la

direccion de V. Hemos escrito ese vector como

Vemos que el vector VU puede verse como la contracciéon de V con un

. 1 . .
tensor de tipo (1_ § que llamaremos derivada covariante (a secas) VU cuyas

componentes son

(VO) e 2 E.(us)+ T2 0"

| T,
o O

En base coordenada es

(VO0)*y = 30 4 0k 0%, + T 0k U
dx! : g f

X4
\ & =
a Goox

nNe

| 4 utilizad la derivad . | Lsi

La derivada covariante puede extenderse a tensores de cualquier tipo. Ya hemos

usado que \7-.{ =V($) =¢ :\\{: v ); es decir que la derivada covariante a secas

de una 0-forma § es

~

o Vi df

Definiremos la derivada covariante de una 1-forma valiéndonos de la regla de

Leibniz:
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M) VT' (_A(WB) :(\V;\;A)@ D + A@(_v;,B),,A‘(S fensoren de

Cualfu'le( ti‘oo

M"') FCA'\rM) ‘;Ut {> chi\,&; covsriomle Con mnd® con o a¥Y 3 CCloanco

V-<2.D>I (V?(;f)?-l—(:(.v\-,(_))

= v
v v

AS«:, £Ar2 Ly cantroceda (E‘, Em7 = 5,, tTenewal
O = <V§LE°|€%7*‘ <'€‘e\7€Ee.7
L -
\__/_Jr-d% Eé
=) (V;EG,E - - ° _F¢ - _[° E~
bb Eb

Conociendo las derivadas covariantes de la base dual, es inmediato calcular

la derivada covariante de cualquier tensor usando la regla de Leibniz.

En una base coordenada, la derivada covariante de una 1-forma es

5 3 g 5 n b
Para un tensor de tipo arbitrario derivaremos cada F, y cada E”:

PR © 000] : Mooo todss & (ndiwd
T a|,...l: = T a + )""tm T J +’§ X l

. o m ) ) Contravarianies
7" ¢ :

ST T ke o febis vacian)
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P> Un tensor T se dice transportado paralelamente en la direccion de V si V7 =0.

P Ejercicio: mostrar que Tj;;1.x = (17i;1);x  (la derivada covariante conmuta

con la simetrizacion y la antisimetrizacion).

P> Curvas autoparalelas

En un espacio euclidiano existen curvas privilegiadas, las rectas, que poseen

dos propiedades: realizan la distancia mas corta entre dos puntos y son

"autoparalelas” en el sentido que su vector tangente se transporta paralelamente

a lo largo de la recta. No estamos atin en condiciones de reproducir la primera

propiedad, porque no tenemos una nocion de distancia en la variedad. Pero

podemos reproducir la segunda propiedad, pues ya tenemos una nocidn de

paralelismo.

Llamaremos autoparalela a una curva tal que el transporte paralelo de su vector

tangente a lo largo de la curva resulta en un vector tangente a la curva:

7V O Ay

= — — —
Vln = V. + A VvVn\+__, << V(\)

/ enfoncesr oo cada purto de £ curya debe cunsrplirse )fa./e,

vg, V = ('Ds\ Vv paca .\Qg.,u glx)

No Cib\emenle c».::lfu'\.cf Curvd Pue cuupls 2ot €cuscian puede
I I v

Jer repacae trizads |

—
b

Y

A —= pni(A) > y=4 = 0=4_
) dn dy

|
-~

Para o btencs fue U e p)r%«f/mé/orf},ﬂa > & 0)(}9 le &3 wrva:
) J ! /

VBU:O
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En efecto - Q0 = V. (42 G- 0[N\ Ve TV
' v AT Vo Sv 4
JA\ T
2 — dl‘
= XNV 43X § Y
s )
v

Enton o s€ o htvese VD G = O resoflyveando | €cdlsn °

4y Lt YV =zo

p? L/

dn
cvy> So bcan 25 pN = a % e“ AN + b

- d
Ea elecho - Ay- = Obof{‘h I 5 I _ -1284 \$
L} A“
> 4™ _ J () N S (XN l/
Y Ve ) \or )

ER X)é(mm‘,}. de & aohfzraﬂxla V,—.B=° € Rlymno

- 4 \
P2 M deetroe 3§10 .

La ecuacion V;U = 0 es una ecuacion diferencial de segundo orden para las

funciones z'(11) que definen las ecuaciones paramétricas de la curva:

V=0 = U (U3« Ty O ) 20 dewse U= dX'(W

)

[

v / AY.

Enaces 4" 1 re d " da? = O
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D Coordenadas normales de Riemann

La torsion no participa en la ecuacidén de la autoparalela, porque sz esta
contraido con un tensor simétrico. Seria interesante encontrar una carta donde
se anule I”(; k) (que es la parte no tensorial de la conexion). En general eso no
se puede realizar globalmente, pero es posible hacerlo localmente. Vamos a

construir una carta en la vecindad de un punto P tal que F% kj) S€ anula en P.

El procedimiento que utilizaremos trata de reproducir lo que seria la
construccion de una carta de tipo "cartesiano” con los elementos geométricos
disponibles hasta aqui. Sea { E,,,} una base en T, y tracemos todas las
autoparalelas que pasan por P. Cada autoparalela esta identificada por su vector
tangente U(P) en el punto P. Para dar coordenadas a un punto Q del entorno de
P, tomaremos el vector U(P) que corresponde a la autoparalela que pasa por Q,
y el valor de su parametro afin en el punto Q. Entonces definimos las

coordenadas normales de Riemann del punto Q como

X7 (@) = ) O™ (e)

onﬂéc Y,(? = O ; ?%J Dri.;cn de
Coordenid vA-
El pardmetro afin estd definido a menos de una constante multiplicativa (una

escala), y una constante aditiva (una eleccidn del origen). La constante
multiplicativa no influye en la definicidn de las coordenadas de Riemann
porque no afectaa pU = p d/dp.

En la geometria euclidiana esta construccion utiliza las rectas que pasan por P,
cuyo parametro afin y es la distancia al origen (lo veremos mas adelante). El
vector U resulta unitario, pues U - U = (g;;dz’dz?) /dp? = (dp/dp)? = 1. Si {En} es

ortonormal, entonces la construccion conduce a las coordenadas cartesianas.
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En coordenadas normales de Riemann, cada una de las autoparalelas que pasan

por P se recorre manteniendo fijo U™ (P) y cambiando j. Asi, las ecuaciones

parametricas de las autoparalelas resultan lineales en 1:
x™ (\‘») = ‘C' O™ (e)

En este sentido podemos decir que, en esta carta, las autoparalelas se ven

como "rectas": 4" X* (v / dp¥ = 0. El vector tangente a la autoparalela que
vade PaQes

//W 0-2 - W3 :UWH’)Q—-w
L\\ /U(q) Ar~ I oxX™ oX

es decir que tiene componentes constantes en la base {9/0X™}.

Por otro lado, en P vale que

0" (P) E.
_ entonces concluimos que en P coinciden las bases {Em} y {9/0X™} (esto
no significa que {£..} sea una base coordenada porque para establecer tal

propiedad deberiamos conocer el comportamiento de {En} en la vecindad
de P).

Como se anula la derivada segunda de sus ecuaciones paramétricas, la

ecuacion de las autoparalelas en coordenadas normales de Riemann es

Ty la) UTie LT (e)
L o e

Es decir, Q:}?)LQ) U™(p) UT () = O

En cada punto Q las funciones I‘ZLW) (x) satisfacen estas cuatro ecuaciones

para los valores de U™ (P) correspondientes a la autoparalela que une Q

con P Pero en el origen P los valores de U (P) son arbitrarios (son tantos

como autoparalelas que pasan por P). Por lo tanto en P debe suceder que

Ejercicio: buscar cambios de coordenadas que retengan esta propiedad.

Q:\)?)LP):

THay n?(n+1)/2 I'(hp’s > que deben adaptarse con continuidad también a los valores de vector tangente de puntos vecinosa Q.




11 Torsion. Curvatura de Riemann

120
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A partir de la conexion podemos definir dos tensores, la torsion y la curvatura

de Riemann, que exhiben distintos aspectos de la nocion de paralelismo

que la conexidn otorga a la variedad.

1
P Torsion: es un tensor de tipo (2) antisimeétrico

T(;U.V,}'—_ VUV“VD’Y-D'VX
"anurad para 4
A -forua

<\

Puede llamar la atencién el dltimo término. Su presencia elimina las derivadas

parciales de las componentes de U,V contenidas en VU, V5V . En otras

palabras, se cumple que 7( ; fU,V)= fT( ;U,V), como debe suceder con

las ranuras de los tensores. Piénsese que T( ;U,V) funciona como un vector

que espera una 1-forma para dar un numero. Las componentes de ese vector

son T%, UV, que no contienen derivada alguna de las componentes U®, V°.

La torsién compara dos estructuras similares: [U, V], que sélo involucra

derivadas comunes, con la misma estructura a nivel de derivadas covariantes.

P> Propiedades:

i) Las componentes en base coordenada son

} :
'T( !D;'Qk) = v ak—vgkai' :.(r'l-f‘))a

V-

"
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P> La Relatividad General va a postular que el espacio-tiempo tiene torsién nula.

ii) Si la torsién es nula entonces se cumpleque [(O.v ] = V-V -V- 0

= v - U

En base coordenada es uk V"'. - VkUL,. = Uk vy, _ vk

X LY )~ " vk

La torsion nula no solo permite reemplazar las derivadas comunes por

covariantes en la derivada de Lie de un vector sino también en la derivada

de Lie de cualquier tensor, y en la derivada exterior de p-formas (por

supuesto, todas las derivadas deben sustituirse para que el procedimiento

sea valido). Aun asi debemos tener siempre presente que las derivada de Lie

y exterior no dependen de la existencia de una conexion.

iii) Si la torsion es nula se satisface que -Y ok = X-, i v F

En e{—ecto, S’ilk = G’;b);.k = }:LJ;L = {',Lg-_qfuﬁgi

Pere s € Forsida e nvls  cufdncs o (”L-l-'} \/

LX)

P Significado geométrico: sean U .-\7 tales que {0, v]: 0 (cierran cuadrildteros)

—“ —_ Vamos a transporfar 'pAfJQ(QamgnTc
U — —
z Q‘l&: Vécol)_ry_oia gﬁabear‘ppdevz
;é""\(
P { v N 57 - VAL&- Viey = € VLV (e)
/ N.w v
[ - — =
[ v SO = () prmE o) = € V;U(P)

S ne \sz TorSion en VGV: VDB = SV = S0
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Se suele representar esto sin dibujar todos los vectores en el mismo punto P,

como seria correcto:

SV -0 = (\T/l\érf)(l’\,\ - 0"+ vin)
(3 / v C ]
kvl
‘/’\\ 5V -$0 cosale ne bh¥) tursicn se smoty HV-50.

V(e)

Por ejemplo, supongamos que en 2 dimensiones hay una unica componente

de la conexidn en base coordenada que no se anula, digamos ng . Entonces

cuswlis a/c')x sc Yralds paralelyvaente o {o f;r;o de a/au

5€ _9generd VNA Comupopen debido 2 r)9 o:
| 2 J
S} 3
—;
~— » 5 2 - € v; _ ke _g r.g >
e rx o 2xh 3y

0Y 0/ dxh

teanspocte 3 b
liceo de x

e/

P Tensor de curvatura de Riemann

Una caracteristica del transporte paralelo en superficies curvas es que depende

del camino. Equivalentemente, el transporte paralelo de un vector sobre un

camino cerrado no da por resultado el vector inicial: Ve
> \a

-

—

|| /YISO
ST Y A Y\

(i )

e on Pplono en U~y arlers
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Esta idea de curvatura asociada al transporte paralelo puede entonces ser

definida en una variedad diferenciable dotada de una conexién. Segun sea la

conexion habra o no curvatura. La curvatura local de una conexidon implica

comparar el transporte paralelo de un vector por caminos diferentes que

unan puntos vecinos separados infinitesimalmente. Como veremos enseguida,

el tensor involucrado en tal caso es el tensor de curvatura de Riemann, que

/1\
es un tensor de tipo \3) definido como

ranuf pace . E T\,é K ~ - S i Z
1-{-5'@______5_\(31’ ‘ ) = .[.vf-\ : vsl < VER.B"!

El segundo término es necesario para eliminar las derivadas de las componentes

de 2, ~, 8, como debe ocurrir con todo tensor. Es decir que se cumple

para toda funcion f.

P Propiedades

i) las altimas dos ranuras son antisimétricas: R(5<, 3.73) --R(3¢,8,A )

> R%(ed)y =o

ii) Componentes en base coordenada:
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iii) si la torsion es nula, entonces los simbolos de Christoffel son simétricos.

Por lo tanto R friq = O
493

Usando la antisimetria de los dos ultimos indices también podemos escribir

L ..
R™piy + chk + Re Ve = 9O
ﬂ v /4

iv) Identidades de Bianchi: si la torsion es nula

Vporie)

.Dcm.) Poderra=d vltilitir caordenadil norvmales de Riesany <20

‘Df‘.:’f‘u en & En toncep &"f (p\l-_-.o. Por do taats

Ef 'ﬂr;,u-cr FSrmuns en }M\T;um‘.m !}Jsgargq,xp(.u

b—-()o- > Rck[i.‘;l-u-.} o . (o s anvlscan de wn teaser

e ;oJifeni'mh de & Lac  emlDaces ol ra 0t de vale €ae

cudpiier base .

Se puede ver que este resultado es equivalente a la identidad de Jacobi

V. +\V . (9. . V. « )9 (v. U -0

estan ligadas por las propiedades (i) y (iii) (en caso que la torsion sea nula)
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Entonces las componentes independientes se reducen a

M2 - N m(m)) m{m\ = L m¥(e?-0)
2 \3} ) ) °
\ - )y \_—-'-—J
Mm® de g vl oneA L—— M® de g vl eaneA
IV 2N ’ro/LeJJA le) VO 2N ’rsf'gg:hA (Aa)

P Significado geométrico: para comparar el transporte paralelo por dos caminos

distintos deberemos extender la definicidon del vector paralelo-transportado

por lo menos al segundo orden del cambio de los parametros, pues el efecto

que buscamos se manifestara a ese orden.

L

Uax (P) Dl?) + An V__VD (®) + L}(m\)‘ V;V?U (P)+ -

z exy [Ak v | 0|

315

Con eofs definiadn veawmss L Franrportc Lo ua veehr A deg Q

haots P 3 & Cepo de O LChnexr de cawrpo da (o3 vectvreg U, v:

E‘ —
T 7 v Ua_\; San fc\I-'A ’fUC [ZI,T/]:O ({0.} leaerd

L1y
-\/ % “cicrron cusdes Literoy” )

75\;.\7 o caslone . - R — P

240 cansiino. Q —» 5 — ¥




R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

6Rg-e = AN Yo | + L (80)" Vg (05R ) |, +

7

Loy vectovenr > Ser 30“&49\ davern cotar Fodes e Y . Caro sols

refeadreios ‘1%7"4 J &;U'\-\o ocden , a2 Caruute e ror So
waltdusd Y, (VoA) en P . En comdio  deberus) desaersllor G_A|

P

Por otrs lado

5Agne = Ar YA\ v (e Vg (TgR) |+

EST‘DS IQ/AU-H“AA") 'pecn.ﬁ-ﬂ-;\'c'\ Dbf'QﬂCl’ 293 v)Qan K)&(L gL SQIUA-LO

caaino  intercansbiands pwen | O —

Iofo Sebre\).\vcn bos 1';(,,.,;_,‘5-, Al"" AN -

AR = AX A (v,uv.;,ﬁ-v,v,val)" = oxap R ;,K,G,V)!P

El tensor de Riemann mide el cambio de un vector ante transporte paralelo

en un camino cerrado. Su par de indices antisimétricos se relacionan con el

"area" encerrada por el camino.
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P> Espacio plano: un espacio se dice plano si el tensor de Riemann se anula en

todos sus puntos.

P Desvio de las autoparalelas ("desviacion geodésica")

Conslderems (V.5 c.:nftdenon,

— O —
3 P / de outuparstalid VG =9

7 ,lj, Un CL—o-¥yO B N tue L—} —D]
( G;B “ererran Cu;,d(;li"\'cfod”)
Entonce
R( .00D)= [v-9v-l1U = ¥V-¥V-0
s / Lt v 5J v "D
" 4
EG,-FF:O VBG =0

Pb( o"’l‘o 25&. 7" pa TD/sLD'rl 29 nu(’; 20

Y;D-VYg0 = [0.D] =

’.uceo
0

Q( ,6.—65) = VGV;}%

El tensor de curvatura de Riemann también mide la "aceleracion” de la

" s 7 n
separacion” entre autoparalelas.
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P Notacion: Pucde sc<r pra'..-,\'lu [s iguienfe nols cwon
Jdads —17: J e ton cen J_0 = P._-L—_)
<X v DX
Es decic [DUN\* _(9.0)° = vE(ub, +rs 03 = d0i L I oivk
\"R} ¥ "‘ dA

AsC o deyvim de '35 dvioparalalas se escribe

p(\ ';Gl—l:ﬁ) = DZ-S

k5

Py

0
P Tensor de Ricci: es el tensor <2> que resulta de una contraccion del Riemann,

R.. = RY .
k) R“o

> Fuerza de mareas

En la teoria de Newton consideremos dos particulas vecinas en caida libre en

un campo gravitatorio no uniforme. Sus trayectorias son

"tSF\ o) = Nlt) + 8¢ (¢)
2 \
/ﬂ\\
/ \ Lo ecudcones de wmovivssents de cady

?;(\"C oty Sow -

( \
\ /

72— —_— — —
\/ Ar,z_q @(T‘.) | 137, ,.__V@(Fz)

4t dt*
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2 .= — —
ch"'ang\a [Va CCuo PN . cL Sr - _Q}é(.:&)_,‘_g&“:‘)
dt?
donde U (7, = (vt 87)
L] ‘} "_ }

En comyonen®n cac¥esianyy oo 2§(F‘+ o) = 9__?1 () + 2>'d %4

oxe g 9-\:"‘ ;;‘PBJL“

El\fbv\m Az dr — _ (é?%) 5&:7

En un campo no uniforme, las particulas en caida libre experimentan

aceleraciones relativas que, al orden mas bajo, provienen de las derivadas

segundas del potencial gravitatorio. Asi, trayectorias que son inicialmente

paralelas, §¥ (t-0) =0, N0o permanecerdn paralelas. Esta "fuerza de mareas’

es el unico vestigio de gravitacion que sobrevive en un sistema localmente

inercial (laboratorio en caida libre), donde el campo gravitatorio-inercial

se anula.

P> Laformulacion del campo gravitatorio-inercial en Relatividad

Hasta aqui tenemos la siguiente situacion:

Newton Feowssetriy
: Corriunento al reyo .
Po"'enuJ ’_% y 3!’4 Ir.xv'd'.ﬂ",;-o '....a;,.»..-po debil
3
Pepio. dp | \, ¢ Sc anuly e A oripen de fip cooidenrds
)(‘0"23 a § Cprvaipncd I—'{"\k\ norwaafasr de Riewsna o olfris cactapy
77 J
A\ (Y] -
Marers” 92§ R i al—' desvio de aul’,opara@das




12 Tensor métrico. Geodésicas.
Conexion de Levi-Civita
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P> Tensor métrico: para definir un producto interno de vectores es necesario

. . o oo . 0
introducir un tensor simétrico de tipo <2> , que tome dos vectores para dar

un numero independiente del orden de los vectores. El tensor que tiene ese

papel se denomina tensor métrico,

0 - a,. E*®E"
4 d

0
"

P Producto interno de vectores:

==

U-vza(ov) = % ab u*v" = V.U
¢° / 0

. . 7 . - e gl 1 2
La existencia de una métrica otorga norma a los vectores, |U| = (U -U) /2

y permite definir el 4ngulo entre dos vectores: cosa =U -V/(|U| [V]).

También permite definir una nocion de distancia entre puntos vecinos de la

variedad. La distancia entre dos puntos cuyas coordenadas difieren

infinitesimalmente, 7’ y z° + Az’ queda definida como la norma del vector

ent—

= v L o
Jx*
Recordemos que los Az® infinitesimales transforman como componentes
. o 'l . .
de un vector: Axt - Xt Axt _ ax=o
2%

Entonces, en el limite de una separacién infinitesimal, la distancia entre dos

puntos vecinos es

ds" = Ll 3([&.,56) = 0 dxt dx?

M=o ! U

que es la forma cuadratica de los diferenciales de las coordenadas que

define la distancia en las geometrias de Riemann.
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La Relatividad utiliza una geometria pseudo-riemanniana ya que la métrica

no es definida positiva. En ese caso ds no se llama distancia sino intervalo.

El tensor métrico permite establecer una correspondencia entre los espacios

tangente y cotangente. A partir de un vector  definimos una 1-forma

vl ) = 909

V es una 1-forma porque espera un vector para dar un namero:

V(U) = 5(-\-/16') -V.0o = fQLV.'UL

Er\'\'er\c% | §N COW?QI\;(\'\'QS va §S™ \/‘ = gqb Ve - g! 5[“‘

Comunmente decimos que el tensor métrico se usa para "bajar” indices.

También podemos concebir la operacidon de "subir" indices para asociar

79\
un vector a una 1-forma; en ese caso utilizaremos el tensor kO ) inverso del

7 . ab
tensor métrico, que llamaremos g :

7, c

En'f-ev\c,us

céab v, = v®

En cote sentids P © deruo) decir P ve = [

(‘p

foo r

~r

>0
o
e-
(o
A

Lo T)nfo ,
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P> Bases ortonormales

Ahora que tenemos el concepto de norma de un vector y de angulo entre

vectores podemos definir bases ortonormales. Una base de T es ortonormal

si

fa,\_.,: EO_’E., = %(Eu. l€b>= ?}n.\.‘(P)

Y

Pero en la geometria pseudo-riemanniana de la Relatividad diremos en su

lugar que la base de Ty es ortonormal si

—

P)-E -E, =

donde ’f!“ es el simbolo de Minkowski: Vay = duig [\ W W WL )

Las bases coordenadas no son, en general, ortonormales pues

'Q_i_q.

. M - -
s 0 T

Es bueno mencionar en este punto que la construccidén de las coordenadas

normales de Riemann, que logran la anulacién de Fé jk) en el origen, puede

hacerse a partir de una base ortonormal en el origen. Como de la

construccidn resulta que 2 / 3K = E.. , entonces en tal caso resulta

o

que en el origen vale que D (P) = Do

v

5% {‘égl o ocetvaorwsh ou¥ones 3 Lae dosd <o

.

E> =0 9lEy, )

14

/

Enefecte BY(E)= 9%y (BE) = ) yu= 8T
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Co“‘"" c\vo..\af ? k—E-a-\E.b) = ')g.\, Coando [s 1::): rys or'l'oqo'w-»[l

taXoncws s liene

QA =
() bosad or FoamcuusCas

[> Pasamos de una base ortonormal a otra mediante transformaciones de

Lorentz, pues el simbolo de Minkowski es invariante lorentziano.

D Volumen meétrico

En cualquier base ortonormal el volumen métrico se escribe

~

Q= EIAEL/\ s AEM

~
la componente de S vale 1 en cualquier base ortonormal).

En particular, si usamos las coordenadas normales de Riemann construidas

a partir de una base ortonormal es

a4 ~

oo X adA A X

en el origen. Como ya fue demostrado, esto significa que en una carta

cualquiera el volumen métrico tiene la forma

_?L: qlﬁ\ ;;‘AJI»A"'AA’;M

v
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P> Geodésicas: la existencia de una métrica permite medir la longitud de una

curva, como la integral de la distancia entre puntos vecinos de la curva:

>I¥
00—
wl

/] 3

A5 = ( \'/Q;.‘_!AZQ'AZ} = [ Va.: dat
J 0% J

donde ' = x“(2) son las ecuaciones parametricas de la curva.

Llamaremos "geodésica” a la curva entre dos puntos dados cuya longitud

sea estacionaria. Por lo tanto la geodésica debe cumplir ecuaciones de

Euler-Lagrange para un Lagrangiano L - \/%k' s kyb ;estoes,
v

\ 1 1— a_zi} x*x) = O
0 / 2 \/%es, eyt oxt

Es conveniente reparametrizar la curva definiendo un parametro  tal que

4 Jd _ d

\/39; i"'l‘ :;\ - A‘b

Es decir que du = {4 J,es.§ ; el nuevo pardmetro mide la longitud de la curva.
I

E l'\+0n D
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P> Ley de conservacién: como ocurre en todo Lagrangiano, si una coordenada es
ciclica obtenemos una ley de conservacion (ler. Teorema de Noether). En
nuestro caso, si el tensor métrico no depende explicitamente de la coordenada

x* entonces la ecuacidn dindmica dice que se conserva gi; dz’/dpu.

P> Como vemos, el problema de obtener las geodésicas de una geometria
riemanniana es equivalente al problema de obtener la linea de universo de una

particula libre en una geometria pseudo-riemanniana. En este ultimo caso,

el parametro ;¢ no sera la longitud sino el tiempo propio 7 de la particula, y
habra que multiplicar la integral por —mc para dar con la accién de la particula
"libremente gravitante" S = —mc / \/ 9 dat dai

Una métrica no trivial indicara la presencia de potenciales del campo
gravitatorio-inercial. La ley de conservacidon que acabamos de ver correspondera
a la conservacion de una componente del covector cantidad de movimiento,

D5 = @y Y =m Gij da? /d7, cuando las componentes de la métrica no dependan
de 2". Las derivadas de las componentes del tensor métrico aparecen en las
ecuaciones dinamicas jugando el papel de la "fuerza” que produce el cambio de
las componentes del covector p; ; la cuadrivelocidad de la particula forma parte

de esa "fuerza".

Avancemos con la ecuacién de la geodésica derivando el primer término:
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Como Jj’i JAL' es simétrico, en la contraccioén so6lo sobrevive la parte
¥odw

simétrica en kj de la expresion en el paréntesis:

JLES AL - o JLJ_")‘
T Tz 0 Cgan* Jug = D) 230 =

Ecuocion de 0> geoJé_sch

P Autoparalelas y geodésicas: en un espacio euclidiano las rectas tienen la doble
propiedad de ser autoparalelas y geodésicas. Pero vemos que estas dos
propiedades provienen de estructuras diferentes. Mientras una viene de la
conexion, la otra viene de la métrica. (Sera posible combinar ambas propiedades
en las geometrias riemannianas tal como sucede en la geometria euclidiana?

Si, si miramos el segundo término de la ecuacién anterior como un término de

conexion. Para ello deberiamos utilizar una conexion cuya parte simétrica en

base coordenada sea = ¢ Lt

G =7 9 ( F BT ¥ 3&1‘.3 - DL)U)

(no importa qué valor tenga la torsion). La longitud, o el tiempo propio, juega
entonces el papel de parametro afin de la autoparalela. Nétese que ésta es la parte
no tensorial de la conexion, la parte que se puede anular en un punto por medio
de una eleccidén apropiada de la carta. Si la Relatividad General se formulara con
una conexion de este tipo se lograria establecer la relacidon esperada entre
potencial y campo: 7 _ 5¢ . ;Qué dird la Relatividad General sobre la parte
antisimétrica de los simbolos de Christoffel? (la parte tensorial de la conexion,
que corresponde a la torsidn). Simplemente dira que el espacio-tiempo carece
de torsidn. Asila ecuacidn anterior da la totalidad de la conexion en Relatividad

General. Se llama la conexion de Levi-Civita:

¢

M= 2 3 (90 * Jiy ™ 2
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P> Conexién métrica: una conexion se dice "métrica” si es tal que se anula la

derivada covariante del tensor métrico,

vg(,):o § ®.,=0 Viju

Permutando ciclicamente los indices:

Q L o . \ Q- - O ,

giki4 = T 9F gtk ki e = F (2)
t ¢

‘ak;.’) - ki ?U« - rxa Yt =© (3)

Ahora hacemos (1)+(2)-(3), y usamos que la torsion es nula ( Fi:j = sz ):

y 4
gi'a.k * 9,’1;.1. i | T - ik 9,. = O ’/
7 V 0 [74 d

P> Cuando la conexion es métrica vale la regla de Leibniz para la derivada del

producto escalar de vectores, V(U -W) = (VyU)-W +U - (VyW), pues

(9. Otwid). = a. (U, wisptwh )
(2 /T 0ad\ ’ 7

En particular, si U,w se transportan paralelamente en la direccién de \/ ,
- (=] - - o

P ——

entonces . (0-w) = Y. U.w + U -V, W = O; esto significa que el

transporte paralelo de las conexiones métricas preserva normas y angulos.

Asi, si una autoparalela es temporal en un punto (O-V > 0) entonces es

temporal en todos sus puntos, y otro tanto si es espacial o nula.

P Cuando la conexion es métrica la operacidon de subir y bajar indices conmuta

con la derivada covariante: 3"0 (AW) = | 35 A;);L. = A-();k
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P La geometrizacion del campo gravitatorio-inercial

Ya tenemos configurados todos los elementos geométricos que entraran en la

formulacion de la Relatividad General. Podemos completar el cuadro

comparativo con la gravedad de Newton:

Newton Einstein En el origen de una carta localmente inercial:
Po-i-en ‘.' J % 3 7 tea sor me Fried 7 a1 (base coordenada ortonormalizada
en el origen)
curexion d€ e : :
J(‘uc 2 a § 9 9 ke Leyi ~ Civita Seanula  (Principio de equivalencia)
“ 2T a2 Curvatures de No se anula, pues la curvatura es tensorial.
L .
drens 9 9 J 2&&, Riesrann ( ol ) Es un campo fisico (desviacion geodésica)

P> Propiedades de la conexién de Levi-Civita

p . . 2 Q
Sea un tensor ( 9] totalmente antisimétrico; entonces

F“b o= FLb . n F;L Fe’a... + rg'a F-if-.. R

) )

C oo €2 ’I'QISLO,A 2) nuf) ( {aei]:O)'l ddett.uo-a

7
teraino 4 4og {Juc Supuen Se anulan.

AAQ,.,...)A L Pars AN Conexion de Levi- civita VAL- pve
J

¢ e
Ve = e, L}j;;.x* Jie.y = DL‘;.L)

Los‘ Téru@nos Fr'\.wero ) J/ZIW..Q / Cov\t\"e'LJo_S "o",f ,
4 /4

e CAV\Ce‘é'\ {053’ Cve (QF. = e"e) . El‘lh:nc_,u_\
) 0 / 7

Fye = & 5% gy = [ Ll der(g)I=]

" su inversa: m" m;; = 6}. Entonces vale que [In|det(mq)|] ; =m" ma ;)

(Sea m;j una matriz que puede ser no simétrica, y sea m
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Reemplazando este resultado obtenemos

Frv oo FH 0 e L (), FUOT
/ WE; /
l-_"é"',; = 3 (Ve F9 )
A a1 “\Td /

Este resultado se aplica en particular a la divergencia covariante de un

vector, que entonces es igual a la definicidn de divergencia que dimos en

el contexto del calculo exterior y el volumen métrico:

Vi, = 1 (‘@—IVL),i = divgV

- Ty

Si el vector proviniera del gradiente de una funcion, VY- 950

v 4’

estariamos ante el Laplaciano A&g (o el d'Alembertiano [] ¢ , segun sea el

caso), que tendria dos expresiones equivalentes:

f ¢ VI

I3 conerion eo wéhlca; N concyuon en de Leyt - CilviTs

ddermss 4’,‘) S 4:.&

» Ejercicio: usando la definicién del operador estrella de Hodge mostrar que

para una 2-forma F en n=4 resulta

(e de®), -9, 3 (Vi F*)
Y /
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Luego concluir que en la conexién de Levi-Civita vale que

(*CJ*F—){‘: F.i.k,'-k

Hemos visto que la accion de la particula libremente gravitante

[

5(,“"_ - -mc \ V%L'AZ;AZ}
J 00

conduce a la ecuacién de la geodésica, que en la conexion de Levi-Civita (o

en cualquier otra que difiera de ésta en un término de torsion) es

U* U, - o 5 V-0 :-o : DbL_,

U Dt'

_ d : : , ,_ da/
donde U = — es la cuadrivelocidad de la particula: U’ = &

aT

P> Remarquemos que las cuatro ecuaciones VU = 0 no son independientes porque siempre es U - U = >

=c";
porlo tanto U -V;U =0, lo que liga las cuatro ecuaciones (hay tres grados de libertad).

Asimismo, acabamos de ver que la ecuacion dinamica que resulta de la

accién electromagnética, * d *x ' = —pu, j puede releerse en términos

de la conexién de Levi-Civita como F ° ,‘_ L=~k )Y
J Y,

En ambos casos las acciones conocidas de Relatividad Especial, ahora escritas

para una métrica general, conducen a ecuaciones dindimicas que pueden reelerse

facilmente en términos de la conexion de Levi-Civita; basta reemplazar la

derivada comun por la derivada covariante en las leyes formuladas en la carta

cartesiana de Relatividad Especial,

é(—):o ﬁ@_—_o | F""k W

ik ‘
4T DT hEoted = P = e )



13 Teorema de Gauss. Tensor de
Riemann con conexion de
Levi-Civita. Postulados de la
Relatividad General. Particula
libremente gravitante. Vectores de
Killing
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teorema de la divergencia

El

|
|-

2

<)

83

\ O

) (g V)
v

donde ™ es una 1-forma normala 2V y % es una (n-1)-forma tal que

Si W es el volumen métrico £L = \llg\ dxtna du? A ...a 2~ entonces

que coincide con V* , sila conexidn es la de Levi-Civita, como vimos en el

capitulo anterior. Veamos el miembro derecho del teorema; debemos

~

descomponer el volumen métrico como {2 = n A & . Consideremos una carta

tal que ' = a sobre U, yla regién U corresponde a ' < a . Entonces dz!

es una forma normal a 9U , pues su aplicacion a un vector tangente a 9U da

cero ( ' es constante a lo largo de curvas en 9U ). Nos gustaria tener una

1-forma normal unitaria, para lo cual observamos que

~ - ~ =~ .
n clxl "‘L = ‘a | ka,' | J.xl ) - %ﬁ-\ (?ucé.c ser FOSL""‘V° o Mg‘,)'h,va)

17/ Vv
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y la descomposicion del volumen métrico queda

P —~ — A~ [ 3 ~ -~
- 2 . ~ 3 1y 1 ~
.Q-\}lg\ dat A dxr A ady —_-"2\ ‘g\ M Adxta . Adx
Si las coordenadas se eligen tales que
Q ., - a ) .2-—- = (@) k =2. %n he
3 ~ /4 . .
o X0, - %D Consfintu La métrica resulta diagonal por bloques:

o

21\\ aL
=\ 22 20 [ ©

/ . ,

n}-l Hr\!

Entonces %

| o
/4

A

7 o« o7 7 . Va4 ~
Asi la descomposicion del volumen métrico resulta U = ™M & con

x - ﬂ\n\ J:",\...A:\:“ volimen wduceide e JU

El teorema de Gauss es entonces

du = \/ljl de!dyr. - -z
Vi dv = [vida, IS, < m dZ
d3 : voluywes { ndvecds v 90

= ml_dz’. ..de™

-

\Y)

C
(
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P El tensor de Riemann en la conexion de Levi-Civita

En la conexiéon de Levi-Civita las componentes del tensor de Riemann son

{222!4'_4, 2" Jus _ 2" Je: _ 29\

Rz kiy = Je
\ . 9 ‘ 'A ;.)
2xk 0% 2xtoud Ixt oxd 22t oz

u
Z

+ %h-.-. {r.:“" r'ln - r'“ r‘am)

\ ®C -() ké |

El ultimo paréntesis no coincide con el que aparece en la forma original del Riemann porque contiene contribuciones de las derivadas
de los simbolos de Christoffel.

A las dos relaciones ya conocidas entre estas componentes, se agrega una tercera:

i) R

La nueva propiedad modifica el conteo de componentes independientes.

Conviene pensar la propiedad (iii) como R g = R en donde AyB

representan un par de indices antisimétricos ij o 1k, por la propiedad (i). Por lo

. 1. 1 . L.
tanto, cada indice A, B corre por N = sn(n—1) valores distintos. Pero la

propiedad (iii) dice que R AR €8 simétrica en sus dos indices; por lo tanto tiene

1 : :
5N(NV +1) componentes independientes.

Por otro lado, la propiedad (ii) constituye una condicién adicional sélo si los

cuatro indices son diferentes (es decir, sélo si n > 3). En efecto, aunque £ no

participa de la antisimetrizacidn, ocurre que

3 R 2 R RU,L;- + \Q,ci.&\‘.i' R £k =
\L&\al \ o 0 a
A

. . ()
k'\i diferenter

= th" +Rk-i 4+ Rk;&‘, = 3 Q| ¥!3
s

(&)

3 (iic) Va

(&)
l L

Con este procedimiento, cualquiera de los indices puede ser llevado a la primera ubicacidn.
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Hay ( ) formas de elegir cuatro indices diferentes entre n. Entonces el numero

de componentes independientes del Riemann en la conexion de Levi-Civita es:

RAS

n
El término <4> se anula si n < 4:

(m
N
\"\

~—

=M (m-1) (m-2)(m-3)
X

m=)y —> I1-0 (Mo \w—; e vafury inl'r\'nsf,Qoum:l)

m=2 — I=1 L&a una S@(l Co v penenit rdwem('c L So?er‘pi.cu.s:

w»n 4 cvurvalur) Je Gouss |<= = Rn.c?.
9

MN=3 — I': 6 %'LSUJQ u\flr’-'-c'ro de mmp,\e.\*\-u ina‘c!o%c\&.mﬂ/\
c‘d Q:'\.CC'\. . T odd Ly “ﬁ{-o(w->".‘-5'\ u R-\.Gwar\.n wf'$

Conten'ilds e d a‘;-'CC';I thue es si.u--é‘l'ri.co.

m=4 — I: 20 (&( R tlene {o CG‘-‘*pone'\'R—O 'mdefe.v\di.cntes,

bues &3 ,si.u--éi'rtco)

p Tensor de Ricci, escalar de curvatura

Las simetrias del Riemann provistas por la conexion de Levi-Civita hacen que

el Ricci resulte simétrico, R .. = R e = Ry, v tengala forma

y e
?°a=QHi:1—Q_(ﬁ;\ r ) — duVigi - e O3
ToNigy o AT W ax“az, e
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Se define el escalar de curvatura R como la traza del Ricci:

R.:':Q;L

D El tensor de Riemann en n=2 y n=3

. 7 . 14

Qz;,ak: R Jery gl m=2

En n=3 toda la informacion del Riemann esta en el Ricci:

m-2 - (mn -1)(m-2)

El tensor de Weyl tiene las mismas simetrias que el Riemann, y sus trazas se
anulan: C*

al del Riemann menos el del Ricci. El tensor de Weyl es invariante ante

= 0, etc. El naimero de componentes independientes es igual

74l
J

" g W At . o, 2
transformaciones conformes" de la métrica: 9 ij — Wieo 2.;‘; :

En M=3 el tensor de Weyl es idénticamente cero.



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

D El tensor de Einstein

El tensor Einstein nomin i por 1 mbinacion nsor

entrar en las ecuaciones de Einstein de la Relatividad General. Es un tensor simétrico

que se define como

nula:

Demostracion) si partimos de las identidades de Bianchi,

Q( -!—Pl 4—9{' (9]

VA S T P S ey

y contraemos los indices £ ¢ :

¢
Rk)aw + R st = Ryw .y = O
¢ S— s

6 iEML()H-L'-'—S Ekumb

Ahora contraemos k w. subiendo antes el indice k :

v
Re..w +alm R .. p_-R . -0 = 2R"
7" 0 ' ’) J
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P

La formulacion de la Relatividad General

i) La Relatividad General postula que el espacio-tiempo es una variedad diferenciable
de n=4 dimensiones, dotada de una métrica con signatura Lorentziana (+---), y

conexion de Levi-Civita (conexién métrica sin torsion).

ii) Las leyes para los campos de materia y radiacion que se conocen en Relatividad
Especial, y que se formulan a partir de acciones que tienen caracter geométrico (son
invariantes ante cambio general de coordenadas), contienen la métrica de la
geometria plana del espacio-tiempo de Minkowski. Para incluir plenamente los
efectos del campo gravitatorio-inercial sobre dichos campos sera suficiente que esa
métrica no esté dada de antemano, como en Relatividad Especial, sino que sea
determinada por la distribucidon de energia y materia del universo (en una
interpretacion del desideratum machiano). De esa manera, como hemos visto, las leyes
fisicas mantendran la forma que tenian en la carta cartesiana de Relatividad Especial,
salvo por el cambio de la derivada comun por la derivada covariante. Los efectos

del campo gravitatorio-inercial sobre la dinamica de los campos de materia y
radiacion se realiza asi a través de la presencia de la métrica y la conexion de
Levi-Civita en las ecuaciones dinamicas. La Relatividad General no incluye
acoplamientos de la materia y la radiacién con la curvatura (segundas derivadas de la
métrica), los que podrian provenir del agregado de términos de curvatura

(que no se manifestarian en la geometria plana de Minkowski) a las

acciones de esos campos. En ese sentido decimos que el acoplamiento con el

campo gravitatorio-inercial es "minimo". El acoplamiento minimo permite que

valga el Principio de equivalencia: en cada evento existen cartas localmente inerciales
donde se anula localmente la conexion (se anulan las primeras derivadas de la
métrica), y se recupera la forma que las leyes fisicas tienen en la carta cartesiana de la
Relatividad Especial (la carta puede elegirse para que la métrica sea diag(1,-1,-1,-1)
en el origen). Esto no sucederia asi si hubiera acoplamiento con la curvatura, pues la

curvatura es un tensor y no puede anularse mediante un cambio de carta.
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iii) A las leyes conocidas en Relatividad Especial se agregaran las ecuaciones
dindmicas del campo gravitatorio-inercial, que seran ecuaciones diferenciales de
segundo orden para las componentes del tensor métrico (es decir, ecuaciones
relacionadas con la curvatura). La fuente de estas ecuaciones sera el tensor de
energia-momento de los campos de materia y radiacion distribuidos en el universo.

Estas son las ecuaciones de Einstein que enunciaremos mas adelante:

[» Lineas de universo de particula libre (libremente gravitante) y rayos de luz

Como ya fue descripto, la variacion de la accién de particula libre conduce a la
ecuacion de las geodésicas, que son autoparalelas de la conexion de Levi-Civita cuyo

paramétro afin es el tiempo propio de la particula. El enunciado del Principio de inercia

dice ahora que las particulas libres de fuerza describen geodésicas temporales del

espacio-tiempo.

Del mismo modo los rayos de luz describen geodésicas nulas del espacio-tiempo,
formando asi los conos de luz de cada evento, que dota al espacio-tiempo de una

estructura causal.

Al comienzo del curso vimos que un potencial gravitatorio newtoniano estatico § debia
reflejarse en la estructura de la componente Yoo de la métrica, para poder reproducir el
corrimiento al rojo gravitatorio exigido por el Principio de equivalencia. La relacién

es 900 ~t+zc? 45 en campo débil (1 §|<< c*). Veremos ahora que este aspecto
de la-métrica de campo-débil permite recuperar el movimiento newtoniano-de la
particula. Para esto desarrollaremos la accion de la particula libre para velocidades no

relativistas y campo débil. El campo gravitatorio-inercial es débil si existe una carta donde

la métrica es aproximadamente Minkowski. En esa carta, los movimientos no relativistas
son tales que |dx% (7)| << dx°(7), «=1,2.3 . Entonces el sector espacial-espacial de
3¢ se puede aproximar por su forma minkowskiana: 3.4, = -6«“. Por otro lado, el sector
9091 se puede anular escogiendo coordenadas espaciales X'ortogonales a x°(ver también en

Cap. 15 "Campo estatico débil en el gauge de Lorenz"). Entonces en la accion tendremos
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: o 3
—m\cAs——nmc\/o\--Ax'"Lc) '::—MCI_L1+2-—)JZ,° = §,, dx¥ ézp-l
(/D) L ct’ i ]
A —
:—mclc\.t|_[1+2.é)_|ualz_| - :_rW\chtr1+i—_‘|u" -l—-\
L c’ a J L c? < ct )
N |——M~C.L+LM«!_LL|L—*’-$ “-l‘lt
L L - 1

Vemos asi como emerge el Lagrangiano clasico, con su término de energia potencial

gravitatoria newtoniana. Esto muestra que en el limite considerado se recupera la

dinamica clasica de la particula en un campo gravitatorio.

Habiamos mencionado que el movimiento sobre una geodésica conserva componentes

del covector energia-cantidad de movimiento cuando la métrica no depende de las

respectivas coordenadas conjugadas. Concretamente, en el movimiento de particula

libremente gravitante se conserva una componente pP; siy solo si las componentes de

la métrica no dependen de %*. Esto no hace méis que reflejar la ley de conservacion

Asi, si la métrica no depende de ° se conserva p_. En la aproximacioén de velocidades
|

no relativistas y campo débil esperamos reencontrar la conservacion de la energia

mecanica clasica. En efecto, ' i
‘IPO = qo 1 Jb) = (MAd) ap'\ Jxa =M ao'ﬂ AZ’D
/ 4T dT
pues va fue dicho que 3‘"‘ = 0. Ademas
i 2@ - AS ~ J -_ _I Iult §
Joziv B, =i R L2 )

Entonces ¢ £, =@ am (14 ﬁ’)c"c'_t () 4+ IG]* _ [ \ ~ wme +Llontl+ wmp
v PR dt > P VA -
—_—
o e 4
47T
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P> Vectores de Killing

si una coordenada es ciclica o no en las componentes de la métrica. Seria interesante

tener una formulacion que se independice de la carta utilizada. La idea es averiguar

en qué condiciones se conserva la proyeccion de la energia-cantidad de movimiento

sobre un campo V/ . Recordemos que la ecuaciéon de la geodésica se resume en

a)—o o -D’P_o s D’E—O

DT DT DT

pues p = w0,y la operacion de bajar indices conmuta con la derivada covariante.

Entonces para que se conserve B -V alolargo de la geodésica, debe ser

0o=D (p-v) =[8B) .V +F-(DV) -y, d=tvi,
DTN ’ \poc/ ot/ ) JT !
—r/
© - Ma U".U,‘ V;ljk = m ULUu V(L;!z)

—

El resultado dice que Y; .V seconservasi Vv esun "vector de Killing", que es aquel

que satisface la condicion

Vi..k)y = © Jector de Willing
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Noétese que, en ausencia de torsion, la condicién anterior corresponde a

_ ke k
=V ‘ii'\;k+'5ulv§4+ftuvki
[ Vol 4
\/7/_/
O .. -
COoNCH~Lon wrerie
- V= . -+ V; A
//b "')d

Un vector de Killing es aquel que cumple

f_9 =0

v d

lo que habla de una simetria del tensor métrico; el tensor métrico es Lie-dragueado

—_—

por V




14 Tensor de energia-momento.
Ecuaciones de Einstein

155
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P Conservacion local

El modelo de ley de conservacion en Relatividad es la conservacion de la

carga eléctrica, que en Relatividad Especial corresponde a la ecuacidn de

continuidad
Dk ak = O
donde }k es el cuadrivector densidad de carga-corriente:
Az (oc,7)
v N\ o /
el S UL afviesd vay superhicie
*“s.tj::rkjaae for U‘\LJAA de= 3/:.\ ; de f'..oupa

Separando la parte temporal de la espacial, la ecuacién de continuidad queda

a? + -\ -o
ot ’
cuya forma integral es
4 ‘\ pdu = %? 7.5
dl
\ sV, ‘
/ T Corge rve Silede TV per

Cdrgscomtendo eV nidd de Tiempo

La carga no se crea ni se destruye. Si la carga contenida en un volumen fijo Y

aumenta es porque entra carga (flujo negativo) a través de la superficie del

volumen. La conservacion es local; sucede en cada evento del espacio-tiempo,

como lo manifiesta la ecuacion diferencial. La Relatividad no admite leyes de

conservacién con compensaciones simultaneas a distancia porque la

simultaneidad no es absoluta en Relatividad.
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D> Conservacién de la energia-cantidad de movimiento

La conservacidn de la energia-cantidad de movimiento de un sistema continuo

-como un campo, un fluido, dos campos en interaccion, etc.- obedece un

esquema similar. Elementos de volumen del sistema continuo que estan en

contacto intercambian localmente energia y cantidad de movimiento. Estas

magnitudes se describen mediante densidades.

Para hablar de la conservacion de p ; (E B) tenemos el siguiente esquema:
P \= 1 P

Céf%é — b't

{

I’L o —l—th

V4 \ \
Po:% /—,—00 . -I—ol _rez. .l_-aa \
b‘ s { T o : —I— (] ..r 12 —r 13 \
Pl : \ TZo l| ‘rZI TZZ -l—l'S
P's \T 30 , 73! T2 T3 /
) L e— Y
}p‘l por vaidad de ’J P’:‘ /?uc afoviesd va superficie
\/o[Uw X C Por vaidad de aved 7 de From pa

En particular T °° es la densidad de energia, y es positivo cualquiera sea la

convencidn utilizada para la signatura de la métrica. T¥f, con L p=)2.3,

es el tensor de esfuerzos (fuerzas entre volumenes contiguos por unidad de

superficie); T %€ 45, es el flujo de p* por unidad de tiempo a través de una

superficie as .
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La conservacion local de la energia-cantidad de movimiento se expresa en la

ecuacion de continuidad

akTLk:O i=°.'vZ,5

que en Relatividad General se convierte en

vk

0 .7 . \ &
del mismo modo que la conservacion de la carga se convierteen ) ., =©.

P> Fluido perfecto

En un fluido perfecto en reposo las unicas fuerzas entre volimenes contiguos

son perpendiculares a la superficie que los separa, cualquiera sea la

orientacion de esa superficie, y estan caracterizadas por una unica magnitud:

la presion p . No existen fuerzas tangenciales o "de corte”. Esto implica que

el tensor de esfuerzos es isotropo,

\

o

T . | - p 8¢

P

0 [0 -y

(® ]
O
° P

Por otro, en el fluido perfecto en reposo y en equilibrio termodinamico

no hay transferencia de energia entre elementos contiguos, por lo que la

forma que el tensor de energia-momento tiene en el sistema inercial donde

el fluido se encuentra en reposo es:

I & SR
‘I"’d:(OPOO\
oopo/

o 2 O Pp
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Los valores de la densidad de energia @ vy presion b hidrostaticos

caracterizan completamente al fluido perfecto. Estas dos cantidades se

relacionan a través de una ecuacion de estado que depende del fluido.

La expresion obtenida para el tensor puede descomponerse ast:

N AT DS NTN SINDRS
\OOPO \OOOO)\oo\::O
\oau":?/ \O S O 0O \oau":?/

NGRS

w

De esta forma el daltimo término es proporcional al tensor métrico

(estamos trabajando en una carta cartesiana de Relatividad Especial).

Podemos asociar el primer término con la forma del tensor U*?, donde

U+ = dxt/, eslacuadrivelocidad de los elementos del fluido; en

la carta utilizada, que es una carta comovil, es U* = (<, o,0,09):

>\
-]

=2
(o B
0O =

[61 o o

U."U} :{ ©

i

9
00 o

Asi concluimos que

T4 :('QJ‘\?)C'?‘ Y LY - b ai‘é

— pacs ds si.):nah/re (+--9

Pero esta relacidn es tensorial; por lo tanto no sélo vale en la carta comévil

sino que vale en cualquier carta. Mas aun, no solo vale en la geometria de

Minkowski sino que vale en cualquier otra geometria con el tensor métrico

correspondiente, pues en Relatividad General rige el acoplamiento minimo.
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> Campo electromagnético

El tensor nergia-momen ]l cam lectromagnéti

TY - _

A
L' sigaatues de 1o medried (+---)

= —'—(F‘th—bL — 2 3% F—“I‘_u)
fo \ 4 0 ’

En la carta cartesiana de Relatividad Especial es:

p! <'s o_ <*ER4B?
) - - - |
.. - === k- 2 K,
TY =1 o Q I*
\c S | = L ExE vector de
' \ __'t:'° Poynting
A
[?_clehei _CUE,Ey48,8, €' E,E44B,8
| I r- TR
So. - o _SlElBy _STEEGE
) e I
\ - S B 531 /
\ v

T ¢4 essimétrico. En n=4 tiene traza nula: T i

P Gas de fotones

Podemos considerar un gas de fotones como una configuracion donde el

campo fluctua al azar. Si hay isotropia los valores promediados son:

<E> :-O=<_é>

CEL> = <E;> = LEg> =L < |EI??

4

D
{Ex Ea> - o , eftc. Lo wuisms para =)
S C Ry A B =

L ety+ B -2 G, ete.
3 S
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Entonces el tensor de energia-momento promediado es

[v) o o L= \
- J \
< T “9 2 st o ? o O (como corresponde al caso
3 ? } isdtropo de traza nula)
o ) O
© 3
o © o ¥ /
3 !

que es el tensor de energia-momento de un gas de fotones, donde vemos

que la ecuacién de estado del gas es

P—S’
3

23 de s-ofbl\.u

[» Teorema de la divergencia y conservacion

Ya hemos visto la forma integral de la conservacion de la carga, que involucra

el uso del teorema de la divergencia:

dQ _ -\5\%'0(‘4—3 e AD - - J.m dS d=°
c
dt o S®)

donde @ es la carga contenida en el volumen/”. La forma manifiestamente

covariante de esta relacion se obtiene a partir del teorema de la divergencia

cuadridimensional:

r\k. JU. I‘JZL

‘ S
/] 0 * J v
Vi 20

Como ,)" ... = O (ecuacion de continuidad) entonces la forma integral de la

conservacion de la carga es
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que equivale a la relacion integral mencionada al comienzo. Recordemos que

Azk = My AZ

donde m es la normal unitaria, y 3% es el volumen inducido en el borde 3U.

QJZI‘
<V 2 5 ( ;( = J( +'J( +_)(
U 532, | c At ou J 2 3
D
\3/ &IJ;J/
i

Las hipersuperficies 1y 2 son espaciales; corresponden a subespacios de

eventos en un mismo instante {, , Y un mismo instante t2 . Sobre esas

hipersuperficies los covectores m, sdlo tienen componente 0, y las integrales

se realizan sobre el espacio a un dado t. Las integrales resultan en las cargas

evaluadas en los respectivos instantes:

cQt) = (wdz® . _eqlty = § oy
J U \ J UV
2 i
4
- Sac

c AQ = IaLJZ(;) N S aLAZ;‘z)

1 2
Como (20 o e AQ = - | j-d2]
20 3 ———

D45 dz
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. .- e .
Como la hipersuperficie 3 es temporal, 2, solo tiene componentes

espaciales; por lo tanto en la integral sélo participan las componentes

.bkmt‘s‘l:‘)‘"a

La integral sobre la parte espacial 45 de la hipersuperficie 3 es el flujo de la

espaciales de )l‘ , que corresponden a la densidad de corriente:

corriente. En caso que este flujo se anule, entonces la carga permanece
constante. Asi vemos que la ecuacion L 9" J2, = o efectivamente equivale
o

a la relacidn integral mencionada al comienzo.

Queremos ver cudles son las magnitudes integrales conservadas que se

derivan de la ecuacion de continuidad

Para usar el teorema de la divergencia en este caso, debemos recordar que
el mismo fue obtenido para un vector (no para un tensor); la demostracion
hizo uso de la igualdad VL} . = 1917 5. (151" v*) vélida para vectores en
la conexion de Levi-Civita (también para tensores g totalmente
antisimétricos). De modo que T i ;k = 0 nolleva a un teorema de
conservacion de la integral (T T, sobre una hipersuperficie espacial.

En cambio, si encontraramos un vector tal que

o[ _
(T i) =0
entonces si podriamos concluir la conservacion de la "carga”

P o= \ T v 4z,

Z. (esp)c'ue)

(en el sentido que toda variacion de P solo puede deberse a un flujo a través
del borde de ).
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La propiedad requerida para el vector T/ corresponde a

3 ol Ll
O=(Tk\/;.);|¢= T -,.uvi“‘T Viik
— /
) ‘\95'\.»;1?1&
j \/(L,L{) L ®) V ea uan Veoh?f J.c KIQQV’\S

Cada vector de Killing conlleva la conservacién de una magnitud integral P

asociada a la energia-momento. Este resultado para sistemas continuos

es analogo al que ya obtuvimos para una particula libre, que dice que si \/

es un vector de Killing entonces se conserva p*V; .

El espacio-tiempo de Minkowski esta dotado de 10 vectores de Killing independientes (simetria maximal), que representan 4

traslaciones (en espacio y en tiempo), 3 rotaciones Asiresultan 1 n ion la energia, momentos lineal

angulares, y la relacién P = ¢ 2E i de un sistema aislado (¢ es la velocidad del centro de inercia).

» Ecuaciones de Einstein

En Relatividad General las ecuaciones dinamicas para el campo gravitatorio-

inercial seran ecuaciones para las componentes del tensor métrico. Una vez

obtenido el tensor métrico la conexion quedara determinada, pues la conexion

de Levi-Civita depende de la métrica y sus primeras derivadas. Para que las

ecuaciones sean independientes de la carta, deberan tener caracter tensorial;

deberan consistir en un tensor igualado a cero o, lo que es lo mismo, un

tensor igualado a otro tensor.

El potencial gravitatorio newtoniano esta gobernado por la ecuacion

cte. de J-f;vi,faa'..:;n vawerss

p
3
V) - 41T G 9. & V29 _ amo .
1 A = 4 )
t dengidad . 4
de wagsa ! densidad de
ewtra o~ emeffiy & Fef2S0

rgo de 6“?0

lebil
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Ahora bien, la densidad de energia es parte del tensor energia-momento, y

las derivadas segundas de la métrica son parte de la curvatura. Como el

tensor energia-momento es simétrico, Einstein pensé que deberia igualarse

al tensor de Ricci, que también es simétrico. Luego se convenci6 de que el
sector geométrico de la ecuacion deberia poseer divergencia idénticamente

nula (esto es, independientemente de que la métrica cumpla o no las ecuaciones)
para imponer la conservacidn de la energia-cantidad de movimiento. Esta
condicion de "conservacion automatica” es analoga a la que se tiene en el

electromagnetismo: d*F - _‘.,,*3 impone la conservacién de la carga (d*7 - o).

Entonces Einstein concluye que es el tensor Gy = R*—) -4 A4 R , que
conocemos como tensor de Einstein y cumple que G* j31 =0, quien debe

entrar en las ecuaciones. Las ecuaciones de Einstein

G;) = L Ty

son ecuaciones diferenciales de segundo orden no lineales que determinan la
dinamica del tensor métrico. La constante de proporcionalidad k debe
ser tal que permita recuperar la ecuacion para el potencial newtoniano en el

limite de campo débil.

Tiempo después, y por razones que discutiremos luego, Einstein agregé
un término que no afectaba ni la simetria de la acuacién ni la anulacion de la

divergencia. La propia métrica tenia esas dos propiedades; entonces propuso

Rij=3 4R =N Juy = b T,

P
LJ:‘. natury (+ —-')
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Por el momento ignoraremos la constante /\ , que seria una nueva constante

universal a la que Einstein denominé constante cosmoldgica.

Tomando la traza de la ecuacidn de Einstein original tenemos que

Il_i_42=uT dende T2 TV,

= -R = LT ( jo (Ve r¢1u~'~‘h~’- reencvibie (i) ecurdoned wea—se
\ /

Q",b: b.(T-ha. __;’ ?LbT)

Notese que en todo evento donde haya vacio se anula el Ricci.

Consideremos un campo débil; luego existen cartas donde la métrica se desvia

poco de la de Minkowski: g, = duws (1,-3,-1,-3) +hy | Ihigl<<L.

Aproximando al orden mas bajo en la perturbacién h; j Do entrardn en el

Ricci los productos de simbolos de Christoffel, que son cuadraticos en

derivadas de la perturbacién. Entonces

En particular, en un campo estdtico es h j 0 = 9, yresulta
J

L A
siﬁnafura (+- --) N ﬂoo = 1+2§/6 ’_Newf:.q_
[}

L V2 W 2245.—_{

—_—

P

¢

Este resultado se debe igualara k ( T__ - + T) donde el propio T;; debe
z g

ser entendido como una perturbacion. Por lo tanto, T, ~ T°° _ ¢. Ademas

Oo -

la materia no relativista cumple que bccp = T =@ (sygraters +---) . Asi
il \

llegamos a

e

G p =~ _ L ~ k
i%f,‘Rm'-k(Too-zT) —ZY- :> k:gcq(’
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P> Conservacion automitica y libertad de gauge

La "conservacion automatica” de las ecuaciones de Maxwell y de Einstein no so6lo
impone la conservacion de las fuentes, sino que tiene un significado mas profundo.
En la conservacidn automatica tenemos identidades entre las ecuaciones dindmicas
de la teoria; por lo tanto, las ecuaciones dindmicas no son independientes. Aunque
existan tantas ecuaciones dindmicas como componentes del potencial
electromagnético en el caso de la teoria de Maxwell, o como componentes del tensor
métrico-en el caso-de la Relatividad General; las-ecuaciones no podran-determinar

la totalidad de las componentes.

Como sabemos, de las cuatro ecuaciones dinamicas de Maxwell para el
cuadri-potencial, s6lo dos de sus componentes quedaran determinadas mientras que
las-dos restantes corresponden a libertades de gauge del cuadripotencial. Sélo-dos
genuinos grados de libertad se expresan en las ecuaciones de Maxwell, que en el
caso de las ondas electromagnéticas corresponden a los dos estados de polarizacion

independientes.

De igual modo, las diez ecuaciones de Einstein no determinan las diez componentes
del tensor métrico. Si asi lo hicieran, no reflejarian la "libertad de gauge" de elegir
distintas cartas para una misma geometria. Las ecuaciones de Einstein son
ecuaciones para la geometria del espacio-tiempo que no suponen ninguna
" . L4 n *1 . .
fijacion de gauge" respecto de la carta a ser utilizada; son ecuaciones que relacionan
objetos geométricos (tensores) independientes de la carta. En el capitulo siguiente
estudiaremos la propagacion de ondas gravitatorias, y veremos cuantos genuinos

grados de libertad expresan estas ecuaciones.

Asi como el primer teorema de Noether estudia las leyes de conservacion derivadas de
las simetrias "globales” o "rigidas" (independientes de las variables de integracion) de
la accién, el segundo teorema de Noether se ocupa de las simetrias "locales” o

n " . . . 7 . .

de gauge" que conducen a relaciones entre las ecuaciones dindmicas o sus derivadas
y la consecuente disminuciéon de los grados de libertad (algunas variables dinamicas

son "puro gauge").
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[ Aproximacién de campo gravitatorio-inercial débil
Como fue dicho en el capitulo anterior, en regiones donde el campo gravitatorio-
inercial es débil existen cartas donde las componentes de la métrica se desvian

poco de las de la métrica minkowskiana en la carta cartesiana:

Vij=diag (£-= -0 Wy Phigt <<t

Notese que esta forma se preserva ante transformaciones de Lorentz de las

coordenadas, pues éstas dejan invariante el simbolo de Minkowski URE

En la aproximacion lineal en la perturbacion h; j el Ricci resulta igual a

{. ~ .
R'..(') =R “ej = —7'_ ')"‘(\nk'o.;e +"‘~2.ki - L‘kQ,LJ —\\;(),u)

(usamos el simbolo de Minkowski para subir y bajar indices de magnitudes que son de primer orden en la perturbacién).

P Libertad de gauge
Podria ocurrir que dos configuraciones "distintas” de métrica y campos
de materia y radiacion sean en realidad la misma configuraciéon en dos cartas
distintas (los mismos objetos geométricos descompuestos en bases
diferentes). Esto significa que las componentes de la métrica no pueden
ser en si mismas genuinos grados de libertad, pues estan sujetas a la
ambigliedad que resulta de la libre eleccion de la carta. Aunque las
ecuaciones de Einstein son tantas como componentes independientes
tiene la métrica (10 componentes para un tensor @ simétrico), no deberian
ser todas ellas independientes; si lo fueran determinarian las 10 componentes
del tensor métrico sin dejar lugar a la libre eleccién de la carta. Ese es
precisamente el significado de la “conservaciéon autématica” contenida en la

identidad G*;;; = 0 que expresa una relacion entre las ecuaciones de Einstein

(en el sentido del 2do. teorema de Noether).
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Una situacion similar se da en las ecuaciones dindmicas electromagnéticas.
La ecuacion d¥F - —\L,*'B es una ecuacion diferencial de segundo orden
para el potencial A . Pero esa ecuacién dindmica es invariante ante la
transformacion de gauge del potencial: si A — A + I; entonces F no cambia.
Por lo tanto las cuatro ecuaciones implicadas en dJxF - -\«.*'5 no deberian
determinar las cuatro componentes de A ; deben estar ligadas entre si.
Dicho de otro modo, en la variacidn de la accién electromagnética respecto
del potencial hay una variacidn que es inocua (la accién es invariante de
gauge) y no juega en el principio variacional; por lo tanto las ecuaciones
dinamicas que resultan no pueden ser independientes. En efecto no lo son,

porque tienen conservacién automatica: d (d % F ) z 0.

Asi podemos concluir que las componentes de la métrica deben poseer una
libertad de gauge que no afecta las ecuaciones de Einstein. En efecto en la

aproximacion lineal, el Ricci es invariante ante la transformacion de gauge

h;“b — \"‘b+?"'3+52:"~ |5<":)|<<1

La invariancia es facilmente verificable reemplazando en la forma
linealizada del Ricci.* La expresion no es mas que la linealizacidn de la
transformacion de gauge para el caso no lineal, que veremos al final del
curso cuando probaremos que la accidn de la gravedad es invariante ante

un cambio infinitesimal del tensor métrico de la forma
% . % + ,&3 9

En efecto es (.,153 ?L& - Skj‘é‘"'+ '2\‘0 fk,i * 9u 1'</3.Como Z—L

y sus derivadas deben ser infinitesimales se tiene que

(,&3 (rpk\);a i~ ?"b 34,0+ f?u,. 1"1;, R N 3—1’;,;

* También el Riemann linealizado es invariante ante esta transformacion.
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La transformacién de gauge se puede interpretar también en términos de la

transformacién de las componentes de la métrica ante un cambio infinitesimal

de coordenadas del tipo

xé — > b4yt

Entonces

> Gauge de Lorenz

Podemos explotar la libertad de gauge para fijar el gauge de manera tal que

el Ricci linealizado resulte lo mas sencillo posible. Como hay cuatro

generadores 5; podremos fijar cuatro condiciones. El gauge de Lorenz es una
L

eleccidn del gauge que permite eliminar tres de los cuatro términos que

constituyen el Ricci linealizado:

ke 12O, 1, L,)
" heg p)
4 “a

nk¢ h,

¢
1 0%

1
rA

favpe Je Lol'en‘}_
d

Dado que subimos y bajamos indices con el simbolo de Minkowski, podemos

escribir

{
»\ y, L =
v

b,y

V

4
z

donde b es la traza de la perturbacién: h = e Ko
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Entonces
<
Ri.j\ = R <L g
U

Vv o ho
Loh,y '
z v

Por lo tanto es 2'..'\ = = 1 O \n;\ Ricci (’.‘uneal&‘biio
0 Z 0

2a d poure de Lorent

donde [] es el d'Alembertiano en la métrica de Minkowski. De esta manera

el tensor de Einstein queda

L.
2 /vd A

Niy=

Noétese que |, - — I ((buen q;'. - 3" = 4 \ , entonces
VT 1 = 7

\n._ = \V\ - r)',‘\—\:\

b
y = hy =1
Con la definicion de b, el tensor de Einstein queda
0
Glé = G—\:\ tensor de E.lnéh."\ zlﬂe&eik.\c‘o

i ‘
2 (]

L o govie e Locems

—

y el gauge de Lorenz queda \,\‘(

, = O |, ylas ecuaciones de Einstein
\

L

linealizadas en el gauge de Lorenz son DT\;,;) __ WG TLJ
&
c
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> Campo estatico débil en el gauge de Lorenz

Para un fluido de materia no relativista en reposo es (se desprecia la presion)

Ti'd' = :li.av (?,o,o,o)’_"T;\
g ! /

r 4

Como el tensor de energia-momento debe verse como una perturbacion, sus

indices se bajan con el simbolo de Minkowski. Reemplazando en las

ecuaciones de Einstein

v P
ﬁjmxfw; (‘.---): __VZ l.,sfa'fl'ca) L )eu O;
= ) = e seluca~ Cowvrple
=2 \'\L'\ - tl"é\’ ( 4 ? 1 O 2@ ) J Javge -I-e; Lcre.u';: pec fue
(,7" @ M0 depende dc T
D gz by -2 0 b o2 diag (29,28 28 29)
v 0 [ .': I d ct cz' 62.' 62-/

S-'J:nlfvf.\ (i—--')

ds? = (1422 ) adt' _(1- 22 ) (dxtrdy o dat)
' ¢t/ X EA v

(4

€2 po e tities (é mo -lerane de t) debi( o ot ;;ge de Lortcn2

P> Propagacion de perturbaciones: ondas gravitatorias

Las ecuaciones de Einstein en vacio son 1?;; = 0. Entonces tenemos la

ecuacion de onda para la perturbacion, que se propaga a la velocidad c:

D )“"U} =0 [Aun‘i_v con A qaupe de Lerent)
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Proponemos como soluciéon una onda monocromatica plana

& = H., e donde k es un vector nulo para
(74
~ satisfacer la ecuacion de onda.

cte (tensor de polacizacidn)

Para cumplir el gauge de Lorenz Wy, ¢ - L h,3 tenemos que

Como sucede en electromagnetismo, el gauge de Lorenz no fija

completamente el gauge. Existen transformaciones de gauge que preservan

el gauge de Lorenz; en efecto, aplicando la transformacion de gauge

hy — \"‘”'o+f""0+jé"'“ , h‘)ll_ih,-}cambiaa

)

h,c se cAncrlan
3

Entonces en el gauge de Lorenz todavia podemos utilizar las transformaciones

tales que

L—_]z.é:o

Vamos a considerar una propagacion en la direccion x :

H . Ck(x-ct) L

h = ) e =(‘I"l""'a)

0 e
(3

)
v

) Y
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y aprovecharemos la libertad de gauge remanente eligiendo

—, ch(-¢t)

ol

S 2
C() = hd

que satisface que O, = o . Esto significa que el tensor de polarizacién H ;.
to d

estd sujeto a las cuatro condiciones que provienen del gauge de Lorenz, mas

cuatro libertades remanentes que se expresan a través de las constantes -

que pueden usarse para fijar otras cuatro condiciones sobre el tensor de

polarizacion. De esta forma, habra ocho condiciones sobre las diez

componentes del tensor de polarizacion. Asi s6lo dos componentes son

genuinos grados de libertad del campo gravitatorio-inercial asociado a la

onda.

Veremos que la libertad de gauge remanente se puede usar para eliminar

el sector temporal de la perturbaciéon h ;. . En efecto, la transformacién de

d

gauge para h; conduce a

H5e — H\Q + \'"’l i W)

(=
H, — H, + =,

pl;o—‘" H?a+ Ea

Una vez elegidas las [-); para anular las H.., volvemos a las cuatro

ecuaciones para el gauge de Lorenz, que ahora quedan

O=k? Hyy -+ k Ho=-k Hy =k Hy -4k H
[/ A J J 0 (/4
=0 ‘lH;.a'u.ssLué\'m.o)
): © ) o=+ Lk x) = H;O 2y tr223 Se onuvds
v ] = /
J=%) 0=k H,, = |H,w =©° =323
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En este gauge, el tensor de polarizacion tiene traza nula, y sus nicas

componentes no nulas estan en el sector espacial transversal a la direccidon

de propagacion:

=) oo [o:. o |
H.i - ( O',H“ H, = H. ‘O-:i"’“ "‘H,,{ o .2 LJ
: \ :Hx -H+ . \ ' O/

Este es el denominado gauge TT (transverse-traceless). Los términos de

amplitudes H, /H, representan dos estados de polarizacion independientes.

Entre ambos hay una rotacion de 45°

|
TN D

Vg s/ \o v/ \g &/ \+ ©f

> Movimiento de particulas libremente gravitantes

Veamos la consecuencia del paso de una onda gravitatoria sobre el

comportamiento de particulas de prueba libres. Puede resultar sorprendente

que la cuadrivelocidad U* = (¢, 0,0, 0) resuelve la ecuacion de las geodésicas

_é_u_“_g_r__ r“'k U‘)Ul‘zo
4T 0

Esto es asi porque en el gauge considerado resulta I'); = 0:

r't = 1 !"e lb‘nl + \‘Lg‘g"hOQ"g,):o
A

t ?

D 0 V)

Entonces, las particulas que estan inicialmente en reposo en las coordenadas

utilizadas en este gauge, permaneceran en reposo. Pero esto no quiere decir

que el paso de la onda no tenga consecuencias detectables. La onda altera

la geometria del espacio-tiempo, y por lo tanto altera las distancias entre las
particulas "en reposo”.
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Para ver el efecto sobre las distancias, consideremos dos particulas cuyas

respectivas lineas de universo son (ct,0,¢,0) y (ct,0,0,0). Las particulas

tienen una separacion infinitesimal € en la direccion ¥. El intervalo entre

eventos simultdneos (dt = 0 ) es una distancia, y resulta

ds = flagdnide| = € Y1a | = ef|-reh | = €(1-L1,,)
d"a | gaz' y 22! \ < /

Tomando, por ejemplo, la polarizacion +:

ds = ¢ (l-—L_ \“\,_,Sef\k(x-ct)\

2 t_. ]

2=09

Podriamos hacer lo mismo con una particula con una separacién € del

origen en la direccién 2 ; en ese caso el caculo se realiza con hj;=-\,,,:

ds = e( ) + L Y. sea L.[x-ch))
\ Z N ’
t.,..o

De modo que cuando aumenta la distancia al origen de la particula

desplazada en la direcciéon Y , disminuye la distancia al origen de la

particula desplazada en la direccion ¢ . Ambas distancias oscilan a

contrafase.

Si imaginamos un circulo de particulas de prueba centrado en el origen

del plano y-2 que es perpendicular a la direccion de propagacion de la

onda, tendremos el siguiente comportamiento de las distancias al origen

para cada una de las dos polarizaciones independientes:
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PolarlzaC|on +

o
S~—

/A

L

3

\

)

kebz0

ket=1
2

ket = 1T

keb =31
2

Polarizacion X

SRl
N

N

N

AN
>

)

AN
)

Los estados de polarizacion son simétricos ante rotaciones de 180°. En las

representaciones del grupo de rotaciones esta caracteristica corresponde a

la representacion de spin 2. Del mismo modo el campo electromagnético

posee simetria de 360°lo que corresponde a la representacion de spin 1,

mientras que los espinores de la representacion de spin 1/2 manifiestan

simetria ante rotacién de 720° (ante rotacion de 360 ° cambian de signo).



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

> Detectores interferométricos. Consideremos una onda gravitatoria, digamos
con polarizacioén +, propagandose en la
direccién 2 , y un rayo de luz propagandose

sobre el eje 4 .

4 En 3=L hay un espejo, que permanecera en

/ B:L como ya fue dicho, donde la luz se
/ / refleja para retornar al origen donde se ubica
ond> Aravitataria un emisor-detector que también mantiene

sus coordenadas espaciales fijas.

Sobre la linea de universo de un rayo de luz el intervalo es nulo:

o=ds? = 20‘, c"cltz4-?u a\az = JdE s (<) +h,,) 4y
= cdt =t/ —h, Jy

Ejercicio: Discuta si la linea de universo nula propuesta para el rayo de luz es una geodésica para la geometria

de la onda gravitatoria. Analice la necesidad de una componente  en el vector tangente a la geodésica nula. Muestre

que el desplazamiento en 2 del rayo de luz sélo afecta la relacién entre dt y dy ya obtenida al orden siguiente en

el desarrollo perturbativo.
Queremos mostrar que el paso de la onda gravitatoria produce una diferencia
entre la frecuencia de emisidn de la luz y la frecuencia de recepcién cuando la
luz regresa al origen. Notemos que para un reloj fijo el tiempo propio coincide

con el tiempo coordenado porque Foo = L . Integremos el viaje de ida y vuelta

ti-v
[ c &t = 2L
. /L —he(t x=o)

Un segundo pulso parte un tiempo T después que el anterior (periodo de

de un pulso de luz:

« o 7 . . 1 J4 .
emision) y regresa al origen un tiempo T' después del regreso del primero

(periodo de recepcion). Entonces para el segundo pulso la integral es
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Tl‘rt",v
( CAt _ 2L

JT /L —h(t, x=o)

Restando ambas integrales tendremos que so6lo sobreviven los intervalos de

integracién (0, T) y (t;.,,T") :

\
I \

0 -I_ t- c;_v t—I-I

-V

-_

(' ¢ Jt ~ c dt
)

(
0 /l_k"'(tlx:o) g I/l—"u.(t,x:o)

<-y

Si el periodo de la luz es mucho menor que el periodo de la onda gravitatoria

podremos aproximar:

T _ T/
I/l—k+(°,x=0) /1- ho(t.,,x=0)
Es decir 0" _ /l — h,(0, 0) o~ -2 [h (o 0) — "\+(2.L,O).|
¥ >z e <
/l_ L\"'(t;--,' O) ,)
ti.-v

Este resultado puede compararse con el que se obtiene para rayos que viajen

sobre el eje z. Como h33 = —hao es suficiente cambiar el signo de la

perturbacion en el resultado anterior. Asi tendremos que

DI —1_'7‘
Y 3

— —.b\+(0, o) + (2'_ o) para lone tudes recorridsn isvi'cs
D < g

Para la onda plana monocromdticaes W, (t.2) = N, sea kx-ct)
’
zn
k arw
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| \
D‘J_Ji - \-—\_\_ Sen LI'TCE
v A grav
Si la luz no viajara en direccién perpendicular a la direcciéon de propagacion

de la onda gravitatoria, el resultado se modifica un poco.

La diferencia de frecuencia se mide mediante detectores interferométricos

que se basan en la idea del interferémetro de Michelson (LIGO, VIRGO
KAGRA, GEO600). LIGO puede detectar una amplitud W\ ~ (o *> ("strain")
en la banda de 100 Hz a 1 kHz. Es una banda adecuada para ondas gravitatorias
que provengan de la coalescencia de agujeros negros de masa estelar o

estrellas de neutrones. Estas frecuencias de emision corresponden a longitudes

,, enunrango de cientos a algunos miles de kilometros. Esto

de onda K‘ar
requiere que los brazos del interferémetro tengan una longitud comparable.
Los observatorios de LIGO (Hanford y Livingston) tienen brazos de 4 km,

pero la longitud efectiva es de 1200 km.

La primera deteccion ocurrié en 2015 (GW150914). Se traté de la coalescencia de
dos agujeros negros de 29 y 36 masas solares hace 1,3 x 107afios, a la distancia de
410 Mpc; 3 masas solares se convirtieron en energia radiada. A su vez GW170817
fue la primera deteccidn de la coalescencia de dos estrellas de neutrones, lo que
permiti6 su confirmacion en ondas electromagnéticas (un GRB fue observado
1,7 s después). Actualmente se detecta alrededor de un evento por semana.

Estd programada la construcciéon de un observatorio en el espacio con brazos

de millones de kilometros (LISA), para poder observar en frecuencias mas

bajas (~10* Hz) y abarcar otro tipo de fendmenos como la coalescencia de

los mega-agujeros negros ubicados en los centros de las galaxias, sistemas

estelares binarios en nuestra galaxia, ondas gravitatorias primordiales, etc.

https://www.ligo.caltech.edu/

https://www.youtube.com/watch?v=aEPIWE]mZyE
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P> Solucion de Schwarzschild. Agujero negro

Las ecuaciones de Einstein son ecuaciones no lineales de segundo orden para
la métrica. No existe entonces la "solucién general de la ecuacién homogénea”.

Aquellas geometrias cuyo tensor de Ricci se anula son soluciones "de vacio”

(corresponden a T;; = 0). Para obtener soluciones es util proponer alguna
simetria particular que ayude a buscar la solucion; de otra forma deberiamos
tratar con diez ecuaciones y diez incdgnitas. Buscaremos entonces una solucién
de R;; = 0 que sea estdtica y esféricamente simétrica. Esto nos permite
anticipar algunos aspectos que la métrica deberia tener en una carta apropiada;

asi podemos proponer que el intervalo tenga la forma

ds? = fir) el & dtt _ ;Tf"‘ - r* (de* + sento dy?)
S

Las funciones f(r) y g(r) son incégnitas. No dependen de t porque buscamos
una solucion estdtica; no dependen de 6, ¢ porque deseamos una simetria
esférica. La parte angular de la métrica propuesta implica la existencia de
una carta tal que el elemento de arco sobre las esferas r=<te se escribe
en la forma habitual; esto significa que el drea de esas esferas es 4T r2.
Sin embargo la coordenada radial no es una distancia, pues la distancia
radial esta afectada por la funcion g(r); el area de la esfera no tiene la relacion
usual con su radio porque el espacio estd curvado. También hay un efecto de
curvatura en la dimension asociada a la coordenada temporal, como se

espera que suceda en presencia de gravedad.

En 1916 Karl Schwarzschild obtuvo la solucidn:

it (L2 el - ST (dot e semo dy)

&+
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La constante M es una constante de integraciéon. Por nuestro conocimiento
de la relacion entre 9, y el potencial newtoniano en el régimen de campo
débil, vemos que M juega el papel de la masa del objeto que genera el
campo gravitatorio. Puede tratarse de una masa distribuida en forma
esféricamente simétrica en alguna region del espacio; por ejemplo, una
estrella o planeta esférico, ignorando su rotacion (que daria a una simetria
axial en lugar de esférica). Como la solucidn obtenida es una solucién de
vacio, entonces correspondera a la geometria exterior al objeto que produce
el campo gravitatorio. Si M =0 obtenemos el espacio-tiempo de
Minkowski en coordenadas esféricas; por lo tanto, en las regiones donde
r>> GMc?la geometria de Schwarzschild es una perturbacién de la
geometria plana (notese que esta carta no es la que corresponde a la forma

del campo débil en el gauge de Lorenz).

> Teorema de Birkhoff (1923): la geometria de Schwarzschild es la tinica
solucion esféricamente simétrica de las ecuaciones de Einstein. Esto significa
que la solucion esféricamente simétrica es necesariamente estatica. Esto es,
si el objeto que genera el campo gravitatorio "latiera” sin perder su simetria
esférica, el latido no generaria una onda gravitatoria (no hay radiacion
monopolar en Relatividad General, como no la hay en electromagnetismo).
Si a las funciones incdgnitas f y g le hubiéramos dado una dependencia en la
coordenada t, entonces las ecuaciones de Einstein habrian impedido que g
dependiera de t, y habrian dicho que f es una funcién arbitraria de t (que se

absorberia redefiniendo la coordenada t).

El teorema es aplicable también al interior de una cascara hueca. En ese

caso no hay razdn para que la métrica sea singular en r=0 ; entonces la
constante de integracion M debe elegirse igual a cero, y tendremos la

geometria de Minkowski.
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Estudiaremos la solucién de Schwarzschild en todo el rango de la
coordenada r, como si el objeto que origina el campo gravitatorio fuese

puntual.
Vemos que las componentes del tensor métrico en esta carta tienen un

mal comportamiento en dos valores de r: en r=0, y en el llamado radio
de Schwarzschild

r

26M

c2.

donde se anula ..y 9. diverge. Ademads, en la regién r < 15 la coordenada

temporal no es t sino r, debido a los cambios de signo de .. y Yr-.

La singularidad en r=0 es genuinamente geométrica; en r=0 no sélo divergen
9oa ¥ Pre> sino también invariantes como el escalar de Kretschmann

. ¢ 2 -6 . .
Rexjx ptijk que vale 12 r} r~°. En cambio, el comportamiento de

900 y 9r- entorno ar=r, puede mejorarse mediante un cambio de carta.

P>  Estructura causal

Para conocer como es la estructura causal de la geometria de Schwarzschild
debemos conocer el cono de luz en cada evento. Comencemos averiguando
como se ven los conos de luz en el plano de las coordenadas ct, r. Las lineas

de universo radiales (de = o =d%) nulas satisfacen que

d?’=0 = (1_§> SO —J,—’- - O
r L- s
r

No es necesario verificar la ecuacidn de las geodésicas en este caso, porque

la simetria esférica indica que deben existir geodésicas radiales nulas.
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Entonces las geodésicas radiales nulas satisfacen que

c dt _+x _ 1

de 1 -5
=

‘Jt/ dr diverge cuando I — . La Figura muestra el comportamiento de

estas curvas, y los conos de luz futuros:

ct

|

v

v

rg

Notese que la eleccion del futuro es meramente convencional en la

regién r > I, , pues hay invariancia ante cambio de t por -t. En cambio,

en la regidon r < r; la coordenada temporal es r (debido al cambio de signo de

.. Y 9); la métrica no es invariante ante cambio de r por -r. En la region

r < r, las dos posibles elecciones de futuro conducen a dos estructuras

causales diferentes. Hemos elegido el futuro considerando particulas de prueba

que caen hacia la singularidad r=0. El aspecto mas notable de esta estructura

causal es que la linea de universo de cualquier particula, libre o no, o rayo de

luz en la region r <. inevitablemente finaliza en la singularidad r=0.

D> Horizonte de eventos: la superficie r = vy se denomina horizonte de eventos

pues oculta los eventos que estan en su interior. Los eventos que estan en el
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interior no pueden ser causa de eventos externos pues nada, ni siquiera la luz,
puede escapar de la regidn interior. La superficie del horizonte de eventos es
negra a los ojos de un observador exterior. Esto motiva la denominacion de

"agujero negro" para las soluciones que poseen horizonte de eventos.

Recordemos que estamos trabajando con la solucidn de vacio. De modo que
para que el horizonte de eventos quede expuesto, el objeto que es la fuente
del campo gravitatorio deberia compactarse "detrds” de su horizonte. El valor

de r, para un objeto de masa igual a la masa solar es de 2,95 km.

La Figura también muestra que un objeto que cae hacia el agujero negro
desde la regidn exterior alcanza el horizonte de eventos cuando t tiende a
infinito. Pero no debemos pensar que esto indica que el horizonte no puede
atravesarse. Recordemos que t no es mas que una coordenada de una carta
que es "defectuosa” en la vecindad del horizonte. Luego demostraremos que
la particula libremente gravitante no so6lo alcanza el horizonte en un tiempo
propio finito, sino que también alcanza la singularidad en un tiempo propio
finito.

En el interior del horizonte toda particula se encamina irreversiblemente
hacia la singularidad; ninguna fuerza puede desviarla de ese destino, porque
la estructura de conos de luz lo impide. Aunque el tensor de Ricci es cero,
las fuerzas de marea, que son proporcionales al Riemann, divergen hacia

la singularidad.

D> Corrimiento al rojo gravitatorio

Supongamos que una fuente emite con frecuencia l){, desde una linea de
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universo 3,9.Y constantes. La frecuencia medida en un receptor fijo en
otra posicion ;. ,©.Y es (ver Cap. 3)
— -1/,
— & 12
ﬂobj — / 80: (Cy) — e
ﬂf (Z)oo(robS) I - 'r_i
— 0‘5 e

La frecuencia observada se corre al rojo hasta tender a cero cuando la

posicion de la fuente tiende al horizonte de eventos (1; — r3)

> Representacion pictdrica

La geometria espacial de la region exterior admite una representacion

pictorica en términos de la geometria de una superficie embebida en un

espacio euclidiano. Para ello tomemos una hipersuperficie t=constante de

la solucién de Schwarzschild, cuyo elemento de longitud es

Jd¢?

de? L+ rt (de? + sea* © '=L‘,P2)
L —

s

Todavia hay aqui 3 dimensiones; no podemos embeber esta geometria

como una superficie de un espacio euclidiano de 3 dimensiones, como es

nuestro objetivo. Para ello restringiremos la coordenada © a su valor
"ecuatorial" © = ™/z. Ahora tenemos

le = dr?
[

+’..Z. e\\fz

12

Queremos ver qué forma deberia tener una superficie embebida en un

espacio euclidiano de 3 dimensiones para que su elemento de longitud

(inducido por la métrica euclidiana) tenga la forma de arriba.
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Vamos a mostrar que la superficie debe ser el paraboloide de revolucion

generado por la pardbola

2
r=r.+ 2

s
4 r

del espacio euclidiano (r,¢.t son coordenadas cilindricas). En efecto, resulta
J

dee = = d2

er

Entonces, en la distancia euclidiana medida sobre la parabola se tiene que

dez 4 42t = {1+ ‘H‘;z\érl - fl - —
\. 3?-/

que es la parte radial de 2% .

Ly

&
S
»

P> Movimiento de particula libremente gravitante

En lugar de resolver la ecuacion de las geodésicas, nos valdremos de las

primeras integrales de movimiento que de ella emanan:

i)l mponen la métrica n nden de t: nser

ii) las componentes de la métrica no dependen de {: se conserva b,
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signa‘l-wa (+---)

(

= C‘L(&—Q)m

-

| .
+

YW\

t
donde Pt=0. P - ¢ = E
ott 0

4
LL

1

[

o
Llo_
et

P‘P = ‘3\qu": A M Ci?; _rlselo mdy = —L
e v dz ac

Ademas podemos apelar a la simetria esférica para afirmar que el

movimiento se realiza sobre un "plano” de simetria, definido por las

condiciones iniciales, que puede tomarse como la superficie ecuatorial si

elegimos las coordenadas para que © sea igual a 1/, sobre la misma.

De esa forma también tendremos que p° = m do/4z = O.

{ S'lsl\)'l‘uf) ("' - -- ,
12

— —
Por otroladoes PP rCo ) entonces

2
l(w\I_"\z+ - _ GmM _ Gul — Ez—m1'°4-_; c
2 Y 2m r om r3c? 2 mc®
/‘ 4
L, . /
LTCuwps prafLs

tervao relativist

Esta seria la ecuacion de conservacion de la energia newtoniana si no fuera

por la presencia de un término relativista, y del tiempo propio en lugar del

tiempo absoluto newtoniano.
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> Movimiento radial: si el movimiento es radial entonces es L=0,

de _ +\[,5 ,26m ez
3T V r e

L=0 elimina el término relativista. El unico vestigio de relatividad es el tiempo

propio. Esto significa que el tiempo propio que demanda el recorrido entre

un r inicial y un r final es igual al tiempo absoluto newtoniano para esa

distancia. Como el tiempo newtoniano para llegar a r=0 es finito para

cualquier r inicial finito compatible con el valor dado de "energia mecanica

newtoniana" €, concluimos que la particula alcanza tanto el horizonte de

eventos como la singularidad en un tiempo propio finito,

£
AC:_ /S Jr / r|>rl
N dzé +26M

En particular, para condiciones iniciales tales que ¢ = 0, el tiempo propio

para alcanzar la singularidad es

o

AT - ‘.__iL__ - [fo\\%
7/

[

e 2

, M \‘TGM/

P> Movimiento orbital: en la ecuacién de conservacién de la energia vemos un

potencial efectivo por unidad de masa para el movimiento radial,

L? G ™ GML?

V 2fectivo

2rt r r3c?
A__ teccmino relativiets

donde L = | /m, es el momento angular por unidad de masa.
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La Figura muestra el potencial efectivo por unidad de masa para diferentes

valores del momento angular por unidad de masa:

V efectivo L, newtoniano

0.025

5 10 15 20 25 30

-0.025

-0.05 |

-0.075 |

-0.125

Para r >7r, el potencial es esencialmente newtoniano. Pero a medida que r

se acerca a Iy empieza a prevalecer el término relativista. Eso produce que

el potencial efectivo no sdlo tenga el esperable minimo (6rbita circular estable),

sino que también posea un maximo (Orbita circular inestable), ambos para

valores suficientemente grandes de L .

Calculando la derivada del potencial se encuentra que el potencial posee

extremos si L* c* > 12 G'M*. Los extremos del potencial corresponden a los

siguientes valores de la coordenada radial:

v
Vinay

El signo positivo corresponde al radio de la orbita circular estable. El valor

newtoniano se obtiene en el limite ¢ — o

r _ 1

orbud ¢t reulyr
. M
New Tonidnyd
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Mientras que la 6rbita circular newtoniana existe para cualquier valor de L

distinto de cero, en Relatividad las Orbitas circulares, estable e inestable,

existen en tanto que L* ¢* > 12 G*M* . La orbita circular de menor radio

ocurre para el valor critico L* ¢ = 126t M? y vale

orbf) cieatlyr = — = = 3 rs

AL N\ kan 0 2 (7"‘\ 5

P> Ecuacion para la trayectoria r = r ()

En la ecuacidn de conservacion de la energia, que es una ecuacion para

r=r (), podemos reemplazar 4Z en términos ded Y usando la conservacién

del momento angular:

R

rlsedeo d¥ _ | = a0 = ¥ ‘llf

“—~— dT [
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> Ecuacion para la trayectoria de la particula libremente gravitante

Habiamos llegado a la ecuacion para la érbita r( @) de la particula

libremente gravitante:

[* (de\*, L2 6™ Guwi®_ g

Z_r‘i \df/ ' Zrl r r3°2

Para resolver la ecuacion es conveniente el cambio de variable

w= rt o de_ _y? du
47 dy
Entonces obtenemos
1 (dult |, W& GM [ . GM 2 - =
- A —2 2 -2
2ldy/ 2 T - °
V
\v/qc‘(u.)

Vamos a desarrollar este potencial efectivo alrededor de su minimo, que

corresponde al valor de la coordenada w para la orbita circular relativista:

-1

U.E - L = Z. U. l P YR

r -2 2

N A L* <
/ \

“Einstein” “Newten'

Aa"&c U-N - _I — GM
rN v

La idea es hacer una aproximaciéon de pequeias oscilaciones:

\/Ur“(u) ~ Vd“(u. ) +L V"“l/(u,é) (u-u.)*
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El valor de Ve‘“ (Ue) correspondera al valor del cuadrado de la frecuencia

angular () para la oscilacion del radio a medida que avanza el déngulo (©
en una oOrbita cuasi-circular ("pequenas oscilaciones")

I
v iiuy o L oM w = L-3nu
4 62
Si GM<<Lc entonces podemos aproximar g por U . Entonces
I —
w*= vy~ 1 -3 5 F - C°
1 r N GV\
W~ {30
2

La oscilacién armoénica de w alrededor de W¢ queda

Wip) ~ Ug+ A cos WP = uy +A cos|[(I-

15) 9]

=t
N

donde A depende de la "energia” €/;. . Para que la coordenada radial

realice una oscilacion completa, el avance del dngulo @ debe ser tal que

(A_)Asﬂ:TfT,

Como w<{ entonces AY > 2. La orbita no se cierra, pues cuando

el radio completa su oscilacion y regresa a su valor minimo (perihelio)

el angulo barrido supero el valor de 21
AY = 1T ~ 21C (L+32 15
' w ' 2 v,/
N
El avance del perihelio es S 70 31 rs
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El radio de la orbita de Mercurio es de unos 58 millones de kilometros,

mientras que el radio de Schwarzschild es de unos 3 km. Entonces

Slf“efé-.-ri.e ~ 5 X‘O-; rad Anea

lo que lleva a una acumulacion de 43 segundos de arco por siglo.

P Deflexion de la luz en la geometria de Schwarzschild

Las geodésicas nulas también tienen dos constantes de movimiento E y L.

Para hallar la trayectoria del rayo podemos usar la ecuacion para la particula,

restaurando la masa y reemplazandola por cero. Entonces la ecuacion

L(A—“'YZ + USR] LRVRR <) T J ez El-mc
z \dy) z T = - =
se reduce a
(CI_\ - u'a = bz bEi:L:L
\ d / 0 L pdc 4
S A
Far)wel’,ro -
de 'wt'r)cbo
El "potencial" u* - r, W’ z-:ﬁ'—z. .

tiene la forma: - / '- \
N\
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Como se puede ver, si la constante de movimiento L~ coincide con 4 [@x §)
(es decir, si el pardmetro de impacto es d = 3(3 rg/2) entonces el rayo de luz
va asintdticamente a una Orbita circular de radio % rs. Esta circunstancia es
inestable porque si el pardmetro de impacto aumenta un poco entonces el rayo
de luz se aleja indefinidamente luego de acercarse al centro del campo,
mientras que si el parametro de impacto se reduce un poco entonces el rayo

de luz termina en la singularidad.

UED %r}
/.
7]
3 3 : T " .
V35rs y ;s definenla "sombra” del agujero negro y su esfera de fotones.

Estudiaremos la deflexion de la luz en un campo gravitatorio. Utilizaremos
parametros de impacto mayores que el valor critico, de modo que el rayo de
luz viene del infinito y va hacia el infinito. El maximo acercamiento ocurre
cuando se anula d u,/d‘-f , esto es para

W, - * u.i = LJ-L

max S ax

La solucidn no relativista ( r; = o ) de la ecuacion para la trayectoria del rayo es
Uee = b cos(@+,)

Escogiendo «,=0, estaremos midiendo (§ desde el punto de la érbita donde w
es maximo (es decir, r es minimo). La solucidn no relativista es nada mas que

una linea recta (no hay deflexién de la luz):

N2 KR CoSLfr-l’_-‘
=
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Para la solucién relativista propondremos una correccidn a la solucién no

relativista y desarrollaremos al orden mas bajo en r; ; la aproximacion sera

vilida si b r; ¢ « | (siel pardmetro de impacto es mucho mayor que 13). Sea

wiy) = b CoSLf = \," £(v)

sLtonces (du\t _ (—bseny b1 g\
\dy) i Y,
v biser @ - 21y seng f(y)
Reemplazando en la ecuacion { du \ _r. u® - b* elordenr; es
\dy/ -
3 / 3 3 3
-2 b r sea f(\-\—zb scos® fly) —rob cos@ ~ O

—
\__—————-\/-'\_/ V‘/

S——

p
P
k Y viene de WY viene de U

(eligiendo la constante de integracién

. A
La solucidn es )y = Lt -1 cos' o para maximizar U en © = 0 )
7

=
-

Uig) = b cosy + b o _Ll_;s cos® @

Vemos que (-o corresponde a u,,,, pues se anuladu/dy; entonces

T
u«max =~ L+brs
2

que, al orden s, satisface la relacion u* . _ . u®> = L' parala

o
wWitan

anulacion de du/dy en la ecuacidn exacta.
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_—

\
/

_T_(+£)
2

T~

0

/

Cuando u -0 (r —~ = ) el dngulo y tiendea * "_f + e) . Si reemplazamos

en la solucidn:

2
0O =~ b cCos(E+eV+ 1P — B cos® (T 4¢)
\—""V_'p 4 N 2 \"-—\\’-l\—-/l
= ~ gt

La deflexion del rayo es

5:28’_" Zf:sb: 20

d

En el caso de un rayo de luz que roza el disco solar podemos aproximar el

parametro de impacto por el radio solar (696.000 km). Como el radio de

Schwarzschild es de 3 km, resulta una desviacioén de 1,75 segundos de arco.

La deflexion de la luz debido al campo gravitatorio del Sol fue observada por

primera vez en 1919, aprovechando un eclipse total de Sol (Eddington).

La deflexidn gravitatoria de la luz es la base del fendmeno de "lente

gravitatoria" que veremos mas adelante.

b m
“*5“\ - — _
- —> > T >——=__
g‘o)('\\\ ‘(Le{{)
L\)A) e @
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P Coordenadas de Kruskal-Szekeres
~ La carta utilizada hasta aqui es comoda para trabajar en la region de

campo débil, pero no posee un buen comportamiento en la regiéon vecina

al horizonte de eventos. En particular los roles de coordenada espacial y

temporal se intercambian al atravesar el horizonte. En 1960 Kruskal y

Szekeres propusieron una carta libre de esos problemas. El cambio de

coordenadas concierne a las coordenadas t, r exclusivamente, sin afectar

las coordenadas angulares. La idea es que las nuevas coordenadas u, v

permitan escribir el sector t-r de la geometria en una forma conformemente

plana. El cambio de coordenadas es

1/2
St r>r, w= K|r 1| exp| =] cosh [<E ]
i/2
v=- 5 L_1| [" ] [ﬂ-l
il ex&o,zr; senh T,
5. _ r r A2 P c
¢ rety w= 5|E_1] exp|s= | seah | —
2 1 T1g I =<5 1-454
4/ - —~ -
v K|l 1|77 ex I_LJ cshl_ﬂJ
—Z s P Zr.s ° Ce

La transformacién de coordenadas es singular en el radio de Schwarzschild,

donde u, v valen cero para todo t finito. Claramente, el cambio de coordenadas

debe ser singular en r; si se desea curar la singularidad de la carta (t, r).

Para entender las nuevas coordenadas, veremos coOmo se ven las lineas

coordenadas t=constante y r=constante en el plano (v,u).
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Elevando al cuadrado las ecuaciones anteriores y restando los resultados:

Bl 1) exp[ o] = wr-u?
4 \ /

- r
r Pl |
2 L5

Las lineas r=constante son hipérbolas en el plano (v,u). El horizonte de eventos

corresponde a las asintotas de las hipérbolas; en r-r. es u-+uv.

=4

Por otro lado, haciendo el cociente entre las ecuaciones del cambio de

coordenadas, S _
= v or>,
tank [ ££7] - ) = ;
2 T
. ( Y s, r<r,
V- - -

Las lineas t=constante son rectas que pasan por el origen en el plano (v,u).

Como el horizonte estd en -+, entonces t =+ oo sobre el horizonte.

Ademas, la transformacidon muestra que u +v > 0. El intervalo resulta

En el plano (v,u) las lineas de

universo nulas, que corresponden

a los rayos de luz radiales, son

lineas a 45° La coordenada v es

siempre temporal. Los conos de

v luz conducen a la singularidad

r=0. Nada puede escapar de la

region interior al horizonte

(region II).
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En este grafico llama la atencién el hecho que la region u+v<0 no integre el
conjunto de eventos. Esto se debe a que todos los eventos abarcados por la
carta (t,r) estan contenidos en las regiones exterior (I) e interior (II). Sin
embargo, desde el punto de vista de las ecuaciones de Einstein el intervalo
escrito en coordenadas (v,u) es solucidn de las ecuaciones para cualquier
valor de las coordenadas tal que r(u,v) > 0. La carta (v,u) hace visible que la
geometria de Schwarzschild puede ser extendida a regiones que llamaremos

III (externa) y IV (interna) para verse como en la Figura:

La extension muestra dos
regiones internas (Il y IV). En

la regién II los conos futuros

conducen a la singularidad;

en cambio, en la regién IV los
u

conos conducen a cruzar el
horizonte y emerger en una
region externa (I o III). En la

region IV la singularidad esta en

el pasado de todos los eventos.

Asi se resuelve el problema de la aparente eleccién caprichosa del futuro en la
region interior; las dos posibles elecciones tienen una realizacién. Esta

extension posee un agujero negro y un agujero blanco.

Miaxima extension analitica: la carta de

€20 Kruskal-Szekeres cubre la maxima

(escapando)
extensidn analitica de la geometria de
Schwarzschild, en el sentido que permite
¢20  que toda geodésica temporal pueda extenderse
(cayendo)

en ambos sentidos (hacia el pasado o el futuro)

hasta alcanzar el infinito o una singularidad).
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P> Otras cartas para la geometria de Schwarzschild

@ Coordenadas isotropicas:

® Forma de Kerr-Schild:

. -
ds? = g1 - det — P (deP+sen’ody’) _ s (¢ JT- Ar) ) c dT= cdt — dc_
| | I —————

7

Minkowslki L-formd nufa

Las estrellas pasan su vida " mando com ible" mediante reacciones d

fusion nuclear, donde nucleos livianos se fusionan para dar nicleos mas

pesados liberando energia por defecto de masa. Esta energia genera una

presidn en el interior de la estrella que evita el colapso gravitatorio hacia el

centro de la misma (del mismo modo que la presion hidrostatica de un gas

evita que el gas se precipite gravitatoriamente al fondo del recipiente que

lo contiene). Asi se pasa por distintas etapas. Las estrellas mas jévenes queman

hidrégeno para convertirlo en helio y otros elementos livianos. Cuando el

hidrogeno se acaba, la estrella se achica, la temperatura aumenta, y se

encienden nuevas reacciones nucleares donde el helio se convierte en carbono

(Z=6) y oxigeno (Z=8). Las energias liberadas por estas reacciones expanden

la estrella para convertirla en una "gigante roja". Agotado el helio, todavia se

libera energia mediante fusiones que llevan al silicio (Z=14) y al hierro (Z=26).

Esta cadena finaliza en el * Fe debido a su muy alta estabilidad. A partir de alli
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la estrella comienza a colapsar gravitatoriamente. Como la materia de

la estrella esta altamente ionizada, el colapso puede ser detenido por la
presion del gas degenerado de electrones; esto es lo que sucede si la masa

de la estrella no supera 1,4 de la masa solar (limite de Chandrasekhar), y

el resultado es una estrella "enana blanca" (una estrella de tamano parecido
al de un planeta). Las estrellas mas masivas contintian el colapso; los
electrones se combinan con protones para formar neutrones. Si la masa de

la estrella no supera unas 2 masas solares, las interacciones cuanticas entre
neutrones pueden detener el colapso; se forma una estrella de neutrones, con
un radio de decenas de kilometros y una densidad comparable a la de un
nucleo atéomico. Si la masa supera unas 3 masas solares la estrella continta el
colapso para formar un agujero negro (se compactara detras de su horizonte).
Las estrellas muy masivas pueden explotar como supernovas, creando
elementos pesados, y dejando residuos como un agujero negro o una estrella

de neutrones rapidamente rotante (pulsar), y una nebulosa de materia dispersa.

Cygnus X-1 es una binaria que contiene un agujero negro que "acreta” materia
de su compaifera. Al caer hacia el agujero negro, la materia del disco de
acrecion se calienta emitiendo rayos X. Fue descubierta en 1964 como fuente
de rayos X, hasta que se determind que es una binaria con un agujero negro de
14 masas solares, siendo el primer agujero negro descubierto. Muchas otras
binarias de este tipo han sido observadas. Fusiones de agujeros negros de
decenas de masas solares son detectadas por su emisiéon de ondas gravitatorias.
Existen agujeros negros de millones a miles de millones de masas solares en
los centros de galaxias; muchos de ellos acretan masa vecina y emiten
poderosos jets de particulas cargadas y radiacion electromagnética. El agujero
negro de nuestro centro galdctico se detecta por el movimiento orbital de
estrellas proximas (1). En 2019 se confecciond la primera imagen de la sombra de

un agujero negro (nucleo de galaxia M87, con la red de radiotelescopios EHT) (2).

1) https://www.eso.org/public/videos/eso1835c/
2) https://www.jpl.nasa.gov/edu/news/2019/4/19/how-scientists-captured-the-first-image-of-a-black-hole/
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P Fuerza sobre una particula estatica

Sea una particula que se mantiene en una linea de universo de coordenadas

r>rn, ©, Y constantes. Su cuadrivelocidad es O - dz* _ (.4t _ o)
4T w7
Y 3
Como C AZ =4ds = 2002 cclt = U :(c 8;:/7-(‘.—)', 0,0, D)

Esta claro que esta linea de universo tiene cuadriaceleracidon no nula (no

es una geodésica): se precisa de una fuerza externa para mantener la

particula en coordenadas fijas). La cuadriaceleracion DU/pg es

DO\* _ 4U' p* giot _ Y o2 !
(Do) M AL MRS

\pz) 4z

=0 (r“r_fe.)

donde I"‘o"o = 4 ‘5“ (2 Yo, 0 —?ooll) = (o, -

es temporal), o, v fijas mediante una fuerza K que equilibra el efecto de

la gravedad:

E:N‘"DD: GM 9
DT r r1s

La apariencia newtoniana del resultado es engafosa. El médulo

de K involucraa |9..|"; de modo que | K | diverge para r—ry,yes

newtoniano para r—o .

Como M es una constante de integracion en las ecuaciones de Einstein, cabe preguntarse si no

es posible tomar una constante de integracion M< 0 para obtener una repulsion gravitatoria.

Notese que si M< 0 entonces no hay horizonte de eventos; la singularidad r=0 estaria "desnuda".
En 1969 Penrose conjeturd que el colapso gravitatorio nunca conduce a singularidades desnudas

” . 4 . n
("conjetura del censor césmico").



18 Principio cosmolégico. Universos
de Friedmann-Robertson-Walker.
Corrimiento al rojo cosmoldgico
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P> Unidad de distancia: el parsec

‘ A Sf.svnc\a & arco
| ¢
l\\
| pargec ™
L UA - radie de 4y Sebiula beeregtre
(~ 150 melonw de \c'veém-o-\-rog
: S0l Tiecey

El parsec es la distancia desde la cual el radio de la 6rbita terrestre subtiende
un angulo de 1 segundo de arco.

lpc = 3,2C aneg ux = 3'03 x ‘ol m

Escalas caracteristicas:
Galaxias ~ 1-50 kpc
Cumulos de galaxias ~ 2-10 Mpc

Supercumulos ~ 100 Mpc

2MASS Redshift Survey

Survey regions extend

S AT
outward for billions of light-  §gg MPE. /- 5
\&*‘/ ‘ ¥ X

years

300"'\?(.

Vecindario cosmico

Simulacién numérica de la distribucion actual de materia: https://wwwmpa.mpa-garching.mpg.de/galform/press/
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D> Principio cosmologico
A gran escala (mayor que 150 Mpc) el universo es isétropo y homogéneo. En
esa primera aproximacion, la energia-materia en él contenida es descripta

mediante un fluido con tales caracteristicas.

Notese que son concebibles cosmologias homogéneas y anisdtropas. Pero si

el universo es is6tropo en todos sus puntos, necesariamente es homogéneo.

La hipdtesis del Principio cosmoldgico es bastante fuerte porque involucra
todo el universo, aun aquellas regiones de las que nada sabemos, ya sea

por limitacion tecnoldgica o porque estan tan alejadas que todavia no

hemos recibido luz proveniente de las mismas (esto sucederia si el universo
tuviese una edad finita, o si el universo hubiese sido opaco a la propagacién de

la luz hasta cierta edad).

Las propiedades de homogeneidad e isotropia necesitan un enunciado mas
preciso en el marco de la Relatividad. Si pensamos que el universo puede
evolucionar (su geometria puede cambiar), y que la densidad de materia
acompaiara esa evolucion, entonces la homogeneidad (traducida como la
uniformidad de la densidad y presion del fluido de materia-energia) deberia
verificarse en cada instante de la evolucion. Pero la nocion de simultaneidad
no es absoluta en Relatividad. Por lo tanto la idea del Principio cosmoldgico
se realiza diciendo que el espacio-tiempo admite una foliacion de
hipersuperficies espaciales tales que cada hoja de la foliacién es homogénea.
Es decir, cada hoja es un conjunto de eventos "simultdneos” que realizan la

homogeneidad.



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

M‘-f‘ FSv per(,\'.d-e.b
X "___—[—\/ “Péc\&%

<<

En cuanto a la isotropia, diremos que las lineas de universo del fluido de
materia-energia no seleccionan direcciones privilegiadas sobre las
hipersuperficies de homogeneidad; por lo tanto deben ser normales a las
mismas. Si las lineas de universo de los elementos del fluido no fuesen
normales, entonces sus cuadrivelocidades seleccionarian una direccion
privilegiada en cada punto de la hipersuperficie: la direccion la proyeccion

de la cuadrivelocidad sobre la hipersuperficie.

P> Carta comdvil

p—— l\'ncu Je uailverso M {,(,“Ao (.ocrez.sa,enée,n

S Coordensdn &b, X% x3 consTunted

ol L e» constante sobee uny
L Wrcfﬁuvcfx‘i’cu da Vﬁu’“‘yenefués-{

En la carta comovil cada linea de universo del fluido esta etiquetada por tres
coordenadas (espaciales) %! =»* x3.La coordenada temporal x°-ct es el
tiempo propio a lo largo de cada linea (es decir, el tiempo de los relojes que
se mueven con el fluido). Si los relojes son sincronizados sobre una
hipersuperficie, entonces permaneceran sincronizados; si asi no fuera se
violaria la homogeneidad. Por lo tanto cada hipersuperficie esta identificada

con un valor de x°.
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En la carta comovil el intervalo tiene la forma

ds? _ c*dt?* — dley 447

donde J€* es un elemento de arco sobre las hipersuperficies de homogeneidad

(por lo tanto 4¢*es is6tropo y homogéneo). Esto es asi porque el "tiempo

cosmologico” t es el tiempo propio de las lineas de coordenadas espaciales

constantes (g,, = ), y porque estas lineas son ortogonales a las hipersuperficies

t=cte (9.~ 0). Elfactor de escala o {t) implica la posibilidad de que las

distancias evolucionen en el tiempo sin afectar la homogeneidad e isotropia.

La distancia en un espacio tridimensional isétropo y homogéneo puede

escribirse como

das
/W

dg? - QZA(r’ drt + r‘"(cle‘+sen=e 450")

Para determinar la funcién A(r) calcularemos la curvatura del espacio

3-dimensional y exigiremos que sea uniforme para realizar la homogeneidad:

‘3)R:i A l‘r[l_e"ZXlr))]El‘

rr de ©

= ezlz J
l-kec A
A r

Como no hay razdn para que la métrica tenga un mal comportamiento en

r=0 (r=0 es un punto cualquiera), entonces la constante de integracion A se

elige igual a cero. Sillamamos K = k/(,, el intervalo de los modelos

cosmoldgicos isétropos y homogéneos escrito en una carta comévil es

. 1 \
ds? = 2 dtt - alp)’ ( art r‘ala‘)
L-Kr2
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Los valores del factor de escala a (t) y la curvatura espacial 6K quedaran

determinados a través de las ecuaciones de Einstein por las caracteristicas

del fluido que llene el universo. Este tipo de geometrias fue estudiado por

Friedmann en 1922; en 1935-1936 Robertson y Walker establecieron que es la

forma mas general de describir un universo is6tropo y homogéneo.

Decimos que el intervalo anterior describe las geometrias de

Friedmann-Robertson-Walker (FRW).

En la carta comovil las componentes de la cuadrivelocidad de los elementos

de fluido son U’ = da'/dr = da'/dt = (c,0,0,0). Es facil verificar que O satisface la

ecuacion de las geodésicas Z U=o:

le . %
Jdu + I":‘. U U’ = o = \""’"c VL= o
o e — o
O
C I~ =3 Sul(go”. . =5 %)
Qo L ') 10,9 -Da,
A ? \

P> Espacio plano, cerrado o abierto

Estda claro que no necesitamos considerar mas que los casos K=0, 1, -1.

Cualquier otro factor no nulo puede absorberse en un cambio de

coordenadas y factor de escala:

Klrr - r* (Kl — a?

D> K=0 corresponde a una geometria espacial plana. El elemento de arco J%"es

la geometria euclidiana escrita en coordenadas esféricas:

d% = det 4t [cle‘+5e«’e=lfz) — Ax"-\-&f +d
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P> K=1 corresponde a la geometria esférica 3-dimensional; decimos que el

espacio es cerrado. En efecto podemos hacer el cambio de coordenadas

cl\’z' = sz

S

Notese que si usamos K adimensional, entonces r es adimensional y el factor de escala a(t) tiene unidades de longitud.

Entonces I = sen )X,y el elemento de arco 42° resulta

d¢* - A)Ll 1+ sen Y (\Ae" + seat © citf"l)

Esta es la geometria de una 3-esfera de radio 1 sumergida en un espacio

euclidiano 4-dimensional:

3-cesders z"+;)t+z"+ur’-=1

Parauscetriracan de Uy 3-estecs (S’):

(\".‘3'%) = Sen) [ deao oS, sea@ Seny LS5 © )

W = <cosy (se cusple £, ecod o e 55)

A3

D'\S‘\'énc.'\,a inéuc\.i; Ssbre 53 v

’

det + 34t dt v dr =AY+ Sed X (dF + sent© dy?) |/

Si extendemos el rango de Y al intervalo [0,7], entonces el volumen de S*es

/2 2 et
rﬂ: —"m ~——— FZI‘—\
3-volumen = Swﬁx JY Sse..a Je /‘Jlf = 2m*
o Y =4

En la geometria FRW este volumen espacial queda multiplicado por o.(t)®.

Una 3-esfera es isotropa en cualquier punto (y, por lo tanto, es homogénea).

Su simetria responde al grupo de rotaciones, que son transformaciones que
3 . . . o . ’
mueven puntos sobre$” en todas direcciones sin afectar la métrica (isometrias).

Noétese que el rango [0,T] para la coordenada X implica que la coordenada ¥ recorre dos veces el intervalo [0,1].
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P> K =-1corresponde a la geometria hiperbdlica 3-dimensional; decimos que el

espacio es abierto. En efecto podemos hacer el cambio de coordenadas

cl\’z' = sz

L 7%

Entonces I = senh X, y el elemento de arco 42° resulta

d¢ - Aty senh™ L ( de” + sealt o Akf")

Esta es la geometria de una 3-hiperboloide sumergido en un espacio

de Minkowski 4-dimensional: v

3 -h'\?ar\aoqo'de wt-2*- ;)2’ - 2?' =1 \S?/

~N
/.La

x

Pél‘ duselry 'L-A(;ab/ﬂ AGQ 3 - h'\?er\ooao'\.&e .

[\x,?,t) =3 sga\-\\'L l\beae (DSLJP, Sen © SCAL}P !@50)

W = COS\\/X (53 Q][‘“Fte l; ccuac;b:v J;L 3—hi¥er\ooﬂo‘,&e>

D1 sTancis tnducidy Ssbre el 3 -hlpa roolode :

!Aur"—c‘%"—éj"—é'g‘! = d¥*+ Senh’ X (de? + seat @ Asz) |/

El 3-hiperboloide es is6tropo en todo punto (en el sentido del espacio de

Minkowski donde esta sumergido); por lo tanto es homogéneo. Esta simetria

se basa en el grupo de Lorentz, que son transformaciones que mueven puntos

sobre el 3-hiperboloide en todas direcciones sin afectar la métrica (isometrias).
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Podemos resumir los tres casos de las geometrias FRW en la siguiente forma:

2z
d<? - 2 dtt - Q.(t)z (cj)(.z +%(7() (éel + sent o Ag"))

K=0 dr2=dy?+ y2 dop? ‘ donde:

z=r

O=7m/2 ( x <. K=0

'S:(X): Ssen/l su K=1
Lﬁer\\z\% s K=-1
L=y
|l K=1 dr2= dy?+sen’y do? K=-1 dr:= dy? +senh?y dg?
seny =r senhy =r |
— O=x/2 O=rx/2
X 1

SDMGrBtAD e Minkowske (nohr,n Senh X » X)

La geometria plana se caracteriza porque el cociente entre la longitud del arco

y la distancia al centro es igual al angulo. La longitud del arco para Y_fijo y

©=Tu2 es df = %—\‘ﬁ) c\uf , mientras que la distancia de los puntos del arco

al origen es X . Por lo tanto la relacion entre la longitud y el éngulo subtendido

es
=X s K=o
K=\ fr\%} j_q:-ﬂ)(')zi <y vt
L \RT 50 L)){ e K=-1\

\ 4‘:/7\,3[:\1&?::«;(,4\?()(4\?

Recordemos que debemos multiplicar por el factor de escala para hablar de distancias en la geometria de Friedmann-Robertson-Walker (FRW).



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

P> Cinemadtica del universo en expansion

Las ecuaciones de Einstein gobiernan la dinamica del factor de escala del
universo, y daran cuenta de la expansién del mismo. Antes de ir a la dinamica,
usemos la cinemadtica para averiguar qué tipo de fendmeno podria revelar

el cambio del factor de escala al transcurrir el tiempo.

Consideremos una sefial luminosa que es emitida desde una galaxia y recibida
en otra galaxia. Recordemos que estamos trabajando en una carta comdvil,
de manera que las galaxias mantienen fijas sus coordenadas espaciales

(si despreciamos sus movimientos peculiares). Sin embargo la distancia entre
ellas variara si el factor de escala varia. Sin pérdida de generalidad, podemos
elegir la carta de manera que la direccién que une ambas galaxias es una
direccion radial; entonces las coordenadas 9,y son iguales para el emisor y

el receptor de la senal. En otras palabras, la isotropia nos dice que lo tnico
que importa aqui es la distancia entre las galaxias, y como es su variacion
mientras la sefial esté en viaje. Como la luz viaja por una geodésica nula

radial, tenemos que

ds? = 2 dt? — a (v)? AXZ: O

trcce}:c.&o'r\.
Integrando resulta: |AX| = j c dt
¢ a(t)

S RSSO

Si consideramos dos crestas sucesivas de la onda, emitidas con una diferencia
de tiempo At , igual al periodo de la fuente T, (recordemos que la coordenada
t es el tiempo propio de cada galaxia que integra el fluido de materia),
tendremos que cada cresta recorre el mismo |AY/| en un intervalo de
tiempo distinto. Si la primera cresta lo hace en el intervalo ( t,, 1,), la segunda
cresta lo hace en el intervalo (£,+7T; , t+Towus), donde Tous es el periodo
observado en el receptor. Esta es una consecuencia del cambio de la

distancia entre emisor y receptor debido a la expansion del universo.
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te

»
> e,
| &xl |aY| =
'/ — \’ 'N’_\
’:Cr +T°5$ tr El ler pulso se emite ent, y se recibe en t‘.. Un pulso
c Jt ( c At posterior demora mas porque recorre una distancia
. - \ . = o mayor debido a la expansiéon del universo.
v outt) v o{t)
te S te,
T+ T te +Ts_
r 14 f 14
— ) c dt ) c dt
7 J att) — a.it)
t r te
En un periodo de la luz el factor de escala no cambia sensiblemente; entonces
Tobs T
alte) alt,)

Si el factor de escala estd creciendo, entonces Tons > T¢ , lo que equivale a

Vows < J, . Este resultado indica que la expansion del universo da lugar a un
d

corrimiento al rojo cosmolégico de frecuencias, que es la consecuencia de que

la segunda cresta llega retrasada respecto de la primera porque tuvo que

recorrer una distancia mas larga. El corrimiento se detecta en las lineas de

emision y absorcion de las galaxias. El corrimiento de frecuencia relativo es

Z — D-F_Dobs _ |7g- 1 _ altr) i

Dobs Vobs a (Fe)

Si el factor de escala es una funcién mondétona del tiempo, entonces a mayor

distancia, o mayor tiempo de viaje, mayor sera el corrimiento relativo z.

La teoria de la expansion del universo fue propuesta por Lemaitre en 1927,

y confirmada por Hubble en 1929 mediante la observacion del corrimiento

al rojo cosmoldgico en galaxias exteriores al grupo local.

Si vemos a z como una funcion del tiempo de emision para un dado tiempo

de recepcion (que seria el tiempo actual), podemos diferenciar,
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d2 = - 8r apt)dt = —a, Hlt) 4t

alt)?

alt)

La relacién entre o y a. recibe el nombre de parametro o "constante" de Hubble:

s
La expresion para 4@ permite hacer un cambio de variable en lax|= { "cdt

Jte G.,(t)
2
laY ] = S < dz’
o OrH12Y

pues z=0si t, = t. (tiempo de viaje nulo). Para valores pequefios de z podemos

evaluar el integrando en z=0 (es decir, en t=t,), y despejar z en funcién del valor

actual de H, y la distancia actual a la fuente, 0, = o, |AY|:

2~ c'H,

.

5L 2<<

siendo el valor actual de H de unos 70 km s Mpc™ (si bien H tiene unidades de

inversa de tiempo, se usa esta unidad porque T se mide en Mpc). Como <'H_

es del orden de 1074 Mpc', el uso de la expresidon aproximada anterior se extiende

hasta distancias actuales de unos 500-1000 Mpc.

Si derivamos respecto del tiempo la distancia entre galaxias,

T(t) = alt) |ay] => O(t) = alt)|ax] = Hix) O(t)
la expresion para z queda Z x - SL 2 << !
c

que evoca la expresion 2 = U/c del efecto Doppler.



19 Distancia luminosa.
Constituyentes. Constante
cosmoldgica. Evolucion del
universo. Universo de de Sitter
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Habiamos encontrado una relacion lineal entre z y la distancia actual o7 = a . |ax|

entre emisor y receptor, valiéndonos de una aproximacién de orden cero en el

integrando de

2
12

O—f'_a‘r!A.X!_() cdz’
o HRY

La funcion H(z) en el integrando expresa la forma en que evoluciona el factor de

escala del universo, evolucion que sera determinada por las ecuaciones de

Einstein. Aunque todavia no estamos resolviendo la dinamica para hallar esa

evolucion, podemos lograr una aproximacién mas fina desarrollando el

integrando a primer orden en z, lo que supone contar con los valores actuales

de H y su primera derivada:

Hiz)= H_+dd] 2+... = H. +dH dt | 24+...

cl;_\.-lz dt dz ¢,
0

Ya hemos mostrado que dt _ _ alt)
d2 a, H,
Ademds,
dH_d a_ 66 _a _ _p(1+q)

donde definimos el parametro de desaceleracion q como

Entonces, en el desarrollo de H(z) tenemos que

H() = Hr-I—H, (L+q'__\z+-..

—

HEa HY (- (1+9,) 2
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Reemplazando en la integral, la distancia actual emisor-receptor resulta

z
a.lax| =0, ~ ﬁ:i [1- (”‘3")2']‘42': %r[a-.‘i(uer,)z‘]

P Distancia luminosa

Una relacion como la acabamos de obtener podria usarse para determinar
H. y 9. a partir de la observacién de z y 97 . Pero no tenemos un acceso
directo a g7 . En Astronomia se utiliza el flujo de energia F (energia emitida
por unidad de tiempo y de superficie atravesada) y la luminosidad L del
objeto emisor (energia emitida por unidad de tiempo), para definir una
nocién de distancia llamada distancia luminosa d_ tal que

Fo L
4T d;

Noétese que se usa una relacion euclidiana en la definicién, pues 4T 4] es
el drea de una esfera de radio d, (imaginemos al objeto emisor en el centro
de esa esfera, y el detector sobre la esfera, a una distancia d, del emisor,
recogiendo un flujo F a través de la superficie de su boca). Mientras que el
flujo F es accesible a la medicion, la luminosidad del objeto L suele inferirse
de alguna manera (por comparacidn con objetos similares de luminosidad
conocida, por ejemplo). Nos gustaria entonces traducir la relacion entre

T, y z obtenida en la seccion anterior a una relacion entre d, y z. Para ello
debemos encontrar la relacion entre O, y d, . Por cierto en una geometria
pseudo-euclidiana estas dos cantidades son iguales, pero no lo son en la
geometria FRW. Ademas debemos tener en cuenta que en el flujo F

la energia de los fotones se debilita por el corrimiento al rojo cosmolégico, y
que el numero de fotones por unidad de tiempo también se debilita debido

al "retraso” producido por la expansion del universo.
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La luminosidad L es el nimero de fotones emitidos por unidad de tiempo,

multiplicado por la energia de cada fotdn:

L - dN ln.)g pero J,- = (l+2—)-I De_
ote St, = (1+2) St.

(la frecuencia disminuye, y el tiempo entre fotones se agranda; ambos efectos
son el mismo efecto). El flujo recibido esta debilitado por un factor (! + 2)?'.
Por otro lado la energia recibida se reparte sobre el area de una esfera, que en
la geometria FRW es 4T oo g ( 1ax1)” (si se prefiere podemos pensar que
la fuente esta en ngo; de ese modo e/s AY = X.). Entonces el flujo es

F o L

AT a; [(lan)* (1r2)?

La funcién § () puede ser v, sen) o senh.. En un desarrollo a segundo

orden en z, no cometeremos error si reemplazamos £ (raxl) =~ |ax| en los tres

casos; en efecto, ()= +0O(?), y al orden mds bajo es lax| = ‘—'; . Entonces,

d, = (L \ _a, f(ax) (1e2)~ OF (142)
\Frw ) 5 '
"0 - a, [ax|

d . Slz-t(i+g)z!]
iy 2 T J

Entonces

(4,3GP¢)-I - WL =z 2 +—l'?_(l_ﬂ'r)zz

La determinacion de d , requiere conocer el valor de L, lo cual supone establecer objetos astrondmicos
que se comporten como candelas patrén. La medicién de la curva d, vs. 2 permitié descubrir que la
expansion del universo se acelera: - <0 (Perlmutter, Schmidt, Riess, 1998; Premio Nobel de Fisica 2011).
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> Constituyentes del universo

El tensor de energia-momento del fluido is6tropo y homogéneo que llena el

universo, y actua como fuente de las ecuaciones de Einstein, tiene la

forma que conocemos en Relatividad Especial (en acoplamiento minimo

no deberian aparecer nuevos términos),

T = (pap)<™ 0o, -p 8t
LL lt;n.ll‘vr; hooc

donde ¢ , p son los valores de densidad de energia y presion en el sistema

propio del fluido. Precisamente en la carta coméviles g~ = d=/ 7, =

=(<c,o,0,0);luego U; =(<c,o,0,0) enlasignatura +---. Asies
v

Toj = des (go=pi=p.=p)

v

El tensor T° ) cumple la ecuacion de conservaciéon T7;., = O :
0

D= Ti‘o-,,; + l“..";_ Tka - F‘-jl‘;—r"'k
o

O, b Vigl

De aqui saldra una relacion entre oo, ¢ y p como funciones de t. Para )=o es

1 au(\,/m Tka\ — |ﬁ,;fl_l_;k = O
\/TB' v ¢ ]

En el primer término sdlo cuenta k=0, y en el segundo usaremos que *

r:a= O ¢ a.‘e = C-I H 5;

Asi resulta 1 D

a
| a
o’ o

*Notese que la carta comovil no es localmente inercial.
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Es decir: :l_t(fa?)z -P d o

La conservacién de T * significa que la variacién de la energia contenida
en un volumen comovil (definido por valores constantes de ax, ae , ay) es igual
al trabajo de volumen realizado por la presidn, que es la ley para la expansion

adiabatica de un fluido perfecto.

P> Ecuacién de estado
Para resolver la ecuacion del fluido precisamos una ecuacién de estado (una
relacion entre presion y densidad de energia). Trabajaremos con una

ecuacion sencilla que nos permite abarcar los casos de interés:

p=uw?

i) w=0: materia compuesta por particulas que no chocan ("polvo")

ii) w=1/3 : gas de fotones; y en forma aproximada para particulas ultra-

relativistas (energia cinética mucho mayor que energia en reposo)

iii) constante cosmoldgica: ya mencionamos la posibilidad de incluir en las

ecuaciones de Einstein el término de constante cosmolégica,

Pasando ese término a la derecha, se veria como un tensor de energia-

ﬁ-?n atyro—+——-

momento T,"j = Ak Alas(l,L.L,S) que corresponde a
QaE dag EI W, = -1
ke &nG L

Utilizaremos la constante cosmolégica como si se tratara de uno mas de

los constituyentes del fluido de materia-energia que llena el universo.
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Ahora podemos resolver la ecuacion del fluido reemplazando la ecuacion

de estado:

X[ 1+ur)

)P(t) Q,(\) — conslantle

h)w=0: ¢ @’ = cte (la energia contenida en el volumen comdvil -basicamente,
J

el numero de particulas- no cambia)

i) w=1/3: pa’ - th (la energia del gas de fotones disminuye con la

-~

expansion del universo debido al corrimiento al rojo)

iii) w= -1 (constante cosmoldgica): }PA = cte

En un universo en expansion el fluido con mayor valor de (y~ domina hacia

el pasado, porque su densidad ¢(t) crece mas rapido a medida que el factor

de escala a(t) se vuelve mas chico. Asi el gas de fotones dominé en el

pasado sobre la materia en forma de polvo, mientras que en el presente la

materia domina sobre ese fluido de radiacion. Hacia el futuro, el fluido con

menor valor de " es el que prevalece finalmente, siempre que la expansion

continue.
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P> Evolucién del universo

Debido a las simetrias de la geometria que surgen del Principio cosmologico,

las ecuaciones de Einstein contienen solo dos ecuaciones diferentes: la

componente diagonal temporal, y una cualquiera de la diagonal espacial,

tuun‘.,..\_l {‘)7_ K c" _ i G o (+) (I)
' G === 5w
a A 2 ecuacion
HY vV de valorey tnicisles
. o ~2
wpacial 28 & o K- _3mG pl) ()
o ot a* ct
2H+3H?

La segunda puede obtenerse derivando la primera y combinandola con la

conservacion de la energia-momento. Las ecuaciones no son independientes

porque estan ligadas por la conservacién automatica. En todo caso, la

primera, que es de primer orden, manda porque restringe los valores

iniciales de la segunda (que es de segundo orden).

Si restamos estas ecuaciones obtendremos

&

vV~

\

+

2Q _ _ 86 ¢
(0 88

£
- 2\ 3)

Esto es interesante, porque dice que la expansidn se frena siempre que el

fluido tenga uy > — /3 . Si existen varios fluidos, el fluido con mayor w

domina cuando a.—=0. Bastara entonces que el universo en expansion

contenga un fluido con & > -{/2 para garantizar que a, < o en el pasado.f

En ese caso, el factor de escala se anula en algin tiempo pasado finito, y

la evolucidn del universo comienza en un Big-Bang donde las distancias se

anulan y las densidades divergen:

1 Sin embargo, los valores pequefios de & pueden estar obstruidos por una barrera de potencial; ver en Cap. 20 el potencial efectivo del caso & > 0,A > 0.
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-
e

evolucidn con a > (2xponsion), 4

a'< O (JtS)ce,-&faéuén)
+ digi.cndg t_o cvando a.zo

Las observaciones muestran que la expansion actual es acelerada, lo que indica

la existencia de un constituyente con W < -1/3 que domina en la era actual,

>

luego del dominio de la radiacién primero, y la materia después.

Solucion para espacio plano y un unico constituyente

Si el espacio es plano (K=0), conviene combinar las ecuaciones de Einstein
en la siguiente forma:

Dividiéndolas: H _ 3¢ j o+ us) 2 (Y 3y
H>~ 2z ° \r/) ~zV )
Si Wt -\ > ' 3 (f+us)t (lepiasos pue t=o
[ 4 2 \ 7 \ ) )
H Se.\JE.:/-Bavsza'(o)zo)
La edad de este universo es -
Uhe
4 3 H |
)
\ W=,
donde H o (‘a edad resvlta chica:

4% 107 Jhes

celé

wan antiguaa

alt) = cte t 3(4+er)
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Cowbinando dos resvltados:

H’l o -2 o Q:B(Hur)cc (1+2)3(1+w') - 2 (2) _ HZMJ (1+2)3(1+'¢)

Por otro lado, la densidad de energia del unico constituyente cumple que

F(t) q,(t)a(&“r) — congtante = f(t) =8 t7% ¢ H*

(también resulta de la ecuacion de valores iniciales)

P> Universo de de Sitter

Si el Unico constituyente es la constante cosmoldgica (w = -1) entonces H

es constante. Por lo tanto el factor de escala crece exponencialmente,

3H2= T G ?A = ' AN = a,lt) = cte BXF[V—%- C.t]

c?

vmverso de de Sitter (K= 0)

P Einstein y la constante cosmoldgica. Universo estatico de Einstein

Einstein introdujo la constante cosmoldgica por dos motivos. Por un lado le
molestaba que las ecuaciones de vacio tuvieran a la geometria de Minkowski
como solucion. Pensaba que esto violaba el espiritu del Principio de Mach,
pues esa geometria posee sistemas de referencia privilegiados sin materia en
el universo a la cual atribuir ese privilegio (un privilegio sin causa fisica).

Por el otro lado, Einstein era consciente de que las ecuaciones con materia
daban soluciones que evolucionaban en el tiempo; pero Einstein pensaba que
el universo era estatico. Con la introduccion de la constante cosmoldgica,
Einstein busco eliminar las soluciones de vacio, y ademas obtener una
solucién cosmologica estatica. En el universo estatico de Einstein hay

dos constituyentes: la constante cosmologica (w =-1), y materia en forma

de polvo (w=0). La solucidn estatica se logra con K > 0. Einstein quedd
satisfecho con un universo estatico y cerrado, porque careciendo de borde
no precisaba de condiciones de contorno para ajustar la solucion; asi la

solucion parecia satisfacer el Principio de Mach.
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Las ecuaciones estaticas son:

Kfj = RT’:J' ﬁ_’A =c*N > ﬁ_ = N | & vaiverso de
@ ¢ = EiasYein
(A>0,%>%)
Luego veremos que el universo de Einstein es una solucidn inestable.

Inmediatamente después de que Einstein se valiera de la constante cosmolégica

para impedir que Minkowski fuera una solucion de vacio, de Sitter encontro

una solucion de vacio con constante cosmoldgica libre de singularidades.

Mas tarde Einstein dira que la introduccién de la constante cosmologica en

sus ecuaciones fue el mds grande desacierto de su vida. Hoy en dia, la

constante cosmologica parece ser la mejor forma de explicar la aceleracidon

de la expansion del universo descubierta en 1998 (Perlmutter, Riess).

Como toda solucion de vacio, la solucidén de de Sitter tiene escalar de curvatura

constante. En efecto tomando la traza de las ecuaciones de Einstein de vacio,

Riz =+ gvuR — N gy =0 =S R_2RQ_4N=-0 = R=--4A
‘ ¢ 0V 077

S.lg"éf"') =l glgn.rl’ur.\ o

La geometria de de Sitter puede presentarse en diferentes cartas. En una

de esas cartas corresponde al universo plano de de Sitter, que ya hemos visto.
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Pero de Sitter (1917) obtuvo la solucién en una forma estatica:

ds? :(l—% z’) AdT? _ le\_ijz\ - - zz (de’i—ﬁeaze JYZ)

3

El cambio de coordenadas que lleva esta solucién a la forma de universo plano

fue hallado por Lemaitre en 1925, y es valido si A >0:

- - A
3
~_yexiste otra carta donde la solucién se 1
K-14, alt)=3 cosh [ A E]
A LY 2 ]

Si A< 0 existe una carta donde la solucion se ve como un universo abierto:

K=-1, a(t) = \'g\_ CDS[lv'% ct'] “anti-de Sitter”

Siendo una solucidn de vacio, la geometria de de Sitter carece de un fluido que

privilegie una foliaciéon. Puede demostrarse que el espacio-tiempo de de Sitter es

la geometria de un hiperboloide de 4 dimensiones sumergido en un espacio de

Minkowski de 5 dimensiones. Es una solucién de simetria maxima, ya que el

grupo de Lorentz en 5 dimensiones (10 generadores) deja invariante el

hiperboloide. Si A > © el hiperboloide puede ser "cortado” (foliado) en un espacio

homogéneo y un tiempo de dos maneras diferentes, lo que da lugar a los dos

posibles universos de de Sitter (cerrado y plano). En el caso plano (K=0) la carta

sOlo cubre la mitad del hiperboloide:

K:l t =c+e K= /t C+e —\

—1 i T=cte
L Universo cerrado Universo plane carta estdtica

(noes howﬂjéneo)

Si A <0 (anti-de Sitter), el hiperboloide estd volcado y sélo permite realizar un universo abierto (K = —1).

Si A= o la solucion de de Sitter se vuelve la geometria de Minkowski, que

también admite ser "cortada” de distintas formas. Asi podemos verla como

un universo plano con factor de escala constante, o como el universo abierto
ct

de Milne: K--1 , alt)= ct' B t'- ete

I e




20 Fondo cosmico de microondas.
Eras dominadas por la radiacion y
la materia. Materia y energia
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En el capitulo anterior vimos cdmo usar las ecuaciones de Einstein para obtener
la relacion entre el parametro de Hubble H y el corrimiento al rojo z en un
universo plano con un unico constituyente. Esta relacidn es indispensable

para el calculo de la relacion entre la distancia actual a una fuente, 07, y su
corrimiento al rojo z (ver la integral para calcular o ), y con ello obtener la
relacion entre la distancia luminosa d,, z y el valor actual del parametro de
Hubble H,W;

Pero el universo real posee varios constituyentes: materia, radiacion, etc.
Ademas, la cuestion de si es 0 no espacialmente plano debe ser resuelta
mediante observaciones*. Las densidades de energia de los distintos
constituyentes pueden se mejor apreciadas si son referidas a un estandar
de densidad que resulte practico. Referiremos las densidades a la densidad

necesaria para que el universo sea espacialmente plano; ese valor critico es

-7 0 0 0 %
(sale de la ecuacidn de valores iniciales % K<™ _ #16 ¢):
a, o >¢C

3¢ Hy®
g G

? ceitico (t)

Segun el valor actual del parametro de Hubble, el valor actual de ?c‘.;mo es

§ ecitico (hoy) <* = 0,9% 1072 kg

MB
Para describir las densidades de los constituyentes en términos de fracciones
de ?c,;nco , definimos
t
o) = T
?cr itico (t)

* Por cierto la geometria FRW es espacio-temporalmente curva. Su escalar de curvatura es

- -6 - 2 & ipnafues (+ — ——
R ‘t[(l 9)H 4.%‘] sign ( )
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La materia luminosa observada hoy tiene una densidad promedio de

wat vuinosy

0 (\AO)) ~ 0,005

Sin embargo, se observan efectos debido a materia oscura en los halos de

las galaxias (Vera Rubin, 1980) y cumulos de galaxias, donde la presencia de
materia que no emite luz se infiere mediante la observacion del movimiento
de estrellas en los halos, y los efectos de lente gravitatoria producidos por la
deflexidn de la luz debida a materia no visible. Las evidencias de materia

oscura elevan la densidad de materia al valor

o™ (hey) ~ 9,3

lo que significa que el 99% de la materia en el universo es materia oscura.
Buena parte de esta materia oscura es de naturaleza desconocida. Una parte
es, sin duda, materia ordinaria (barionica) distribuida en agujeros negros,
enanas blancas, protoestrellas como las enanas marrones, planetas, etc. Pero
se sabe que una cantidad muy grande de materia baridnica entraria en
conflicto con la nucleosintesis (la creacidon de los nacleos de los elementos
quimicos en el universo primitivo) pues llevaria a una abundancia de deuterio
incompatible con el valor observado. Para que esto no suceda, el 85 % de
Q™" deberia ser materia oscura no bariénica (05" ~ 0,04); la Gnica

contribucién conocida a este 85% es la de los neutrinos, pero es insuficiente.

El universo esta lleno de un gas de fotones: el fondo cosmico de microondas

(CMB). Estos fotones no fueron emitidos por la materia luminosa sino que
provienen del universo primitivo, y son anteriores a la época de formacion
de estrellas y galaxias. El1 99,97% de la densidad de energia electromagnética en

el universo se debe al fondo cosmico de microondas.
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Cada lugar del universo es alcanzado por fotones de CMB, desde todas las
direcciones. El fondo cdsmico de radiacidn se caracteriza por tener el
espectro de un cuerpo negro a la temperatura de 2,725 K. La radiacidn posee
una alta isotropia, pues esta temperatura solo exhibe fluctuaciones en la
siguiente cifra significativa. Segun la curva de radiaciéon de un cuerpo negro,
una temperatura de unos 3K implica que la densidad de energia es maxima en
longitudes de onda del orden de Imm (300 GHz, 1,24 x10~% eV). La densidad

de energia del gas de fotones es

5% (hey) = 5x10°°

Esta relacion entre temperatura y densidad surge de la ley de Stefan-Boltzmann

of -
ff - 8n® kS T4 _ g3scx10tTd LKk
15 &

Como vimos, la densidad de los fotones va como a:; por lo tanto la
temperatura es proporcional a @ !, La temperatura del gas de fotones aumenta
hacia el pasado y disminuye hacia el futuro. También la temperatura de la
materia disminuye al expandirse adiabdticamente a medida que el universo
evoluciona. La historia del universo puede ser contada en escalas de tiempo

cosmoldgico t, de corrimiento al rojo z, o de temperatura T del CMB.

En la época en que la temperatura del gas de fotones era de 3000 K (kT =~
0,26 eV) la cola del espectro de cuerpo negro tenia suficiente cantidad de
fotones con la energia necesaria para ionizar toda la materia (la energia de
ionizacion del hidrégeno es de 13,6 eV). Esto es asi gracias a que el universo
contiene muchos mas fotones que protones; hoy en dia hay 400-500 fotones

por cm3, pero menos de un protén por m3 (segun resulta del valor de «°°"*).
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A temperaturas mayores que 3000 K la materia estaba totalmente ionizada.

En estas condiciones el universo era opaco a la propagacion de la luz, porque

los fotones eran dispersados por los electrones libres (scattering de Thomson).

Cuando el universo se enfrio por debajo de los 3000 K, se desacoplaron la

radiacion y la materia, se formaron atomos de hidrégeno y helio, y los fotones

comenzaron a viajar libremente*. Como la temperatura de los fotones en el

desacople es ~3000 K, y la actual es ~3 K, tenemos

1009 o, | deszcapte _  Qwey | + 2 -

= — = Z | gt~ Lo0°
Twey y Qg

L TfoTqu o¢ O.:l

En la era actual la materia domina sobre la radiacion (Q.“é(tba ) S>> SLM(M,)).

Pero hacia el pasado el dominio se invierte, pues la densidad de energia de

los fotones crece mas rapido que la de la materia. La era del dominio de la

radiacion se desarrolld hasta que se igualaron ambas densidades:

uat Ana }t

0" 1) = 0™ lhey) @lkey)’ — o=t () (1423
) ) v Oul‘t)a " '

0t 1ty = 07°F lhoy) @lkey)t — Q“t(‘*;) (r+2 Y
' ’ T Ak

= ¢ “* 1t Q""t C) I folnd (=) o3 !

Tl ey TrF | @l 1FE Bwiet vE

PJ

Las densidades se igualan para z ~ 6000; el dominio de la radiacion finaliz6

antes del desacople.

* El medio intergalactico se ionizara casi completamente con la emision UV de las primeras estrellas y galaxias, en z ~10. Pero su densidad

es lo suficientemente baja para no afectar la propagacion de fotones.
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Podemos estimar el tiempo del desacople suponiendo que la materia dominé

hasta hoy (luego vamos a revisar esta suposicion) y que el universo es plano.
3

En ese caso el factor de escala va como t*'?; entonces

o (t) t

Si t,,h,3 ~ 14 x 109 afos entonces el tiempo para z ~1000 es

baw“e,‘ ~ 4 00.000 2anos
El fondo césmico de microondas fue descubierto por Penzias y Wilson en 1965.
Fue identificado como una reliquia del universo primitivo por Dicke, Peebles,
Roll y Wilkinson, lo que dio un sustento definitivo al modelo de Big-Bang.
Antes del desacople la radiacidn interactuaba con la materia ionizada; las
pequenas anisotropias de CMB se corresponden con inhomogeneidades
en la densidad de materia en el momento de desacople, que evolucionaran
hasta formar las estructuras del universo actual (galaxias, camulos de galaxias,

etc.).

La evolucion térmica del universo puede continuarse hacia eras pasadas mas
remotas. Asi, a la temperatura de 10° K (kaT ~04 MeY) los neutrones se reunian
con protones para formar deuterones y nicleos de helio. Hasta esa época, que

es la época de la nucleosintesis primordial, los fotones habian tenido energias

suficientemente altas para impedir esas fusiones. Podemos pensar en épocas
mas remotas donde los quarks que constituyen los hadrones (bariones y
mesones) estaban libres, y habia abundancia de leptones masivos que luego

se aniquilarian de a pares dando lugar a una cantidad importante de neutrinos
y fotones (el descenso de la temperatura dejo a éstos sin la energia suficiente
para recrear a aquellos). Los neutrinos se desacoplaron antes que los fotones,
cuando T~ 5% 10" K. Los neutrinos primordiales fueron ultra-relativistas hasta
z ~ 500. Hoy en dia se han enfriado a 1,95 K, y forman un gas de materia
leptonica de 0nY- 0,68 ft (el 0,62 depende del nimero de especies de

neutrinos; corresponde a 3 especies).



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

P> Universo con varios constituyentes

Las ecuaciones que describen el comportamiento del universo son la

ecuacion de conservacidn de la energia

o) 3 (V+uw) 3(1+uw)

(L+
0 A) = Plhey) Bl = p(hm) Qlkes) Giney)

S———

— _constante

y la ecuacién de valores iniciales,

H + Keb = 8% G or) = 8T G p i (lumy) Dlhey) [@treg P17
o 3¢t ) 3"lf - 4 \Ub\t))

\-\(\u;\z t_1+2

Si existen varios constituyentes la densidad de energia se descompone en

una suma de términos (ignorando interacciones):

HOE H (kag) , ete,

)
H*y Ket - HE 5 Q. (1+;:)5(H"r
o ¢

Si especializamos la ecuacion en el tiempo actual (z=0):

Y
“

H:- 1t I<—c'.‘-: H: T Qe, = —Kc'l— H: (L_T Qn\
oug ¢ - ! < 4

(cuando los £ ; suman 1, la densidad es critica y K=0). Reemplazando el

resultado en la ecuacidn anterior tenemos que

H = H:(z 9, (127 (L-% 0. (a2 )
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3(1+ W)

o = K 2 o™ (1o 8 0) (o)

Noétese que la curvatura espacial contribuye a H(z) como si se tratara de un

fluido con una ecuacion de estado con ufy, =- =, y una fraccion de energia

Oy¢=1-% 0, (dependiente de las demas).

Esta expresion para H(z), que resulta de resolver la dindmica del universo,

entra en la expresion que relaciona z con la distancia actual a la fuente,

[

ag. - Q,JA)L': ( cdz’ ’

c’, Hiz")

que a su vez se relaciona con la distancia luminosa d, .

P La expansion acelerada del universo. Energia oscura

El resultado exacto para H(z) que acabamos de obtener puede compararse

con el desarrollo en serie donde definimos el parametro de desaceleracidn:

Hey=H_ +H,_ (1+9 )z +-..

qr

En efecto, desarrollando a primer orden el resultado exacto obtenemos

Hl%)zz Hoz(l+ZZ+ZQQL(I-L5U-3‘)Z-)'|‘"‘

Entonces

%o =

l& Z Qo (143u))

(por supuesto, esta relacién entre q y los ©; se cumple en el instante actual

o en cualquier otro instante).
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El parametro de desaceleracion seria positivo para constituyentes normales.
Pero en 1998 (Riess) y 1999 (Perlmutter) hubo dos grupos que separadamente
observaron la relacion d, vs.2 hasta valores de z del orden de 1 (usaron
supernovas 'Ia" como candelas patrdén), y concluyeron que el valor actual

de q es negativo (recordemos que la relaciénes <'H.d = 2 4 L(r-9)2 4.0 )
De acuerdo a esas observaciones, el valor actual de g es g (hoy) ~ —0,¢ .
Este descubrimiento implica la existencia de un constituyente con w < — L

3
que genéricamente se designa con el nombre de energia oscura.

El candidato mas simple para la energia oscura es la constante cosmologica
(w=-1), lo que parece estar confirmado mediante otras determinaciones
observacionales. En tal caso el universo actual estaria dominado por dos
constituyentes: la materia (w - 0) y la constante cosmoldgica (w --1).

Reemplazando en la expresion para q:

— | VY N
qo‘iﬂa;—-o_n

donde
-[L @ 8TFG . <t A
crn,f 3 H B 3 d*
8 G

La determinacidn observacional de 9. no permite obtener las fracciones
actuales de los constituyentes; s6lo da una relacidn entre las mismas. Se
requiere una observacion de otro tipo para romper la "degeneracidon”. Una
segunda relacion entre U y ©» se obtiene del tamafo caracteristico

de las fluctuaciones de temperatura en el fondo cosmico de microondas.
Estas fluctuaciones provienen de las interacciones entre fotones, electrones
y bariones antes del desacople (o recombinacioén). La materia buscaba

aglutinarse gravitatoriamente y la presion de los fotones se lo impedia.
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La competencia entre estas dos tendencias opuestas generaban oscilaciones
de densidad, presidon y temperatura. Estas oscilaciones poseen una escala

de distancia caracteristica (el "horizonte de sonido"), que quedd impresa en
las fluctuaciones de la temperatura del fondo céosmico de microondas cuando
la radiacidn se desacopld de la materia. Esta distancia caracteristica tiene un
valor conocido, que subtiende un angulo de 1°si el universo es plano. En
cambio, si el universo es cerrado o abierto el angulo subtendido seria
distorsionado por la curvatura. Este angulo fue observado por primera vez en
2000 (BOOMERanG), junto con otras caracteristicas de las fluctuaciones de
temperatura en la CMB. El valor medido favorecid al universo plano; esto

implica que las fracciones de los constituyentes deberian sumar 1I:
t N
Q0+ Q=1

Este resultado, junto con el del pardmetro de desaceleracion, lleva a

QT 03 y QL A0Y | (= A~0a 3HE _ ot Grs 107 mit).
61—

> Ejercicio: determinar la distancia actual a las fuentes que emitieron los fotones

del fondo césmico de microondas que recibimos hoy.

L poo

. A
Hay que calcular T, :S < d2  en un universo con %% ~ 0,3 L~ 0

o H(=)
4,3 Gpe
joo® a;c eub
Urlz=2000) = j at = 13,8Gpe = 45 GTy’
o V (]+2:)5+ >
12

Como antes del desacople los fotones no podian propagarse libremente, este
valor de 45 mil millones de afios luz o 13,8 Gpc corresponde al radio del universo

visible en radiacion electromagnética.
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o . . A
D Ejercicio: determinar la edad de un universo con Q5% ~ 03 , Qf~ 0>,

dt = df da da b = ( da
do, o, H d )0 a R
En H(z) reemplazamos 1+z por O,./ou :
Qo ;
t \'\o\-‘ p— 1 \ JO./ p— .‘. JQ”
¢ J

Ho %o o, Vo.s(%\ﬁ 0%

Ho ‘o o Y0300 %4 0,3

> 14x10%%s

= 14%109 anos

th.“\:'(‘l—\ -

L No, 302+ V034 013 | \_‘(—n

1
0,96

) 5

B

Este resultado muestra que la constante cosmoldgica ayuda a obtener un valor

adecuado para la edad del universo, pues ya mostramos que un universo plano

lleno exclusivamente de materia no conduce a un valor adecuado para la edad

del universo. Si la contribucion de la radiacion fuera incluida, este resultado no

seria afectado sensiblemente.

D> Potencial para la evolucion del factor de escala

Volvamos a la expresion para H en un universo dominado por materia y

constante cosmolégica:

H = He [ﬂ?w(\+z§"’+ﬂf+(

- 0% b)) (1+2) |

¢ — ~" N
(2} [Lo)?® _Ket [Lo\*
(o \o) o Ha \ o)

Multiplicando por > y dividiendo por @’ obtenemos

- 7

o _Hi[lamg,+a @] = _K<

Ao : o ay al
— \/"'\——/5‘

V(=)

L M‘wd dbuenctf l'JII
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Podemos entender esta ecuacidon como lo hacemos con la conservacion de la

energia de una particula en un potencial V

V
A<0
4
-5t AN<o Ly Lrpansilon se defiene, 9
el ualverso corMenitd 3 Confraerse
17—
ala,
1 //z_'__'__da————r—'ds
A=0
- s A20O ?) e@LPaAsLéA .‘pucA-z dectener)e
O o écpggd;g.;& A& n'c.v&p Jc
A>0 -z o, 2
4mga_u_-KLLa.°—

- Hé‘» un punto de eg‘u'\k'ubr'go inestable cuamdae AN>0, KD>= | £ ol

uailvecso de Einstewn.

. . madt A
Podemos resumir estos aspectos en el plano de los parametros <L |, &g -

[~ o vieae de va E':f—baqr

Recolapso arXiv:0201137

BOOMERanG

arXiv:1105.3470

05 [, g R Qnmr
5 5 25

P Tiempo conforme

Es util definir una coordenada temporal 1 |t) que permite ver a la geometria

FRW plana como conforme a la geometria de Minkowski. De esa forma los

rayos de luz viajaran a 45°en el plano 1- ¥ . Definimos
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cJ/) = C_Jt - cda
a.lt) a’ H(o)

Entonces  ds?- (tdtt_ a’(t) d? - aly) [ d7‘ _ AE"]

Si dtles plano, el corchete es Minkowski; FRW plano es conforme a Minkowski.

Los rayos de luz radiales viajan segun A.\ — + Jd¥ (aunsi K #0).
n

1 hoy

Puede verse que si la edad del
universo Oh_‘ es finita, entonces

existen "horizontes de particula":

U{lﬂmcopl e

cada observador sélo podria estar (6=7) T & (0=0)
causalmente conectado a una porcion

de universo vecino a él. En particular esto es valido para los puntos de la
superficie del "ultimo scattering”, desde donde nos llegan los fotones de la CMB
viajando desde el tiempo de desacople. ;Como puede ser CMB tan isdtropa si los
fotones que llegan en distintas direcciones no estdn conectados causalmente? (en
el modelo estandar de Big-Bang es suficiente una diferencia en la direccidn de 1°
para que no haya conexion causal). La isotropia tendria que deberse a la condicién
inicial; pero esta respuesta es poco atractiva. En los modelos inflacionarios, el
modelo estandar es precedido por una era de expansion exponencial gobernada
por un campo escalar cuantico cuyo estado es inestable. Al decaer este campo, su
energia se transforma en particulas y radiacion, dando comienzo a la era
dominada por la radiacion. Si la era inflacionaria dura suficiente tiempo, los
puntos de la superficie del ultimo scattering quedaran causalmente conectados:.
Los modelos inflacionarios dan respuesta también al problema de la planitud del
universo. En el modelo estandar la condicion inicial = 2 ; = { tiende a perderse
durante la evolucidn del universo. Por lo tanto se requiere de un ajuste muy fino
de condiciones iniciales para llegar a nuestra época con £ Q,;~1{. En cambio,
durante la era inflacionaria el universo evoluciona hacia la planitud, dejando una

condicidn inicial muy precisa para el comienzo de la era estandar.

T Esto sucede sicuando a — 0 es H(a) x a*con a > 1; es decir, si existe un constituyente con w>-1/3 .
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P> El futuro del universo visible

La expansion acelerada del universo tiene una consecuencia dramatica. Si el
espacio se expande mas rapido que lo que la luz puede recorrer en el

tiempo de la expansidn, ocurrird que galaxias que hoy son visibles (en el estado
que tenian en un pasado), podran dejar de serlo en un futuro porque la luz

que emiten hoy nunca nos alcanzara.

Tomemos una de las galaxias visibles mas lejanas; la luz que hoy recibimos
habra viajado durante unos 10 mil millones de afios. Para que la luz que emite
hoy nos alcance algun dia, el tiempo conforme deberia crecer lo suficiente (ver

Figura). Como la luz viaja segin An = * AKX, habra que aguardar un tiempo

" ot ewitidn oy conforme igual a | ax|. Pero en

Do un universo dominado por la
nvestey inea N ©

de varverse constante cosmologica, como
k‘\/e;nea J‘

VaLverso

4 qotavia lo sera el universo futuro, el

parametro de Hubble se vuelve

(0=n) —, 7. (6=0) :
}(/zm'/:ome Z/mri:onre ConStante’ La ConsecuenCIa eS

que 1) no crece indefinidamente.

En efecto, para H constante es

a’é.mxe
dg = cdo 5 An - c c‘_—_i(_'_L)
GI} H H ° Q,l H Q'o q‘"'u\
Cuando el factor de escala se vuelve infinito, el tiempo conforme transcurrido es
AN, - €
Q H

Este es el tiempo conforme de la evolucidn de un universo de de Sitter, desde el
instante en que el factor de escala vale a hasta que se vuelve asintéticamente
infinito. En tal universo, la luz emitida en ese instante por cualquier galaxia que

estéa|ayp| > o% no llegara nunca a nuestro punto de observacién, por mas
9

H
grande que sea el tiempo cosmologico At transcurrido.

2

(En cambio, en un universo dominado por materia es H o o’ ; entonces A?O diverge).



21 Lentes gravitatorias. Diagramas de
Penrose

245
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D Lentes gravitatorias (BLL!;._.;, :=Sckneider, Ehlers 2 I'-che)
-Clerolp

Consideraremos el fendmeno de lente gravitatoria en la geometria de
Schwarzschild, y en la aproximacion de campo débil. Hemos visto que, en

estas condiciones, la luz se desviaundngulo § = 2€ = 215

P;ra'-wcfro

Ac’. LM-& >¢ i'o

Esta deflexion de rayos de luz semeja la que se produce cuando la luz pasa por
una lente convergente, cuyo centro corresponderia al centro de la geometria

de Schwarzschild. Sin embargo hay una diferencia: en el caso de una lente
convergente, la deflexion aumenta cuando aumenta el parametro de impacto,
mientras que en el caso gravitatorio sucede lo contrario. Asi en 6ptica las lentes
convergentes enfocan rayos y pueden producir imagenes reales; en gravedad
esto no ocurre. No obstante la desviacion gravitatoria de la luz produce
distorsiones en la percepcion de las posiciones y formas de los objetos celestes,

pudiéndose formar imagenes multiples.

Para estudiar la cuestidn es util aproximar la trayectoria de los rayos mediante
sus asintotas. La Figura siguiente muestra la trayectoria de un rayo en el plano
que contiene la fuente, la lente y el observador. Supondremos que todos los

angulos son pequefos.



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

Twagen

Fuente zN\
\ /o(

lente Obsecvadof

JI.F \ J'—

O.’ZALFé d~ d, e

[
14

La alteracion de la visual a la estrella es el angulox = © - p

e_ﬁ=d=$: g S:EZGZAJLF GM \
| Bk de 4T Ua. e e
Entonces
z
B =0 - S¢
' =)
Ecvacion de Is leate (defleyion debif )
donde

S, = \| 4.6m i — \[2rsdie
VJ,_JF <t v dide

Hay dos valores de © que resuelven la ecuacidn de la lente:

\

et:_lzk@i\/‘éh—tleg) ) o, > p , ©.<o
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Entonces hay dos imagenes, con una separacion

©,-6._= \/é’w—qeg , ademas ea O,+o_=f

La imagen que se observa bajo el dngulo ©_ tiene menor parametro de

impacto (por lo tanto, mayor desviacién) como se ve en la Figura siguiente:

Imag¢n1
L@h

S~ =
\ \>\

obsecvadoet
\ lente 94,{

\0 e.

Imag“ﬂl

Para que valga la aproximacion de campo débil debe ser d, . >> m . Si

la lente no es puntual, la Imagen 2 podria ser obstruida por el cuerpo del objeto

que actda como lente.

En el caso § -0, cuando la fuente, la lente y el observador estdn alineados,

hay una unica solucién 0 = &, ; la imagen deviene en un anillo ("anillo de

Einstein")

\ >'\ obsecvadot

al — e ———

) e

S ——

Iw;gén,

Esta claro que para que el anillo sea observable & tiene que ser mayor

que el angulo subtendido por el cuerpo del objeto que actiia como lente.
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Si (5 se aparta de cero entonces vale que ©, > ©_y |6 | < &¢.

El orden de magnitud de ©¢ puede variar desde milésimas de segundo de arco
hasta segundos de arco. Para una lente de masa comparable a la solar (r; es
igual a algunos kilémetros), y distancias interiores a la galaxia (digamos

S~ Lhpe - 3%10% Lu ) €S ©p A 1to-% = 2 milisegundos de arco. Pero
también hay "lensing" a escala cosmologica, donde la lente puede ser un camulo
de galaxias, y las distancias involucradas llegan a cientos de Mpc.

En el caso cosmoldgico debemos tener en cuenta que la relacidn entre distancia
y angulo no es la de la geometria de Euclides, como venimos usando en la
aproximacion de campo débil de la lente de Schwarzschild. En ese caso las
distancias de las expresiones que hemos utilizado corresponden, en realidad,

a la nocién de distancia didmetro-angular que veremos luego (en particular,

no tendria sentido reemplazar d¢ por d +d.¢).

[» Magnificacion de la lente de Schwarzschild

Sea una fuente extensa que subtiende un angulo Jg en el plano OLF. Como
(3 es pequeio, el angulo sdlido subtendido se aproxima por (3 Jg dp . Las

respectivas imagenes subtienden los angulos sélidos ©, de, J %

F 4 La magnificacién y de la lente es
— Sea p Iy e 4 el cociente entre los angulos sélidos
subtendidos por la imagen y la
o fuente:

e,de,

N T
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Como ©. =«§ (i i\/ 1 +4 %EZ) , entonces

—_—\2
{=+ 14—49_?') -
V’i: ( \/ ;L _ 1 i +\/1+4§_€ + 2 ,
4\/14-4% - \/14—49_5

pz,

lo que implica que las dos imagenes tienen distinto brillo.

La primera deteccion de una doble imagen ocurrié en 1979 (Walsh, Carswell
y Weymann). La fuente es un quasar a z=1,4; sus imagenes estan separadas
por 5,7 arcsec. La lente es una galaxia a z=0,35.

El primer anillo de Einstein (incompleto) fue observado en 1988, en emisiones
de radio. La siguiente Figura muestra el primer anillo de Einstein completo
detectado, que corresponde a un quasar a z=1,8; en el centro de la imagen se

ve la galaxia que actua como lente.

!!5" 5
B1938+666. arXiv:1206.1681

v . Imagenes en forma de arco producidas por el
" Andrew Fruchter (STScI) et al, WilBC2, HST, NASA - NASA i cumulo Abell 2218
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P> Distancia diametro-angular

1 . ™
d, = £
AS

Por supuesto d, no es la distancia real a la fuente, pues no toma en cuenta

la geometria del espacio-tiempo; es s6lo una definicién, como lo es también la

distancia luminosa d,. En la geometria FRW el didmetro propio de la fuente

en el instante de la emisidn es

/ "W \ Entonces (‘1+2)" = |2
—

A " Ip ~
X B -
| o v
= \_\/—W
Ar RN T
C’»L \I-‘l'ﬁl
Es decir,
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(aib‘-;‘bgi L)(rell)
P> Diagramas de Penrose

Los diagramas de Penrose, o diagramas conformes, buscan capturar la
estructura causal y las propiedades globales de un espacio-tiempo en un
grafico bidimensional. La idea basica es encontrar coordenadas donde los
conos de luz se vean a 45° y los infinitos pasado, futuro y nulo correspondan
a valores finitos de las coordenadas. Para que el diagrama sea bidimensional,
el espacio-tiempo considerado tendra que tener suficiente simetria; de esa
forma cada punto del diagrama representara una determinada subvariedad
(usualmente, una 2-esfera). Una transformacion de coordenadas que asigne
coordenadas finitas al infinito, conducira a algun tipo de singularidad de
coordenadas en las componentes del tensor métrico. La idea aqui es que esa
singularidad se manifieste en un factor conforme; esto es, que la métrica

resulte proporcional a una métrica libre de singularidades:

()i.) = W(x)z 50)
£ {Ac'rol' conforme
Como el factor conforme no afecta la estructura causal (no cambia angulos;
los vectores nulos se mantienen nulos), entonces bastara hacer la

L4 7 . (g .
representacion grafica de %iy> atendiendo al rango de coordenadas que

4
resulten del cambio de carta.

El ejemplo mas sencillo es el espacio-tiempo de Minkowski, que en

coordenadas esféricas es

2
ds? = &dtP —dct_r2da —w¢tdo® , ogr<cw

o en coordenadas nulas radiales, w-ct-r s V=clsr (cm¢vio, wev),

ds? = dude — '7‘ (u-u.)zan””
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Para darle coordenadas finitas al infinito proponemos el cambio de carta

U= arctan W, V_-accton v —T_ggugl_[, : —lf(v4T_L’ OgVv
P2

P2

y el intervalo resulta

ds? — ! [ dUdV — sea (v-u) dt |
4 costy costv L -

Ahora hacemos T - U+V

*

-

V-0 , OSAKT  |T|+X<T

para llegar a

ds? = 4 I_JTz—J'} —Senla‘ﬂ,-l

(cos T+cosx)* L

La métrica entre corchetes es el universo estatico de Einstein. Por lo tanto,

la métrica de Minkowski 94 €S conforme a la del universo estatico de

. . ~
Einstein %"i ; de manera que comparten la estructura causal. En esta carta

los rayos de luz radiales tienen lineas de universo a 45°, T=% X + Ve, tanto

en Minkowski como en el universo estatico de Einstein. Pero mientras en

el universo estatico de Einstein las coordenadas barren el rango -o¢T<w ,

o< \<T, el espacio-tiempo de Minkowski corresponde al rango os X<T

[T+ X<TT,

/r=c+e

it
>\ A

"4

)
1Y/

{_
N\

T--T7
b

\ =

|

universo de Einstein: cada punto

diagrama de Penrose para
representa una 2-esfera de radio 3en ¥

el espacio-tiempo de Minkowski

*SiT>0es ITI+X =2V < W.SiT<0es ITI+X=-2U<T.
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4t : futuro temporal infinito T =7, ) = 0 : es un punto (no representa una 2-esfera)
A~ - infinito espacial T=0, % = 7: es un punto (no representa una 2-esfera)
L pasado temporal infinito T = -7, % =0 : es un punto (no representa una 2-esfera)
+
J "scri" +) futuro nulo infinito; es una superficie nula adonde van los rayos de luz radiales
P ("scri"-) pasado nulo infinito; es una superficie nula de donde vienen los rayos de luz radiales

Todas las geodésicas temporales de Minkoswski vienende &~ yvana i¢* (con
el tiempo propio yendo a * o). Todas las geodésicas espaciales vana i°.

Los rayos de luz son lineas a 45° Una linea de universo de particula puede ir
hacia 7" (o venir de 77) si es asintticamente nula (por ejemplo, la particula

uniformemente acelerada).

En realidad i+, &, i°, ", 77 no forman parte de Minkowski. Estos bordes

son el infinito conforme; su unidn con Minkowski se llama compactificacion

conforme, que es una variedad con borde.

Un espacio-tiempo tiene una region asintéticamente plana, si esa region

comparte con Minkowski la estructura J" i° J-.

En un modelo cosmolégico FRW plano, la métrica es conforme a Minkowski:

dst= At —aw)? (drteride?) = aqgy (dyt - detortd)
—— e
Minkowsks
donde A-) = cdt es el "tiempo conforme".
alt)

Esto sugiere que el diagrama conforme de esta cosmologia es el mismo de
Minkowski. Sin embargo debemos poner atencion en el rango que cubren las

coordenadas. Por ejemplo, para un unico constituyente con w~ > - L resulta
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o lt) = ete £

1 +3w
Entonces }7 o g t 3(\+ur) dt _— 3(l+w') t3(1+w’)

1+3wW

Siw > -1 entonces el instante t=0 (cuando se anula el factor de escala)

corresponde a 1) =0. Esto significa que el diagrama de Penrose para el modelo

cosmologico en cuestidon sélo cubre la parte R del respectivo diagrama

de Minkowski: it L r_cte

‘j gsinsu!ér.ulaa

Que la superficie J sea espacial en lugar de nula, implica la existencia de

horizontes de particula: en cada evento P existen galaxias que no son visibles,

y que no influyen causalmente sobre P.

\\KC Jines de uaiverso de una J.;I;y.’;
(r:cﬂ.)

| RN

s\n(wlando&.
[

P> Universo de de Sitter: la geometria de de Sitter es la de un hiperboloide de

4 dimensiones sumergido en la geometria de Minkowski de 5 dimensiones.

En la carta que cubre todo el hiperboloide, el intervalo

tiene la forma de un FRW cerrado:

dst = 4t - 2 coSh"[V—% CE] (A%l +-5en")£AQZ') !’_ '3 K=1
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2
Introduciendo el tiempo conforme AO)Z' = c” dt ,
xR [yl
es decir Senn = 1 - , ol nd n |
e 3] '

el intervalo del universo de de Sitter queda

FAY

dst = 2 Sentn (dn*-3d) - Sen’XAQ'.')
— -

~"

Universo de Einstein

de Sitter es conforme al universo de Einstein, pero la carta que cubre toda

la geometria de de Sitter s6lo cubre una parte del universo de Einstein, pues

O { n < m . Asiel diagrama conforme para de Sitter es un cuadrado
[

+
e J
i I n = n I . .
e . 1L |iaes de vatverso
,%’—|‘\ . I / N | de vas ‘]ilﬂ“-\
C x__}_//‘)- ?l / \‘f (X = cte)
P2
- s ?<|/ |2
d , | % : —
_ - /— - . | | si'd (3 ) esespadal seforman
/[\ &;_ - " =0 , / \ N:=0 | horizontes de particula
[ Cj . J - (horizontes de eventos futuros).
universo de Einstein: cada punto representa diagrama conforme de la geometria de de Sitter:
una 2-esfera deradio sen % cada punto representa una 2-esfera deradio sen ¥

p El diagrama de Penrose de la maxima extensioén analitica de la geometria de

Schwarzschild es

Las regiones externas son asintéticamente planas

(el infinito conforme es como en Minkowski).




22 Radiacion de ondas gravitatorias

257
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P> Aproximacion lineal. Ecuacidén de ondas con fuentes

Habiamos linealizado las ecuaciones de Einstein para obtener que la

perturbacion de la métrica de Minkowski obedece la ecuacion de ondas en

el gauge de Lorenz:

O h,

- _lenw G Té." [ . L= O

Q

- c4 7 M

Notese la compatibilidad del gauge de Lorenz con la conservacion de T, .

(conservacion automatica). La solucion retardada de la ecuacidén de ondas es

tret‘
'N—"—\'

h("é (tl?) - 4G ( Tk‘)(t_— \r‘:l )] x) dsx Signitufd(_q-{-i-)
< ) | ¥ =3

- . . o« . b4
donde  es el punto campo, la integral se realiza sobre las posiciones 2z de

las fuentes en el tiempo retardado t_... Damos por conocida esta solucidn,

asi como el cumplimiento del gauge de Lorenz, porque el problema es

enteramente andlogo al que se presenta para el potencial electromagnético

A en su relacion con las fuentes ;k )

Si las fuentes estan localizadas podemos considerar la aproximacion de

campo lejano. En ese caso, tomando el origen de coordenadas préximo a

las fuentes, tendremos |¥|>> |Z]| -

\
s 72| = [(F2).(F2)]7 ~
L\ N J
a’fz .
. = x |7 _T.%
{\:ﬁ)/ ' ¥

p)
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-

En el integrando aproximaremos el denominador por |F-%| ~ T,

Para hacer la misma aproximacion en el tiempo retardado debemos ser mas

cuidadosos. Para fuentes monocromaticas de frecuencia w tendremos

wt ~ Wt -

o€
®l

ret

1T + © F.
[#)

-l

Si despreciamos el ultimo término estariamos ignorando los desfasajes

debidos a que las fuentes no emiten todas desde un mismo punto; eliminar

ese término equivale a considerar que las fuentes estan ubicadas en el

origen de coordenadas. Esos desfasajes son despreciables cuando la longitud

de onda es mucho mayor que el tamafo de la fuente, < -> p ; dicho de

W

otra forma, cuando el periodo de la fuente es mucho mayor que el tiempo

que tarda la onda en recorrerla (la fuente varia "lentamente"”). En ese caso

la perturbacion se aproxima por

hy(e?) 46 [ Ty(t-r , =) &ix

hr )

Nos concentraremos en el sector espacial de la perturbacién, porque

podemos usar el gauge de Lorenz para obtener las restantes componentes.

En efecto para fuentes monocromaticas, el gauge de Lorenz queda

T k o 1 = .
OZL\a'k:L;"O-‘-“é!“:L

olE
I
Q"o
+
s
L
-]

St (;)=ﬁ=1.3.3 obtene mos lq°9 = —i < L\"Piq {= _\‘Po)

\ M [4

Los indices sobea y bajan

St é:o obtenemos h'g = —i & LY o con 09 9 74
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Para llevar el integrando a una forma diferente, consideremos la conservacion

de la energia-momento (no usamos derivada covariante porque T;; es del

mismo orden que la perturbacion):

;T =0 > 2. TY9-o0o

\ al-l-oo A i BIT-!Q - O

4
7

= é:O obtene mos -
¢ Jpr T

=0

 —

(\-’ . A )
También la ecuacidn de conservacion implica que 2423: T = ©

es decir, LoiTet L TP _ o
¢ ot ox® xl 92
Restando las ecuaciones, y usando la simetria de T .
o 92 T °©° ~ b" T (X
¢t Jt* 2xBoax”
Multipliquemos este resultado por x¥x* e integremos:
2 {
il az (Too z‘xs Aax = ( a TP x“xs Asz = 2. J(Tfs Asx

et St ) ) 2xB ax>

En el daltimo paso hemos integrado por partes dos veces (no hay término

de bordes porque T*® se anula fuera de la localizacién de las fuentes).

Reemplazando en he,

TP~ 26 0 9 (1o a e gy

A r c? 2
ot
t :tret
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Definimos el tensor de momento cuadrupolar de la densidad de energia (es

un tensor frente a rotaciones espaciales en Minkowski):

I-(p - ( Te° 2% ZP ‘431

e

Entonces

En la aproximacidon mas baja, la radiaciéon de una fuente localizada que
varia lentamente es la radiacion de un cuadrupolo puntual. La doble derivada

temporal indica que la perturbacién es proporcional al cuadrado de la

frecuencia. La ausencia de radiacion dipolar gravitatoria se debe a que el

momento dipolar de la distribucion de masa de un sistema aislado no puede

variar porque se violaria la conservacion (automatica) de la cantidad de

movimiento.

> Estrella binaria: consideremos un sistema de dos estrellas orbitando alrededor

del centro de masa comun. Para simplificar supondremos que las dos estrellas

tienen la misma masa M.

En la aproximacion newtoniana es

GM _ R
z w"
&—&-:Q aco_atr(_c‘geja—

veckd Pe'
l_‘n'\.-\&d de Wr339

La frecuencia angular de la 6rbita resulta L= / GM
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La densidad de energia se escribe como

T = M §(3) [ §(x-Res L) §(y-Rswmot) +

+ $(x+Rceos At) 5(';}“@5""'9"()]

y su momento cuadrupolar es

(14 = 2M " RPeos’ab = M &t R (L cos2at)

Io“s = (-I—oo X“lb J;l

J

Ilz -2M 61' Ql 3en7'.n-t—_ M 61' Ql I\x—coszﬁt)

12
l I = 2M & RYeos ak sen at =M Rser 2t

Iu = I ) J resto de € (o wpRhentd (& anuvdan .
f

B ——fcos 2t mmim_0\7
l“dp(tl?) o~ —gGMRz n Py - =~ A )

¢4 r \Scr\ 1Qt,.¢t il ©= A Q' § & Sppy U/

Notese que la traza de la perturbacién es distinta de cero:

L\: —T\ it —T‘\oo _—\'\aﬂ =] —T\oo-_'-—&_c‘s —I;\.‘a'°< — s - -
v
o t 330;643 lorent —J

es distinta de cero porque hay dependencia en r. Como la perturbacion de

la métrica es h i = L“"é‘ -1 "4y h , esto significa que h,, es no nula.

Para pasar esta solucion al gauge TT, usando la libertad de gauge remanente,

ver Problema 32 en Schutz Seccién 9.7.

Notese el caracter no-machiano de la solucion: un efecto fisico como la emisién de una onda gravitatoria
se produce por la rotacion de dos cuerpos en un espacio por lo demas vacio.
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5-,“’,,0; ;. Carrall

P> Pérdida de energia por radiacién gravitatoria

primeras derivadas de la métrica se anulan localmente mediante un cambio

de carta). Sin embargo, en soluciones asintéticamente planas es posible dar

una definicion global de la energia de la solucion. Aun asi podria pensarse que

en la aproximacidn lineal, donde la perturbacion h;; es vista como un campo
[

que se propaga en la geometria de Minkowski, deberia existir una nocién de

densidad de energia para ese campo. La energia de un campo, como el campo

electromagnético, es cuadratica en el campo; esto obliga a avanzar un orden

mas en el desarrollo perturbativo:

9 - l").-+|f\‘l.,.+\'\‘:),

0/

o)
—

<

donde % - ¢J (|L" |*). La expresion linealizada del Ricci, que usamos

hasta aqui, debera ahora incorporar términos cuadraticos en la perturbacion:

)

(2)
Ri; = Ry + R
4 J J

L (inecalizade
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Las ecuaciones de Einstein de vacio, R.: = 0, se deben cumplir a cada orden:
J

ler orden: R (5"; [ \«\m] = O (es el orden ya estudiado)

2do orden: 2(;;‘ {Lf."] + 2(:(; fw] = o

Vamos a usar esta ultima relacidon para armar una ecuacion de Einstein para

(2) S .
h ¢y en el siguiente sentido:
v

Ny RV W] = _p®@

. ;. (1) ,
El miembro derecho es cuadrético en h;;, y actiia como la fuente en una

Ny : c c () ;o
suerte de ecuacion de Einstein lineal para h; . Con el espiritu de ver al
v

segundo miembro como el tensor de energia-momento correspondiente a

1)
la perturbacién h;; , llamaremos

LJ_—

t.. . i ( 2(.2_)[\'\(1)" _|_ o QR(Z\I-L\U)] \
AR S SR RS

Como el miembro izquierdo de la ecuacion de Einstein es lineal en la

perturbacién (R ‘v'; [W] = 21‘; [W0] + 2‘;} [wew] ), y vale la ecuacion de ler orden

2(,,; [W’] = 0, podemos resumir diciendo que si gij = i} + h.j ,entonces

la perturbacion h;; cumple que

R [W] - L 75 RO[1] = k £ ]

(1) iy : : :
donde L\:"i es la solucion de las ecuaciones lineales y homogéneas

2‘.:&.’ [W9] =0



R. Ferraro - Notas para un Curso de Relatividad General

Es facil verificar que 'a‘-_(zuf’ N R M-I R R ) =0 a
) [ J 7 23 [ ] ¥
de modo que tenemos la conservacion automatica de la fuente en la

geometria de Minkowski:

r),:, tb(’ =0

La principal limitacién para interpretar a £* como un tensor de energia-
momento para la perturbacién lineal k"’ no es la falta de comportamiento
tensorial ante cambios de carta, pues no puede esperarse que lo tenga en el
marco de las aproximaciones realizadas (si es tensorial ante transformaciones

de Lorentz). El peor obstéculo es que £ no posee la invariancia de gauge

caracteristica de la aproximacion lineal (la transformacion de gauge es
m
he j

— ”.’1.:) +Tut Jj14 ); esto se debe a que t“ se construye con 2‘:} ,

: : . : Q)
mientras que la invariancia de gauge es propia de R ;.

0

Como deciamos al comienzo, no es posible esperar encontrar una buena
definicién de densidad de energia, siendo que las primeras derivadas de la
métrica se anulan localmente mediante un cambio de carta. Tal vez la
informacion necesaria para definir una densidad de energia podria recogerse
promediando en regiones del tamafo de varias longitudes de onda.

Con ese fin, promediaremos a cero todos los términos que sean derivadas

de funciones oscilantes,

<Q:iX> =0

Si X - AD resulta:

<A Jd:B>=-<Bo:A>
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) L
y asi convertiremos los términos de Rij que tienenla forma w9 h en

términos cuadraticos en derivadas primeras. Después de un largo céalculo

resulta

L hke,s L,"‘,é —hih,

k(
)>— 2 | 1 k \’\.L(‘«'..;A’) P

{t:,:> =L
) 4k

que resulta invariante de gauge. En vacio siempre es elegible el gauge TT,

l’\ =0 f \;\k“ k:O (satz Jt& f“Je de Letcn?)

Luego:

{t:> =4 LW, . R .S
0 k_clu ,’

321G

P> Energia-momento de la onda plana

TT
h .. = Hi. coskez’
“9 a
A
2 (a2 112\ 1/,
‘-\H++1_|x) /7 &

Si la onda se propaga en > es

(o] (o)

Hi= | —— . k: = _a o, o)
N I ’ R /
Hx-H,.J

4
<tiz>= S (4reHl)

NG

O
®) (@)
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I» Estrella binaria

. L] , o oo Ta radiacic . .

E = (<t°°> dix
J

y el flujo de energia por unidad de tiempo sobre una superficie esférica en

el infinito es .
MOFMJ Vv\;.'l'af\é .

P - K Lt°*> m; 2 da M -(o, 2,9 t)
) A \ '-Flf'f,
Seo

El resultado para la estrella binaria que ya hemos considerado es (hay que

pasar la onda al gauge TT):

P- 128 ® gmtR4_a‘ = z G M5
5 = c® R5

— pulisting source of radis
7 0 J i

> Pulsar binario PSR 1913+16

L 3sceasioa rects ) declinacisn

En 1974 Hulse y Taylor descubrieron un sistema binario formado por un

pulsar y una estrella compaifiera. El pulsar es una estrella de neutrones en

rotacidon rapida. Posee una emision electromagnética muy colimada que se

comporta como un faro. Cuando la emision se dirige hacia nuestro punto de

observacidn, registramos un pulso en ondas de radio. El estudio sistematico

de la variacion de los tiempos de llegada de los pulsos permitié establecer

el radio de la 6rbita del pulsar; pulsos emitidos desde el punto mas alejado de

la 6rbita llegaban 3 s atrasados respecto de los que se emiten desde el punto

mas cercano de la orbita. La velocidad orbital se obtuvo de los corrimientos

Doppler al rojo y al azul. Asi fueron determinandose todos los parametros:
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distancia: 6,4 kpc

masas: pulsar 1,4 M, compafnera 1,38 Mg,
periodo orbital: 7,75 h
periastro: 1,1 R apastro: 4,8 Rg

corrimiento del periastro: 35000 veces el de Mercurio

periodo del pulsar: 59 ms

Usemos la expresion de la potencia total emitida en ondas gravitatorias

(aunque no estemos ante una orbita circular): P 3 x o4 W
~

Por otro lado, la energia mecanica del sistema es

2
zZR
cinetica - & potencit

Usando la ecuacién de movimiento ©*R*> = C% resulta Eec= - GN
aRr

La potencia radiada debe traducirse en una disminucion de la energia

mecanica del pulsar binario:

P__clEM-ec,= _GML.R - z G" Ms _ _GNL.R

Jdt 4t ’ S Tsrs 4Rt
= |’2 - 2 G3N5~_@x|o""§‘ (___Z.EL de ocverds o 25
’ R S R4c5 \ I Q. ecuscdade Mv)

La radiacion de ondas gravitatorias produce un efecto acumulativo sobre

los parametros del pulsar binario (disminucidn del radio orbital, aumento de

la frecuencia orbital). Hulse y Taylor observaron durante mas de una década

los parametros del pulsar binario, registrando un total acuerdo con la

prediccidon de Relatividad General (Premio Nobel 1993). Otros sistemas del

mismo tipo han mostrado resultados similares.



23 Geometria de Reissner-Nordstrom.
Geometria de Kerr

269
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BH,L'aJ : Carroll
P Teorema "no pelo"

Las soluciones estacionarias de las ecuaciones de Einstein, de tipo agujero
negro asintoticamente planas, acopladas al electromagnetismo, que no posean
singularidades fuera del horizonte de eventos, estdin completamente
caracterizadas por la masa, la carga eléctrica (y magnética, si la hubiere),

y el momento angular.

Si hubiera otros campos de largo alcance actuando como fuentes, podrian
n n .
aparecer otros "pelos". Pero la idea general de este teorema es que unos pocos

parametros caracterizan completamente la solucion.”

Como estas soluciones son vistas como el estado final del colapso
gravitatorio, llama la atencion que el estado final no guarde el registro de
ninguna otra caracteristica del estado inicial (por ejemplo, el objeto que
colapsa podria no ser simétrico, etc.). Esto significa que la diferencia entre
los posibles estados iniciales es radiada en forma de ondas gravitatorias

durante el colapso.

D> Horizonte de eventos

Asi como sucede con la solucién de Schwarzschild, esperamos que otros
tipos de agujeros negros también posean horizontes de eventos. El horizonte
de eventos es una propiedad global de la solucion, que proviene de su
estructura causal. Se trata de una superficie nula que separa aquellos eventos
que admiten una conexion causal con el futuro nulo infinito, de aquellos
otros eventos que no lo admiten. Como se trata de un concepto global,
dificilmente puede ser capturado en términos de una carta. Sin embargo,

los horizontes de topologia esférica asociados a soluciones de tipo agujero

negro pueden ser caracterizados de esa forma si la carta es apropiada.

* Se trata de una conjetura que tiene demostraciones en casos especificos o bajo hip6tesis adicionales.
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© En una geometria estacionaria debe existir en la region externa un vector de

+ =0,

/

Killing temporal K -3 _ ; podemos elegir una carta tal que g_l: 3
ot

@ Enlas hipersuperficies t=cte elegiremos una carta (r, e, ¢) tal que la

métrica se vea en el infinito como Minkowski en esféricas.

o Supongamos que cuando r decrece desde el infinito las hipersuperficies
r=cte son temporales hasta volverse nulas enr = r, (yparatodoe ,y ).
En tal caso, para regresar desde r < r,, habria que atravesar una superficie

nula, lo cual estd prohibido (no se puede superar la velocidad de la luz).

~
© Como dr esla 1-forma normal a las hipersuperficies r=cte, d¢ deberia

hacerse nulaenr = r, ; es decir,

028(3:";;):3”- én r:rH

Entonces la ubicacidon del horizonte satisface re _
9 (ry) = ©

Esta sera nuestra forma de aproximarnos a la nocién de horizonte. Los
diagramas de Penrose de las soluciones que vamos a mostrar confirmaran
que es la forma adecuada. Puede inquietar que la posicidon del horizonte

se obtenga a partir de %"“ en lugar de . En las soluciones con rotacidon
sucede que el sector temporal de la métrica es no diagonal en la carta usual;
aparece una componente 4ty no nula. Resulta entonces razonable que la

. 7 . . 7 \B
ubicacion del horizonte quede asociada a la anulacion de ‘a i
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P

>

Geometria de Reissner-Nordstrom (agujero negro cargado)

En la misma época de la soluciéon de Schwarzschild se obtuvo también la
solucién esféricamente simétrica con carga eléctrica Q . Esto significa que se
resolvieron las ecuaciones de Einstein-Maxwell para una fuente
correspondiente-al campo electrostatico de una carga puntual. Para planteary
resolver las ecuaciones de Einstein debera tenerse en cuenta que la métrica

incognita también aparece en el tensor de energia-momento. La solucién es

ds* = A 2P - A der - e del A= 1-M6  GQ

ret rich

Horizontes: fa" (F)=0 = D) =0

(10 F)

o

© Si GM*5>Q" Hay dos horizontes de eventos, que son singularidades de la

o)

©

carta utilizada. A cambia de signo dos veces; la singularidad r=0

es entonces una hipersuperficie temporal y puede ser evitada.

Si GM*< @* No hay horizontes; A'es siempre positivo, y la coordenada r
tiene siempre caracter espacial. La singularidad r=0 es una
hipersuperficie temporal y visible; es una singularidad desnuda.
Se considera que no se forman objetos de este tipo enla

n /4 . "
naturaleza ("censura césmica").

Si GM*= Q@ (agujero negro extremal); A - (1 = ""G) > 0 . La coordenada
r es espacial en el interior, pero es nula en =MG/[¢ . La
singularidad r=0 es una hipersuperficie temporal. Notablemente
este es el caso donde la repulsién coulombiana equilibra la

atraccion gravitatoria entre cuerpos cargados.
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P Geometria de Kerr (agujero negro rotante)

En 1963, 47 aifios después de la solucion esférica de Schwarzschild, Kerr obtuvo

la solucion axialmente simétrica de las ecuaciones de Einstein de vacio. La

geometria de Kerr esta caracterizada por dos parametros: la masa y el

momento angular. Para quien se interese en saber como se obtuvo una

solucion de esta naturaleza, es recomendable la narracidn que el propio autor

publicara en 2007 (arXiv:0706.1109). La solucion es

ds? = (1 _ 26Mr \ 2 Jt* L 4GMar sen’e dtde _ f7‘ drt _ p2de’
’ I

\ glc," / g”'c JA
5e0O [ (rry a?)* _ ot A ser’o | dp?
f" L S 7 J J
donde A= rt_ 2GMr o ) g"g ri+a cs?o
¢t .

Para r grande es ~ L2 6™ 26N 2 g

Qe =~
0 rct P

2
%omz ZGMa Sen'© L= =5 Cos"e)

! rct i

P> Gravitomagnetismo: 9 = es comparable al potencial vector de un dipolo
V=l

magnético en un espacio euclidiano:

i -
) r Admxr—wgcneAQ!r—““L—Aqa

KJ?“{‘ r3 e 7 r oy W

/

| ~ o9
r Seaeo 3_? pues ?E (QT 'e’f)__ i

entonces:

A\P =2Eyy A = m Sén © FV( e AHSI.O;O ° aoy
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La magnitud ] :=cam es el momento angular de la solucidn. Asi resulta no sdlo

de la analogia magnética sino de la definicion global de momento angular,

que se utiliza para soluciones asintéticamente planas.

Las coordenadas (t, r, e, p) se llaman coordenadas de Boyer-Lindquist.

En el limite a-o recuperamos la solucién de Schwarzschild en la carta usual.

Si hacemos ™ = o0 obtenemos la geometria de Minkowski, aun cuando «¢0

(porque correspondea M - o0 ,1-0 pero o =c % = cte).

En efecto, si M= 0 tendremos la geometria de Minkowski en coordenadas

esferoidales obladas (un tipo de coordenadas elipsoidales):

Jsz - C1 Atl = M th_(rz-'.q:'cosle)dez_(rl_‘_q?) Seﬂze dipl

T
r:+a

cuya relacidn con las coordenadas cartesianas es

2 - \[ritad sen® cos P, ‘3_ | ri+d sen © seny, t=¢ cos ©

C v v

Las superficies r=cte son elipsoides de revolucién alrededor del eje z:

o ————— 2 1

/ \——/r:cfe *rtd o+ -
7= = cleal r*

b3

\____/

En lugar de los conos caracteristicos de las coordenadas esféricas, las

superficies © =cte son hiperboloides: x?+ lé‘ —a'sel © o2
i kz — Al - 4AA) A
2
Q_ 1 B=cte 7tz+(‘41-2-t ton"© = a* sea? ©

7
v \a
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En el plano xz las lineas coordenadas

se ven asi:

El disco de radio @ en el plano xy corresponde a r=0. Sus distintos puntos se

diferencian por los valores de las coordenadas © , ¢ . En efecto, si r=0 resulta

qUEZ=0, X=Q5en® CosP, Y = ASer® Sen P . En particular, x’+5‘1 = @ set® -
(74

Volviendo a la métrica de Kerr, vemos que no depende det, yque 9, ,%0 .

Decimos que la métrica es estacionaria; no es estatica porque Qiyp¥O implica
v J

que la métrica no es invariante ante el cambio t — -t . La geometria de Kerr

es singular en P = 0, donde el invariante de Kretshmann Ry, R*“% diverge.

q se anula en r=0, ©-I (en Minkowski estos valores de las coordenadas

describen el anillo de radio a, en el plano xy).

P> Horizontes: el sector radial de la métrica constituye un sub-bloque diagonal.

Por lo tanto resulta que 3": 9,.;'. Entonces la anulacion de g" requiere que

A(ry) =0

Si GM 5 a se tienen dos soluciones (horizontes exterior e interior):

Cl

r+=C7_M+\/G‘M‘ o

- et — A
4

-
[ =

GM < o, conduce a una singularidad desnuda. El caso GM _ o, se llama

C
"extremal".
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D> Orbita de un foton

Consideremos la orbita circular de un fotén en el plano ecuatorial © =L .

dst= O = gtt c;tl + 2 Atw JtA‘P + qm--d‘pl
v vy 4 ory

dp\ _ _ dty 4 J( Ste \2 9t recocdemss 9ty . o
d

(
\T}i‘ 95’? - V\ 39’3’) 9‘1‘!’ v 39’?

Evaluemos esta cantidad sobre la superficie donde se anula 9 (desde el

punto de vista geométrico, esta es la superficie donde se vuelve nulo el vector

de Killing K - 2,y se llama "superficie de limite estacionario”)
(4%

e
o |0~

La solucidn no nula tiene el signo de @ , y es interpretada como un fotén

moviéndose en la direccion del giro del agujero negro. La solucidn nula

indica que el fotén que intenta moverse en sentido opuesto queda fijo (en

esta carta, por supuesto) cuando la 6rbita se realiza sobre la superficie de

limite estacionario donde dtt=0

~— Jtt=0

((//(/\?J)\;j ecgosters

Este fendmeno es conocido como el "dragueo” de los sistemas de referencia,

pues implica que las particulas que estan dentro de la "ergosfera” (region

comprendida entre la superficie de limite estacionario y el horizonte externo)

son obligadas a moverse en la direccidon del giro del agujero negro.
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Cuando el fotdn estd sobre el horizonte externo, la menor de las dos

velocidades angulares que puede tener el fotén es

(j‘%)_ (r_'_) = L = —(1“ (Cl\ v\ Seal ;g’. Jg ('g"'ac;n_,\ M;Jubgrg “c;’,)

2 <
ré+a

Esta cantidad recibe el nombre de "velocidad angular del horizonte” (0, .

D Proceso de Penrose

Una particula libremente gravitante en la geometria de Kerr conserva el
valor de E = K-, donde K= :_t es un vector de Killing. K es un vector
temporal fuera de la ergosfera, pero dentro de la ergosfera es espacial. En
cambio p es siempre temporal. Como una particula puede entrar y salir de la
ergosfera, Penrose ided un proceso mediante el cual la region exterior podia
ganar energia. La idea es que una particula entre en la ergosfera (con E > 0,
claro), y alli se fraccione en dos partes. Como K es espacial dentro de la
ergosfera, es factible que una de las partes adquiera una E < 0. Se puede ver
que en tal caso esa parte no puede emerger a la regidon externa (a menos que
sea acelerada). Por conservacion de la energia, la otra parte posee energia
mayor que la particula inicial. En caso de emerger de la ergosfera, la region
exterior habrd ganado energfa. Se puede ver, ademds, que la parte de energia
negativa debe tener momento angular negativo, contribuyendo asi a la
disminuciéon del momentoangular del agujero negro. El proceso de Penrose

extrae energia del agujero negro rotante a expensas de su momento angular.

P> Geometria de Kerr-Newman: es la geometria de una agujero negro rotante

y cargado. Fue obtenida en 1965.
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> Diagramas de Penrose: geometria de Reissner-Nordstrom

Las Figuras pertenecen a: V. A. Berezin & V. I. Dokuchaev, "Global geometry of space-time with the charged shell", arXiv:1404.2726.

v :
GM*<Q* c
(singuiocidad desauds) I
.
) i

GM*> @t

Estos diagramas corresponden a la maxima extension analitica de la

geometria en cuestion.
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P> Diagramas de Penrose: geometria de Kerr

ELECTRICALLY CHARGED

AND/OR ROTATING WORMHOLE

other
universe

anti-gravity
universe through O
ring-shaped
singularity
(rotating
holes only)

our
universe

paths into ather| /

permissible |
universes
event horizons

Fouter" event
"N horizons

tomado de: https://en.wikipedia.org/wiki/Penrose_diagram

other

universe

A

other
universe

“timelike"

L singularity

\ rF¢o

En este diagrama conforme no

puede decirse que cada punto

representa una esfera, coOmo €n

los anteriores casos, pues la

geometria de Kerr carece de tal

simetria.

B lidad .

corresponde a fijar el valor ©:-%;

por eso r=0 es la singularidad.

Pero en cualquier otro valor de

© no habria problema en

extender la carta a los valores

negativos de la coordenada r, ya

que no atravesariamos la

singularidad. Sin embargo, en una

region con r negativo aparecerian

curvas temporales cerradas (CTC).

Si una curva tiene t=cte, r=cte <0,

y ©= %’- entonces el intervalo es

Jy)"

dsl—_[r‘+a3+ma3‘]

ret

Para r suficientemente pequefo y negativo, resulta ds*>o: la curva es temporal,

y se cierra porque la coordenada y es periddica. No obstante, estos aspectos

que aparecen en las extensiones analiticas de las soluciones deben verse como

totalmente especulativos; se considera que el colapso gravitatorio no genera

todas las regiones que aparecen en el diagrama.



24 Accion de Hilbert. Ecuaciones de
estructura de Cartan
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> Accion de Hilbert
Las ecuaciones de Einstein pueden obtenerse de un principio variacional. La

accion de Hilbert (o de Hilbert-Einstein) es

] = c? g(—R—Zl\> @442

sipnaturd (+---)
| 4

Para efectuar la variaciéon usaremos que

R = §(99 R, )= 8a% R.. + q¥ SR
/4 v D [ J

Para calcular %) §R.; en un evento P cualquiera usaremos una carta
o v

localmente inercial con origen en P. De esa forma vale que

r::;;(P‘:D, %MM:‘P (P) = O

Entonces

mn SR — ogwmespb — gwe b _ &rF
S il 1SS LY T LA Ll LS € o A
_(o(mmél"" _%’“‘Pgr‘m >

Aunque las componentes de una conexidn no transforman tensorialmente,

las componentes de la diferencia de dos conexiones si transforman como

componentes de un tensor. Por lo tanto, el resultado es tensorial; es la

cuadridivergencia de un vector. Para pasarlo a una carta arbitraria alcanza

con reemplazar la derivada comun por derivada covariante:
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k

qi'd. SR;'\ = (9‘3 ér‘j = 9\“‘ SPL‘ \
1 J 7

v () d 3 7/

Como esta parte de la variacién de S es una divergencia, se puede usar el

teorema de la divergencia para convertirlo en un término de borde que no

afecta las ecuaciones dinamicas.*

*La expresion anterior contiene variaciones de las derivadas de la métrica, que no se anulan en el borde. Para evitar esta contribucién

de borde a 65, se debe sumara S el término de borde de Gibbons-Hawking-York.

Entonces la variacion de la accion de Hilbert da

+é ruiino de borde

-EVig 95 555 sgu R, + 49 SRy

R - 34 1 $371 |lgl 4z + tecmines

de borde

sipnafura (+---)

En presencia de materia la accibones S =5, +S p - La variacion de esta
accion respecto de la métrica debe conducir a las ecuaciones de Einstein con

fuentes. Por lo tanto, el llamado tensor de energia-momento "métrico” es tal que

- St derivads

SSust = \ L T.. $a4 y1al J9 - T _ 2¢
V gavd funcional

= \
C [

girnafura (+ -=-)
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P> Invariancia de gauge de la accién

Es importante destacar que algunas variaciones de la métrica en la accion de

Hilbert-Einstein no generan dinamica, porque la accién es indiferente a esas

variaciones sobre cualquier evolucion de las 10 variables dindmicas 9:; . Eso

ocurre cuando la variacion de la métrica tiene la forma

+ L

0ll
QO

Y]
ool

es decir,

Cuando no hay torsidn vale reemplazar las derivadas comunes por derivadas

covariantes. En ese caso, si la conexion es métrica se anula el primer término:

a4 = 9" 1., + gk 3} Kk = 2 5578
d v 7 b 2

Entonces la variacion de la accién queda
G* 3(4’.;3)
I\M
3 —
< (Z G;: 5(.".6) Vig| J‘x + térmi.'\aé de \_,erle
lo® G J ¢ ¢ ¢

65 = —

Como el tensor de Einstein es simétrico y tiene cuadri-divergencia nula:

3
65 = - ég 2 (G ‘.‘) ; ) V|g J" + té( minoy <& Lerle
16T Qg J - Jsd

El primer término se convierte en un término de borde usando el teorema

de la divergencia. Por lo tanto, el tipo de variacion considerada no aporta a la

dindmica.* Aunque la accién no es en si misma invariante, como sucede con las

transformaciones de gauge en el electromagnetismo, el hecho que estas

variaciones solo producen términos de borde indica que si se dotara la accion

con un término de borde apropiado entonces podria lograrse una accion

invariante ante transformaciones de la forma § 9 = .fi 3.

* Como ya vimos, la invariancia de gauge reduce a 2 el nimero de grados de libertad (en n=4).
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B:.be i-o;- : Gasperind

P> Ecuaciones de estructura de Cartan

El uso del cdlculo exterior permite lograr expresiones reveladoras para la

torsion y la curvatura. La torsion quedara dada en términos de las derivadas

exteriores de las 1-formas de la base del espacio cotangente, mientras que la

curvatura resulta de la derivada exterior de 1-formas definidas por la conexion.

Asi, la base{E“} y la conexién se comportan como potenciales para la torsidon

y la curvatura. Esta formulacién fue desarrollada por Elie Cartan en 1922.

Comencemos por la definicidn conocida de la torsion,

T(50v): vy -9,0-[7,7)

Este tensor de tipo ( ‘z\ se descompone en una base cualquiera como

~ ~ e

T:Tm\_.r_ E&@E.;GE‘ = Eu. @ —Iqu'bg EJ_E___EG," = (7 ‘—T_“

donde hemos explotado la antisimetria del tensor para definir una 2-forma

~ X
T% "valuada" en el espacio tangente; es decir, T* es un conjunto de 2-formas

que ante cambio de base transforman como componentes de un vector para

que fq ® T resulte un tensor | i) .

Calculemos las componentes T %, :
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Vv
Los dos términos contribuyen igual a T =i2 T, . E*AE°. Por otro lado

o

sabemos que E* 5.fd - — €3 3. €*,pues E* g2 = §%. Entonces
v q ~

4
v

N

G+E‘E°aE“ ~AEC = I"Q'E

) 7~ ., ~
PAEC + LET dxt A dxi
[4

\/

—

14

"
f

4
2{

Y

m

~ . = L1 |
dxt (ussr E-ESY dz*) a

Definimos la conexion de spin, como el siguiente conjunto de 1-formas

wac - cbg

L indice de decivacion

lo que nos permite escribir

~S

—rq‘: 4 0,4_":3!1,‘ A~E° = DEQ

La derivada exterior covariante [) no s6lo actua como la derivada exterior d,

en el sentido que toma una p-forma y da una (p+1)-forma, cumpliendo todas

las reglas de la derivada exterior; la presencia del término de conexién implica

que si se aplica D a una p-forma valuada en el espacio tangente entonces

resulta un objeto tensorial de ese mismo caracter:

EQ - 'Eﬂ.': Aq}w ’Ew = D’EO. — DE‘:: j\.e.lw DE“

No hace falta demostrar esto; asi debe funcionar debido al cardcter tensorial

de la torsion T = E, ® DE*. En cambio la derivada exterior d no tiene esa

: : p q 5 o a'
propiedad, pues involucraria derivadas de los coeficientes A" o . No hay en

esto nada que no sepamos ya; el término de conexidn de spin se transforma

adecuadamente para compensar las derivadas de los A" .. que provienen

de la derivada exterior comun:
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o~ o ] ] ~"

-~ ) ~ -~ o
E* - E>_ NV E™ > WY — W, - PO E

Ejercicio: usando la transformacidon de la conexién afin y la base obtener que

] o~

&""c' = N a w*, N+ Na dN*.

Como se puede ver, la diferencia de dos conexiones de spin es un tensor.

Entonces hemos obtenido que la torsion es la derivada exterior covariante

de la base del espacio cotangente:

T = EQL®:\I'°b - E_® DE™

Veamos ahora qué puede decirse de la curvatura. El tensor de Riemann es

Q( /E:Rlé) : [V,‘\,V]E —VE

<

>l

B

Este tensor de tipo {;\ se descompone en una base cualquiera como
J

Lol — L)

R-RY . E,@E‘@E"@E® _E, 0t LZR"H,;, E*n E®

donde fue aprovechada la antisimetria de las dos ultimas entradas del Riemann.

La estructura del Riemann contiene una familia de 2-formas valuadas en el

espacio tangente:

2N
I

Racq‘b EQ.AEL

o=

talque R- E,®E¢® R°
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Calculemos los valores de KJ 5 s

a PV - —-— — PY) - -
R cab = Q(EJ;EC nEa,E.L) = <EJ: vf;‘ V-Er E, - vf- v'.' Ec — v
o Fb

Explotando la antisimetria,

d ~ ¢ = _
R cab = (Edn vE {r'ch E-F\ - V L T E£> - (&HL)
= / (Ea 9:EY) 9‘-

k — ,
Notemos que E* =€ 9, > aa_ - g‘;, E, - Asi podemos reemplazar

d_ f
: EF§Eb=S\°
(Es a:€2) o = E;%_abﬂ.j;#f—_&‘:iu‘g_ﬂ—

Entonces

4 d d
= Ep 9,TCcu + F‘ﬂ, I7,

+ EL el(a;eglr:f _ foesb)

L)

Si se tratara de una base coordenada obtendriamos la expresiéon conocida de

las componentes del Riemann. Cuando el resultado obtenido se combina con

~ = .. 54 ~ = . . y
E* A £® para construir R, - —; RY ., E¥A £*, aparecera la combinacion

§\
N — Ao

El E¥ - €5 EX Tuk = dxt

junto con E° E® = dxd . Ademds, en el segundo término se forma @d A 3f, .
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Entonces RY - LRI, LE*AZ® = AT AE "+t afo+ M4 JEF =
= Cl{r',l. éb + (‘:)Jr ’\E"-C
e f
&4
=d T~ ~ ~
R c - wdc, + LOA; A\ w;c

Ante un cambio de base, la conexion de spin transforma apropiadamente para

que la curvatura se comporte tensorialmente:

-~ ~ v ~ zJ x |/ \ ~
Eq‘—> Ea:j\q‘o\,Ew = Rc—?Rdc'= I\JAAcz.' Qdc

, . 2 : . .
Seria incorrecto pretender ver a R°. como la derivada exterior covariante de

la conexidn de spin, pues la conexién de spin no es tensorial.

P> Los resultados obtenidos para la torsién y la curvatura constituyen las

ecuaciones de estructura de Cartan,

T _ JE*+ 0% AE¢ = DE>

d T~

V4

que exhiben a la base y la conexion de spin como potenciales para la torsidon

y la curvatura.

Es interesante ver lo que sucede cuando aplicamos dos veces la derivada exterior

covariante a un conjunto de p-formas ¢® valuada en el espacio tangente:

da™ A pb-a adpt

Dl ga D (d~q, ~a by _ ~ b mO. d~¢ ~e A~L
( = ‘?S+LOL’\¢)—J((_QQL_A¢')+ c"(?s“'w(, ¢)

%

qlla’\%h

= Dz ;q' =
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En particular, como T*= DEY, resulta

Bianchi

Xa 2 a b . .
DT®* = R*, A E 1ra. identi

Por otro lado, si tomamos la derivada exterior covariante a la curvatura:

~
Q ™ ~ Be S c Za
DRL:AR&L+L0Q"_/\R5—QJ LI\QC
~ J T — _ ~ .
do§ ter vaino) d€ (paexion: pas pars cady LnIke can Gy

S'ugaas g..z. core c.rfon-\u\ d cads tLPo de indice .

D Q < ®) 2da. identidad de Bianchi

Noétese que hasta aqui no hemos introducido la métrica. En su intercambio

epistolar con Einstein, Cartan abogaba por distinguir la conexion de la métrica,

y verlas como dos estructuras separadas.

> En presencia de una métrica podemos trabajar con bases ortonormales
(también llamadas "vierbeins" o tétradas), que indicaremos con § E4 . En tal

caso la métrica es
~ ~ a’ o~ N — - ~ —_— —_—
gzr)a.LE @Eb = E~ - Es = E - NE= ab

P> Las tétradas se relacionan entre ellas via transformaciones de Lorentz locales

(dejan el simbolo de Minkowski invariante, preservando la ortonormalidad).
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P> Una conexién métrica es aquella que cumple la regla de Leibniz ante el

producto escalar. Luego, la derivada covariante de la expresion anterior da

a A
— r_‘A 2N + =
bC
a2V S 1 .’ 0
Multiplicando por E ©: | 03 Ndb + w “1 Nad = O | conexisn witeca

El resultado significa que ’LIJ&'.; = Nac 63':1 es antisimétrico.

Aunque la conexion de spin no transforma como componentes de un tensor,

esta propledad no es alterada por transtormaciones locales de Lorentz. 1

o

. . o . . N N~ A . . , .
La metricidad de la conexion implica que @b Lbe D es antisimétrico.
=h o
[

> El simbolo de Minkowski es un conjunto de 0-formas valuado en el espacio

tangente; la conexion métrica implica que DN, = O:

A

—r)%w'e—mﬂ—tbu ab = A - W _832% Nae = O
— 4

- /
0o L S¢e l> coneqion w wretricy

P> La conexién métrica también implica que D &

abe:..= 0"
De = d¢ _wts € YN _
. DEav =28, W&, -Wip e, .
O

(si &b . .. son diferentes, usar que la diagonal de & f 4, se anula por antisimetria. Para pares de

indices iguales, usar la antisimetria del simbolo de Levi-Civita para cancelar los terminos de conexion).

q O B q A“' §°’ o ghcea h ,
T Las transformaciones de Lorentz infinitesimales tienen la forma =+ &0g 7uwle’ ,donde ¢ 9" son los pardmetros
, ’ ~. a al —_—
infinitesimales. Asi el término no tensorial de la transformacién de la conexién oo & 2 queda Ao AN =8 €3 Twle 3.0 sh Jt ;

r~
su contribucién a w> ¢ es antisimétrica.
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D> La conexién de Levi-Civita resulta de pedir metricidad y torsién nula. La

condicidn de metricidad involucra 2 (w+1) relaciones entre 1-formas, que

. . .« 7 ;\' .
totalizan mx ™ (wm+1) ecuaciones. Por otro lado la anulacion de T* involucra

9
&

m relaciones entre 2-formas, que totalizan m«x ™ (w-1) ecuaciones. Asi

tenemos un total de m® ecuaciones que fijan completamente las m?

componentes de la conexion.

P Accidn de Hilbert-Einstein: sea la n-forma

Ef%td...ﬁfg,\‘é‘/\‘édh poo =

que sera proporcional al escalar de curvatura por el volumen métrico. En

efecto, e b d .. . tienen que ser todos distintos para que no se anule el

producto wedge; pero también tienen que ser § 4 .d .. . todos distintos

para que no se anule el simbolo de Levi-Civita. Entonces en la sumatoria sé6lo

sobreviven los términos donde a b coincide con f 9. Como tanto ab como f g

son antisimétricos en la curvatura, y se contraen con objetos antisimétricos,

tendremos cuatro contribuciones iguales para cada par de valores; por ejemplo

para el par 12 tendremos:

~1

AA ~ S an ~
1z, L _ 2l ~‘; ~2 _ al\oi ~
E!_)_ R 12 “EA"'—611 R12 E AEA.-.—E\, R"“31s E

Por otro lado, al escalar de curvatura R*°, . contribuyen dos términos iguales

por cada par de indices: ®R'*,, + R*',, + ... . Estas diferentes multiplicidades son

canceladas por el factor 1/2 en la expresion del comienzo. En suma, necesitamos

dos términos por cada par de indices para construir el escalar de curvatura.
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Sin embargo, cada uno de estos dos términos viene acompanado por (n-2)!

términos iguales que provienen del resto de los indices en € ,.4... :

— escalar de crvaturs
A 4

~ ~ ~~ ~ A ~/:
EL%cJ...’éfg,\‘é’z,\Ed/\,.,z (m-2)I R EOAELI\..-AEMI
¥ o i \__———v——\:_/ Ay
O = Vigl dacadx'a A Sz

En la accion de Hilbert-Einstein en n=4 dimensiones tenemos que

(—R _Z[\) @ J;OA'"AS'ZD = €abed (— L Eal - ZA E&AE") AEe E?\

A

Z 41 Y
t girnafura (+---) t_ .

siyn sfurad (4 ---)

\4

Variacion "a la Palatini": En 1919 Attilio Palatini mostrdé que variando la accién

respecto de la conexion y la métrica independientemente, se obtenia la

conexion de Levi-Civita y las ecuaciones de Einstein. Por lo tanto no es

necesario presuponer la conexion de Levi-Civita, sino que alcanza con la

hipotesis de metricidad. En la formulacidon que estamos viendo deberiamos

variar respecto de la tétrada y la conexion de spin independientemente:

:‘g ~ ~ ~, a~
SR“b: JSw“'b+ SLT)“'CA we, + a’lw N éﬁ)&b - Dsa)“'\a

b e

L | defecencra
=R &G tesuq'l'ensar fe .
- T A oW

[%

— Conexion widlrica

= akt -Y: ~3 ~e ~% ~A ~r ~% ~A tél"‘l"l\o
= Sw(?""’“ RAEAE ) = Catbed DSC’B“’"AE‘AEJ =2 €apegd SGELAESA DE? +

de botde
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Las ecuaciones dinamicas de vacio son:

@ La primera ecuacion significa que la torsion debe anularse: hay tantas ecuaciones

como componentes de T¢ (6 elecciones para ab por 4 componentes de la

3-forma), que es el nimero de componentes de §5%%® . Por lo tanto la conexién

es la de Levi-Civita.

© La segunda ecuacion corresponde a las ecuaciones de Einstein.

P Ejercicio: mostrar que sila conexion es la de Levi-Civita entonces

2:')"'\=L C'\“‘—CEAA—C-\QA)EE
2

donde los ¢, ¢ son los coeficientes de rotacion de Ricci:

ver Propiedaden
de /o derivala de Lie

Para ello, mostrar que &,. es antisimétrica, y que anula las componentes

TE¢(E, ,Eq) de la torsion.

D Ejercicio: mostrar que [ gq, Eb] - Cat €

~~

JE® - _1 C'a.l: EEAEB
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