Relatividad General — 2do. cuatrimestre de 2021

Guia 7: Cosmologia. Otros topicos.

1. Considere un espacio-tiempo cuyo intervalo es
ds® = dt* — a®(t)d(?, (1)

donde df* es un elemento de arco isétropo y homogéneo (cada hipersuperficie ¢ = constante
es un espacio de 3 dimensiones isétropo y homogéneo). Considere dos puntos Py @ de

coordenadas espaciales fijas.

a) Verifique que dos particulas libremente gravitantes inicialmente en reposo en Py @

permaneceran en Py ().

b) Muestre que la velocidad relativa entre los puntos, debida a que a(t) cambia con ¢, es

proporcional a la distancia entre los mismos.

c¢) Calcule el corrimiento de frecuencia

Vtuente — Vobs (2)

Vobs

para un rayo de luz emitido en una galaxia en P y recibido en otra galaxia en Q.

Muestre que si 2z < 1 es
2z~ Ho =g, (3)
donde H es la “constante” de Hubble y o es la distancia entre las galaxias.

2. En la geometria del problema anterior plantee las ecuaciones de conservacion 7", para un
fluido perfecto. Resuelva para una ecuacién de estado p = wp, donde p es la presion, p es la

densidad de energia y w es una constante.

3. Dado un modelo de Friedman-Robertson-Walker espacialmente plano y sin constante cos-
moldgica, con una ecuacion de estado p = wp, demuestre que si w # —1 la densidad de

energfa p es proporcional a 1/t?, donde t es el tiempo.

4. Muestre que en un modelo de Friedman-Robertson-Walker espacialmente cerrado dominado
por materia no relativista, un rayo de luz que viaja desde que el universo comienza a
expandirse completa una vuelta al universo justo en el momento del recolapso. Mostrar
también que en un modelo con radiacién solamente, el rayo de luz sélo llega a recorrer medio

universo antes de que éste recolapse.

5. Suponga un universo isétropo, homogéneo, con constante cosmoldgica A, conteniendo ma-
teria en forma de polvo (presién nula), y muestre que existe una solucién cerrada estética

para la métrica pero que es inestable (universo de Einstein).
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. Suponga un universo isétropo, homogéneo, espacialmente plano y vacio, con constante
cosmoldgica A. La constante cosmolégica en las ecuaciones de Einstein equivale a un tensor

de energia-momento isotropo

Act
T;w — (%) g,ul/a (4)

que es el que corresponderia a un fluido perfecto con ecuacion de estado p = —p.

a) Muestre que la expansién es acelerada y obtenga la constante de Hubble H (en este

caso H es verdaderamente constante).

b) Encuentre un sistema de coordenadas en el cual la solucién hallada resulta estatica

(universo de de Sitter).

. Calcule la distancia actual a la que se encuentra una fuente con z = 1000, suponiendo que

el universo es espacialmente plano y estd dominado por materia.

. Mediciones recientes indican que el universo es espacialmente plano y que, en su etapa actual,

se expande aceleradamente con

aa
gl = 55 = 06, (5)

Teniendo en cuenta que la densidad de materia es p/c* ~ 2,7 x 10727 kg m~ (incluyendo
materia oscura), y que la presién de la materia es despreciable, obtenga el valor de la

constante cosmologica que seria necesario para justificar el valor del parametro de aceleracién

q.

. La solucién esféricamente simétrica de las ecuaciones de Einstein, con masa M y carga

eléctrica (), viene dada por la métrica de Reissner-Norsdstrom:
oM Q? oM Q*\
ds* = <1 - —+ Q—2> dt* — (1 - —+ Q—2) dr* —r? (d6* + sin® 6 dp®),  (6)
r r r r
donde las unidades son tales que G = ¢ = 4mweg = 1.

a) Verifique que esta métrica es solucién de las ecuaciones de Einstein con el tensor de

energia-momento correspondiente a un campo eléctrico radial

B=9; (7)

r2
y campo magnético nulo.

b) A partir de los ceros de gop, vea que la geometria tiene dos horizontes, con radios

r_ < r,, denominados interior y exterior, respectivamente.

¢) ;Qué sucede con los horizontes si |Q| = M y si |Q] > M?
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10. Sea el espacio-tiempo cuya métrica viene dada por
ds® = dt* — dI* — (r§ + %) (d6* + sin® 0dp?) , (8)

donde 7y es una constante, —oo < t < 00, —co <[l < 00,0 <O <7y 0<p<2m Nota:

esta geometria se denomina agujero de gusano de Ellis.

a) Interprete el significado fisico de las coordenadas (t,1,0, v).

b) Describa el espacio-tiempo, indicando sus simetrias, si tiene o no horizontes, cémo son

sus regiones asintoticas (I — +00), etc.

c) A tiempo fijo, caracterice las superficies con [ = constante. ;Qué sucede con el area de

las mismas al ir modificando la coordenada [? En particular, analice el caso [ = 0.
d) Verifique que las componentes no nulas del tensor de Einstein son

2
7o

_Gtt — _Gll — G99 = Q%Y = .
(g +12)°

Utilizando las ecuaciones de Einstein

e, =, (10)

v C4

obtenga la densidad de energia p, la presién radial p, y la presién tangencial py,

suponiendo un fluido cuyo tensor de energia-momento es

T = diag {p, pr, pt, Pt }- (11)

. Qué sucede con los signos de la densidad de energia y de las presiones?

11. Considere la solucion estatica con simetria cilindrica de las ecuaciones de Einstein en vacio,

que (en unidades tales que G = ¢ = 1) se puede escribir en la forma:
r 20 r —20+202 r —20
ds?® = (—) dt* — (—) (dr* 4 dz*) — Wg (—) r2d6?, (12)
To To To

donde ry > 0, Wy y o son constantes.

a) Halle cuéles son las componentes que se conservan del cuadrimpulso de una particula

de masa m que se mueve libremente en esta geometria.

b) Obtenga una expresion para la trayectoria de dicha particula para un movimiento en

un plano con z = constante.

¢) Encuentre los valores de o para los cuales es posible una trayectoria circular en dicho

plano.
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12.

13.

14.

El sistema binario J0737-3039 esta formado por dos pilsares de unas 1,3 masas solares cada
uno. Descubierto en el ano 2003, se encuentra a unos 500 pc de nuestro planeta y el periodo
de rotacion del sistema es de 2,4 horas. Utilizando el modelo cuadrupolar y tomando érbitas

circulares:

a) Estime en cudnto se reduce en un ano la distancia entre los dos pilsares, debido a la

emisién de ondas gravitatorias.

b) Calcule la amplitud con la que llegan a la Tierra las ondas gravitatorias provenientes

del sistema binario.
(M ~ 2 x 10% kg, 1 pc &~ 3,3 afos luz ~ 3,1 x 10'® m).

a) Dos masas my y my giran alrededor de su centro de masa a distancias r; y ra, respecti-
vamente. Usando la aproximacién cuadrupolar y la tercera ley de Kepler w?r® = GM,

con r =1y +ry,y M = my 4+ meo, muestre que la derivada temporal de la velocidad

dw\®  [96\’ G5 .
() = (5) Gt "

donde p = mymy/M es la masa reducida.

angular w vale

b) Considere dos agujeros negros de 35 masas solares cada uno (jcudl es el radio de
Schwarzschild correspondiente?), separados inicialmente por 350 km. La distancia entre
ambos se va reduciendo debido a la emision de ondas gravitatorias, de modo que
finalmente se unen para formar un tnico agujero negro. Aplique lo obtenido en la
parte (a), calculando la frecuencia inicial y analizando su evolucién temporal hasta el
momento en que los horizontes se tocan. El aumento rapido de la frecuencia a medida

que los agujeros negros se acercan se denomina “chirrido”.

(El modelo utilizado es poco riguroso cuando los agujeros negros estdn tan cerca entre si,
pero permite entender algunos aspectos basicos de la fisica del proceso y hacer estimaciones

razonables, para mas detalles ver https://arxiv.org/abs/1608.01940).

La métrica de Kerr, en las coordenadas de Boyer-Lindquist, se puede escribir en la forma

L2
s :<1_ 2M7“) a2 4Mar sin edtdgp

p? p?
(14)
2 : 29
— %er — pPde* — % (r* + a*)? — a*Asin? 9] dy?,
con
A =7r*—2Mr + d?, 0> =1r? 4 a*cos? 0, (15)

donde M es la masa, a es el pardmetro de rotacién (a = J/ M)y G =c=1.
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15.

16.

a) Probar que existen érbitas polares cuasi-circulares en la geometria de Kerr, es decir
orbitas que pasan alternativamente por los polos norte y sur a una distancia radial

coordenada fija.

b) ;Cudl es el menor radio polar posible para estas 6rbitas?

Obtenga las ecuaciones de Einstein en el vacio extremando(*) la accién de Einstein-Hilbert,

Slg"] = — / d'c g R. (16)

167G

., Cémo se relaciona el tensor de energia-momento con la accién de la materia?

(*) Por simplicidad, estamos pensando que cualquier derivada total se puede desestimar. En
realidad, para que el problema variacional esté bien definido, es necesario agregar un término

de borde llamado término de Gibbons-Hawking.

Una solucién de las ecuaciones de Einstein en el vacio es la métrica de Taub-NUT, que en

unidades ¢ = G = 1 se escribe

2
ds? — f(r)(dt + 2N cosf dgp)Q — % — (7"2 + N2) (d92 +sin? 6 dgpz) , (17)
con
r2 —2Mr — N?
f(r) = r2 + N2 ) (18)

donde M y N son constantes. Muestre que M debe ser interpretada como una masa. ;Cual

es la interpretacién de N7



