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Capı́tulo 1

Relatividad Especial

1.0.1. La Relatividad de Galileo

La fı́sica Newtoniana está basada en la hipótesis de la existencia de una clase privilegiada de observadores, los
observadores inerciales, para los cuales las leyes de la mecánica toman su forma más simple: un punto material de
masa m se mueve de acuerdo a la ley

ma = f (1.1)

donde a es la aceleración. La fuerza f actuando sobre el punto es conocida a partir de las posiciones y velocidades de
todas las otras partı́culas en el Universo, y de un catálogo de las fuerzas posibles (elásticas, gravitacionales, eléctricas,
magnéticas, etc). Es posible agregar entradas al catálogo, por ejemplo en el siglo pasado se agregaron las fuerzas fuerte
y débil, pero es una ocurrencia extraordinaria. Los observadores no inerciales deben estropear la belleza de la ecuación
1.1 agregando horribles fuerzas no inerciales.

Figura 1.1: Izq.: las leyes de la fı́sica vistas por observadores inerciales; Der.: las mismas leyes vistas por observadores
no inerciales.

La fı́sica Newtoniana no ofrece un criterio para identificar si un observador es inercial o no, excepto verificar
a posteriori si la ecuación 1.1 se cumple o no. Pero si encontramos un observador inercial, entonces sı́ podemos
identificar a todos los demás: son los que se mueven con movimiento rectilı́neo y uniforme respecto al observador ya
identificado.

1



2 CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD ESPECIAL

Las observaciones de dos observadores inerciales son rigurosamente equivalentes, basta traducir las determinacio-
nes de tiempos y posiciones de uno y otro de acuerdo con la Transformación de Galileo: Si el observador S′, que se
mueve con velocidad v = vx̂ respecto del observador S, observa que en el instante t′ una partı́cula se encuentra en la
posición (x′, y′, z′), entonces S observa que en el instante

t = t′ (1.2)

la partı́cula se encuentra en la posición

y = y′

z = z′

x = x′ + vt (1.3)

Por lo tanto, si la partı́cula se mueve según la trayectoria x′ = v′xt
′, y′ = v′yt

′, entonces S observa la trayectoria
y = vyt, x = vxt, con

vy = v′y

vx = v + v′x (1.4)

Este es el Principio de Relatividad de Galileo. Se ve que si la ley 1.1 se cumple para uno de los observadores, también
lo hace para el otro, asumiendo que tanto las masas como las fuerzas son invariantes.

Figura 1.2: Diagrama de espacio tiempo mostrando la trayectoria de un rayo de luz.
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Figura 1.3: De acuerdo con la transformación de Galileo, un observador moviéndose con velocidad v = c/2 observa
que el rayo se mueve con velocidad c/2.

El desarrollo de las ecuaciones de Maxwell puso en tensión a este Principio porque en las ecuaciones aparecı́a la
velocidad de la luz (¿respecto del éter?) como parámetro. Por lo tanto, o el Principio estaba dando la ley equivocada
para sumar velocidades, o distintos observadores inerciales no veı́an realmente las mismas ecuaciones de Maxwell.
De hecho, ya desde el Siglo XVIII se venı́a acumulando evidencia de que no todo estaba bien con la Relatividad de
Galileo, vamos a volver sobre ésto más adelante. Por eso tenı́a sentido plantear el problema a la inversa, y preguntarse
cuál es la regla de transformación que garantiza que todos los observadores inerciales vean las mismas ecuaciones de
Maxwell.

1.0.2. La Transformación de Lorentz
Por suerte, cuando las ecuaciones de Maxwell se escriben en términos de potenciales y en un gauge adecuado, se

reducen a la ecuación de las ondas. Planteando una onda que depende sólo de la coordenada x y del tiempo, tenemos
que para el observador S′

1

c2
∂2ϕ

∂t′2
− ∂2ϕ

∂x′2
= 0 (1.5)

Entonces el observador S debe ver

1

c2
∂2ϕ

∂t2
− ∂2ϕ

∂x2
= 0 (1.6)

La gracia es, por supuesto, que la velocidad c de propagación de la onda es la misma en 1.5 y en 1.6. Proponemos una
transformación lineal

t = At′ +Bx′

x = Ct′ +Dx′ (1.7)

Entonces

∂

∂t′
= A

∂

∂t
+ C

∂

∂x
∂

∂x′
= B

∂

∂t
+D

∂

∂x
(1.8)

Si vale 1.5, entonces

1

c2
[
A2 − c2B2

] ∂2ϕ
∂t2

−
[
D2 − C2

c2

]
∂2ϕ

∂x2
+ 2

[
AC

c2
−BD

]
∂2ϕ

∂t∂x
= 0 (1.9)
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Para que esto se reduzca a 1.6, debe ser

A2 − c2B2 = 1

D2 − C2

c2
= 1

AC

c2
−BD = 0 (1.10)

Por otro lado, la trayectoria x′ = 0 debe convertirse en x = vt, por lo cual

C

A
= v (1.11)

Entonces debe ser

A = D = β

c2B = C = vβ (1.12)

donde

β =
1√

1− v2

c2

(1.13)

o bien la transformación 1.12 compuesta con la inversión temporal t→ −t o la inversión espacial x→ −x. Nosotros
adoptaremos el Principio de Relatividad de Einstein, según el cual las observaciones de dos observadores inerciales
(nótese que éstos preservan sus privilegios) son completamente equivalentes si ambos traducen sus determinaciones
de tiempos y de posiciones de acuerdo con la Transformación de Lorentz

ct = β
[
ct′ +

v

c
x′
]

x = β
[v
c
ct′ + x′

]
(1.14)

Figura 1.4: Cuando usamos la transformación de Lorentz, la velocidad de la luz permanece la misma para ambos
observadores.

1.1. Relatividad en 1 + 1 dimensiones
En esta sección vamos a explorar algunas consecuencias de la Transformación de Lorentz en un universo con una

única dimensión espacial.
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1.1.1. Distancias y tiempos

Supongamos una regla en reposo en el referencial S′. Eso quiere decir que un extremo de la regla sigue la tra-
yectoria x′0 = 0, mientras que el otro sigue la trayectoria x′1 = h′. El observador S percibe en cambio que x0 = vt,
y

x1 =
h′

β
+ vt (1.15)

Por lo tanto, la longitud de la regla, para S, es h = h′/β ≤ h′. Esta es la Contracción de Lorentz-Fitzgerald.

Figura 1.5: Las lı́neas rojas son las lı́neas de mundo de los extremos de una regla en reposo en el sistema S′. S′ se
mueve con velocidad v = c/2 y la regla tiene longitud 2

√
3. Para el observador S la regla tiene longitud

(√
3/2
)
×

2
√
3 = 3.

Si S′ lleva consigo un campanario que suena con un intervalo T ′, entonces para S las campanas suenan con un
intervalo T = βT ′ ≥ T ′. S concluye que el reloj de la torre atrasa.

Figura 1.6: El reloj de S′ suena en ct′ = 0 y en ct′ = 4/
√
3. Para S, las campanadas ocurrieron en ct = 0 y en

ct =
(
2/
√
3
)
×
(
4/
√
3
)
= 8/3.

Por otro lado, si las campanas suenan cuando x′ = t′ = 0, cuando vuelven a sonar en x′ = 0, t′ = T ′ las
campanas están en t = βT ′ y x = βvT ′. S recién va a escuchar la campanada cuando le llegue el sonido, un tiempo
t + x/cs = β (1 + v/cs)T

′. Si en vez de campanadas discretas S′ lleva una sirena que emite con frecuencia ω′,
entonces S percibe una frecuencia

ω =

√
1− v2

c2

1 + v
cs

ω′ (1.16)
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Esto es el efecto Doppler. Si v > 0, ω ≤ ω′, y decimos que la señal está corrida al rojo.

Figura 1.7: La señal emitida en ct = 8/3 demora un tiempo ct = 4/3 en alcanzar el origen x = 0, por lo tanto se la
recibe en ct = 4. La frecuencia vista por S′ es ω′ =

√
3/4, la frecuencia vista por S es ω =

((√
3/2
)
/ (3/2)

)
×(√

3/4
)
= 1/4.

Figura 1.8: La frecuencia ω en función de v/c para ω′ = 1 (azul) según Galileo, (rojo) según Lorentz.

Supongamos que S′ no es realmente un observador inercial, y lleva su reloj a lo largo de una curva cerrada Γ. La
trayectoria puede pensarse como una sucesión de lapsos infinitesimales de movimiento rectilı́neo y uniforme. Cada
vez que el reloj de S′ adelanta un tiempo dt′, S percibe transcurrir un tiempo dt = β (t′) dt′. Como en todo caso
β (t′) ≥ 1 siempre, el tiempo total transcurrido para S es mayor que el transcurrido para S′. Esta es la paradoja de los
gemelos. El experimento por supuesto no permite intercambiar los roles de S y S′, porque S es un observador inercial
y S′ no.

1.2. Relatividad en 3 + 1 dimensiones
Ahora podemos plantearnos, si las coordenadas (x, t) se transforman de acuerdo a una transformación de Lorentz,

¿qué ocurre con las coordenadas transversales (y, z)?
Como la transformación de Lorentz por construcción preserva la velocidad de la luz, si para un observador el

intervalo

s2 = −c2t2 + x2 + y2 + z2 = 0 (1.17)

(es decir, el punto (x, y, z) se encuentra en la trayectoria de un rayo de luz que pasa por el origen), lo mismo ocurre
para cualquier otro observador inercial

s2 = 0 ⇒ s′
2
= −c2t′2 + x′

2
+ y′

2
+ z′

2
= 0 (1.18)
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Es posible ver que en realidad s2 = s′
2 aunque no sean cero. Tomemos (t, x, y, z) tan pequeños que términos de orden

superior al cuadrático sean despreciables. Puesto que s2 y s′2 deben anularse juntos, debe ser s′2 = fs2. Como el
espacio es homogéneo, f sólo puede depender de la velocidad relativa entre los dos observadores, y como es isótropo,
sólo puede depender del módulo de la velocidad relativa.

Supongamos que tres observadores 1, 2 y 3, tales que la velocidad relativa de 2 respecto de 1 es V21, la velocidad
relativa de 3 respecto de 2 es V32 y la velocidad relativa de 3 respecto de 1 es V31, observan los intervalos s21, s22 y s23
para un mismo evento. Entonces

s22 = f (V21) s
2
1

s23 = f (V32) s
2
2 = f (V32) f (V21) s

2
1 = f (V31) s

2
1 (1.19)

de manera que debe ser

f (V31) = f (V32) f (V21) (1.20)

Nos damos cuenta que hay algo raro en esta ecuación, porque el lado derecho depende sólo de los módulos de las
velocidades, mientras que el izquierdo depende también de la orientación relativa. Por ejemplo, si tomamos V32 =
−V21, entonces V31 = 0, y resulta f2 (V21) = f (0) = 1, de donde f = 1 para cualquier velocidad.

Ahora, hemos demostrado que las transformaciones de Lorentz preservan el intervalo −c2t2 + x2 + y2 + z2, pero
la transformación 1.14 ya preserva −c2t2 + x2, por lo cual y2 + z2 debe conservarse independientemente. Es decir, la
transformación de las coordenadas transversales es una rotación.

Decimos que una transformación de Lorentz es propia cuando las coordenadas transversales no se transforman:
y′ = y y z′ = z. Toda transformación de Lorentz es una transformación propia compuesta con una rotación ordinaria
(no necesariamente confinada al plano transverso), la inversión temporal y la inversión espacial.

El intervalo nos permite clasificar los eventos en temporales futuros (s2 < 0 con t > 0), temporales pasados
(s2 > 0 con t < 0), espaciales (s2 > 0) o nulos (s2 = 0). Esta clasificación es absoluta, todos los observadores
inerciales clasifican un evento dado de la misma forma.

Sólo un evento temporal futuro puede depender causalmente del evento en el origen, porque si un evento es
espacial, aunque t > 0 para un observador (es decir, ese evento está en el futuro del evento en el origen), existen otros
observadores para los cuales t′ < 0.

1.2.1. Transformación de la velocidad

Supongamos que un móvil sigue, en el sistema S′, la trayectoria x′ = V ′
xt

′, y′ = V ′
yt

′. En el sistema S tenemos

ct = β

(
1 +

vV ′
x

c2

)
ct′

x =
1

c
(V ′

x + v)βct′

y =
V ′
y

c
ct′ (1.21)

Por lo tanto S determina que la velocidad es

Vx =
V ′
x + v

1 +
vV ′

x

c2

Vy =

√
1− v2

c2

1 +
vV ′

x

c2

V ′
y (1.22)

Nótese que aunque y = y′, Vy ̸= V ′
y .
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Figura 1.9: Los diamantes verdes representan las velocidades de 12 móbiles moviéndose en distintas direcciones con
velocidad c/2 respecto a un sistema con velocidad c/2 en la dirección x. Los puntos azules representan cuáles serı́an
las velocidades respecto al sistema en reposo según la transformación de Galileo. Las estrellas dan el resultado que se
deduce de la transformación de Lorentz.

1.2.2. La aberración de la luz

Si se trata de la trayectoria de un rayo de luz, entonces V ′
x = c cos θ′, V ′

y = c sin θ′. Encontramos que la velocidad
es invariante

V 2
x + V 2

y = c2 (1.23)

Pero la dirección de propagación no

θ = tan−1 Vy
Vx

= tan−1

[√
1− v2

c2
sin θ′

cos θ′ + v
c

]
̸= θ′ (1.24)

este fenómeno es la aberración de la luz.

Figura 1.10: Lo mismo que fig. 1.9, pero ahora los móbiles se mueven con velocidad c en el sistema S′. Nótese que en
S la velocidad sigue siendo c, pero la dirección de propagación es distinta. Ese fenómeno es la aberración de la luz.
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Figura 1.11: Lo mismo que fig. 1.10, pero ahora la velocidad del sistema S′ es v = 0,99c. Nótese que aunque los
diamantes son isótropos en S′, las estrellas están fuertemente concentradas en la dirección de v en S. Si S′ estuviera
emitiendo radiación, en S la radiación estarı́a concentrada en la dirección de movimiento. Este efecto es el relativistic
beaming, y es claramente visible en la radiación de sincrotrón.

Debido a ésto, la posición aparente de una estrella en el cielo depende de la velocidad de la Tierra, y cambia de
una manera perceptible a lo largo del año (este efecto es independiente del paralaje, que también es un cambio de la
posición de una estrella en un ciclo anual). Este efecto fue observado a principios del siglo XVIII.

Figura 1.12: El ángulo aparente con que se ve una estrella lejana depende de la velocidad del observador.

Una aplicación importante de la fórmula de composición de velocidades es para calcular la velocidad de propaga-
ción de un rayo de luz en un material dieléctrico que a su vez fluye con velocidad v. La velocidad de la luz respecto
del material es cn = c/n, donde n ≥ 1 es el ı́ndice de refracción. Por lo tanto la composición de ambas velocidades
da

cn,v =
c
n + v

1 + v
nc

=
c

n
+

(
1− 1

n2

)
v

1 + v
nc

≈ c

n
+

(
1− 1

n2

)
v
(
1− v

nc
+ . . .

)
(1.25)

Si despreciamos términos del orden de v2/c2 recuperamos una fórmula que fue deducida por Fresnel en 1818.
Fresnel trabajaba dentro del paradigma de la teorı́a del éter, pero igual se las arregló para encontrar un resultado
esencialmente correcto 87 años antes que Einstein. Recuerda a su contemporáneo Carnot que descubrió la 2a Ley
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trabajando dentro de la teorı́a del calórico. Esto muestra que el proceso de cambio de la mecánica Newtoniana a la
relativista fue mucho más matizado que lo que a veces se presenta en los libros de texto y/o de divulgación.

Figura 1.13: La velocidad de la luz en un medio en movimiento predicha por Fresnel (azul) y la fórmula relativista
(rojo) en función de v/c para n = 1,4

Figura 1.14: La velocidad de la luz en un medio en movimiento predicha por Fresnel (azul) y la fórmula relativista
(rojo) en función de n para v/c = 0,3

Figura 1.15: La velocidad de la luz en un medio en movimiento predicha por Fresnel (azul) y la fórmula relativista
(rojo) en función de n para v/c = 0,6

1.3. Acerca de la literatura
Este curso va a estar generalmente basado en [1]. En temas de Relatividad, [2] es ineludible. Aunque un poco

viejo, mirar qué dice [3] nunca está de más.
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La referencia clásica sobre teorı́as del eter es [4], que reproduce los principales trabajos originales. Ver también
[5].

[6] es una excelente discusión del complejo camino que llevó de la Fı́sica de Newton a la de Einstein.



Capı́tulo 2

El espacio-tiempo de Minkowski

Figura 2.1: Hermann Minkowski (1864-1909).

Una consecuencia inmediata de la transformación de Lorentz es que, mientras que distintos observadores inerciales
adjudican distintas posiciones y tiempos a un mismo evento, el valor del intervalo

s2 = −c2t2 + x2 + y2 + z2 (2.1)

es el mismo para todos. La gran innovación de Minkowski fue pensar a las coordenadas espaciales y a ct (la c se agrega
para que todas las coordenadas tengan las mismas dimensiones) como las coordenadas xµ1 de un nuevo espacio (el
espacio-tiempo) donde s2 define una (pseudo) distancia2. Visto desde este punto de vista la ecuación [?] no es otra
cosa que la manera de escribir el Teorema de Pitágoras en este espacio.

El intervalo se puede escribir como una forma cuadrática

s2 = ηµνx
µxν (2.2)

donde x0 = ct, xi = (x, y, z) para 1 ≤ i ≤ 3. Estamos usando la convención de Einstein y la posición de los ı́ndices
importa. La matriz

η =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.3)

1En este curso, ı́ndices griegos µ, ν, ρ, . . . van de 0 a 3 y x0 = ct; ı́ndices latinos i, j, k, . . . van de 1 a 3 y denotan las coordenadas espaciales
xi = (x, y, z).

2El pseudo es porque para un matemático es anatema que una distancia pueda ser negativa u (¡horror!) imaginaria. Nosotros no somos matemáti-
cos...

12
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define la (pseudo) métrica de Minkowski. La invariancia del intervalo implica la invariancia de la métrica, ya que si
ante una transformación de Lorentz tenemos que

xµ → x′
µ′

=
∂x′µ

′

∂xν
xν (2.4)

entonces

s′2 = ηµ′ν′x′µ
′
x′ν

′
= ηµ′ν′

∂x′µ
′

∂xρ
∂x′ν

′

∂xσ
xρxσ (2.5)

pero también

s′2 = s2 = ηρσx
ρxσ (2.6)

y como esto vale para cualquier conjunto de coordenadas, debe ser

ηρσ = ηµ′ν′
∂x′µ

′

∂xρ
∂x′ν

′

∂xσ
(2.7)

La invariancia del intervalo conduce a la cuestión de si hay otras magnitudes que tengan leyes de transformación
definidas frente a transformaciones de Lorentz. Por ejemplo, si un termómetro mide la temperatura en un punto dado
en un momento dado, todos los observadores inerciales van a estar de acuerdo en cuál es la lectura del termómetro,
pero no van a estar de acuerdo en dónde estaba el termómetro ni cuándo se realizó la medición. Es decir, si para un
observador S la lectura del termómetro en el punto xi en el instante ct está dada por la función T (xµ), otro observador
S′ dirá en cambio que las lecturas del termométro están dadas por la función

T ′
(
x′µ

′
)
= T (xµ) (2.8)

donde xµ son las coordenadas en que se convierte x′µ
′

bajo la transformación de Lorentz que vincula a S′ con S. Es
importante no perder de vista que la función T ′

(
x′µ

′
)

podrı́a ser completamente distinta de la función T
(
x′µ

′
)

que
resultarı́a de simplemente reemplazar unas coordenadas por otras en la función T .

Cuando una magnitud se transforma como en la ecuación 2.8 decimos que es una magnitud escalar. El intervalo
es un caso muy particular de escalar porque no sólo es invariante (todos los observadores concuerdan en cuál es el
intervalo entre dos eventos dados) sino que también es invariante de forma, es decir, todos los observadores escriben a
la métrica de Minkowski como la misma matriz 2.3

El concepto que sigue en nivel de complejidad es el de vector. Definimos un vector contravariante como un con-
junto de cuatro números V µ que se transforman frente a una transformación de Lorentz como se transforman los Xµ.
Como la transformación de Lorentz es lineal, vale que

xµ =
∂xµ

∂x′µ′ x
′µ′

(2.9)

Entonces, un vector V µ se transforma como

V µ =
∂xµ

∂xµ′ V
′µ′

(2.10)

Las componentes del gradiente de un escalar NO son un vector contravariante, ya que

∂ϕ

∂xµ
=
∂x′µ

′

∂xµ
∂ϕ′

∂x′µ′ (2.11)

Definimos un vector covariante como un conjunto de cuatro números Vµ que se transforman como el gradiente de un
escalar.

La contracción de un vector covariante Vµ y uno contravariante Wµ,

ϕ = VµW
µ = V0W

0 + ViW
i (2.12)

define un escalar. Nótese el uso de la convención de Einstein: ı́ndices repetidos, uno arriba y otro abajo, están sumados
sobre su rango, de 0 a 3 si son griegos o de 1 a 3 si son latinos. Además, en atención a lo que viene, hacemos notar que

Los signos en la ecuación 2.12 son correctos.
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Más generalmente, se define un tensor m veces contravariante y n veces covariante como un objeto que se transfor-
ma como el producto de m vectores contravariantes y n vectores covariantes. La ecuación 2.7 implica que la métrica
de Minkowski ηµν es un tensor simétrico dos veces covariante. La contracción de la métrica de Minkowski con un
vector contravariante da un vector covariante

Vµ = ηµνV
ν (2.13)

Por lo tanto V0 = −V 0, Vi = V i. Decimos que la métrica “baja” el ı́ndice del vector. Viceversa, todo vector contrava-
riante se puede pensar como proveniente de uno covariante

V µ =
[
η−1

]µν
Vν (2.14)

O sea V 0 = −V0, V i = Vi. Como finalmente

η−1 =


−1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = η (2.15)

se omite el “−1”, y se considera a ηµν como la forma dos veces contravariante del tensor métrico. Si “subimos” un
único ı́ndice obtenemos la forma mixta, que es el tensor de Kronecker

ηµν = ηµρηρν = δµν =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 (2.16)

Nótese que la posición de los ı́ndices importa, ya que la componente temporal de un vector cambia de signo
cuando el ı́ndice sube o baja. Entonces la contracción de dos vectores resulta en

VµU
µ = V0U

0 + ViU
i = −V 0U0 + V iU i (2.17)

La propiedad más importante de las leyes de transformación que hemos introducido es la homogeneidad: si un escalar,
un vector o un tensor se anulan en un referencial, entonces se anulan en todos. Por el mismo motivo, si dos vectores
son iguales en un referencial, entonces son iguales en todos, ya que la diferencia entre ellos también es un vector y se
anula en el referencial original. Las leyes de la fı́sica, si están bien conformadas, no sólo deben ser dimensionalmente
correctas, sino también deben asociar cantidades del mismo tipo tensorial. Este principio del buen arte se conoce
como Principio de Curie. A las leyes fundamentales se les pide algo totavı́a más exigente, a saber, que no sólo sean
invariantes, sino también invariantes de forma. Por ejemplo, las ecuaciones de Maxwell[

1

c2
∂2

∂t2
−∆

]
Aµ =

4π

c
Jµ (2.18)

no sólo son invariantes porque implican la identidad entre dos magnitudes vectoriales, son invariantes de forma porque
todos los observadores las escriben con el mismo valor de c.

2.1. Cinemática relativista

Como en la fı́sica clásica, la cinemática relativista se ocupa de la descripción del movimiento, dejando de lado sus
causas. En la cinemática clásica, el concepto fundamental es el de velocidad, que es la tasa de cambio de la posición
respecto del tiempo. Al pasar a la relatividad, es necesario preguntarse ¿el tiempo medido por quién? En general,
se privilegia el tiempo medido por un reloj que estuviera acompañando el movimeinto del cuerpo en cuestión. Pero
debemos tener cuidado, ya que un sistema de coordenadas adherido al cuerpo podrı́a no ser un sistema inercial. Para
salvar esta dificultad se introduce el concepto de sistema en reposo instantáneo, que es el sistema inercial en el que
ocurre que el cuerpo, en ese momento preciso, está en reposo. No lo estará ni un instante antes ni un instante después,
pero justo en ese momento, sistema y cuerpo se mueven con la misma velocidad (ver fig. 2.2).
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Figura 2.2: Una bala en tiro vertical está en reposo instantáneo en el punto más alto de su trayectoria.

Definimos la velocidad (o tetra-velocidad) como

uµ =
dxµ

cdτ
(2.19)

donde τ es el tiempo medido en el sistema en reposo instantáneo. Nótese que con esta definición la velocidad es defi-
nida adimensional. La invariancia del intervalo nos ahorra el problema de construir explı́citamente la transformación
de Lorentz al sistema en reposo instantáneo, ya que en este sistema, por definición, el cuerpo no se desplaza. Entonces

ds2 = −c2dt2 + d⃗x
2
= −c2dτ2 (2.20)

o en otros términos

cdτ =
√

−ds2 (2.21)

Por supuesto la trayectoria de un cuerpo real está contenida en el cono de la luz, de manera que −ds2 ≥ 0. Con esta
definición

u2 = uµu
µ =

1

(−ds2)
ηµνdx

µdxν = −1 (2.22)

de modo que la velocidad siempre es constante en módulo, pero puede cambiar su dirección. Por supuesto, en el
referencial en reposo instantáneo la velocidad siempre es u0 = 1, ui = 0.

La velocidad ordinaria de la partı́cula es

vi =
dxi

dt
(2.23)

usando que

cdτ = cdt

√
1− v2

c2
(2.24)

es fácil ver que

u0 =
1√

1− v2

c2

; ui =
1√

1− v2

c2

vi

c
(2.25)
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El concepto que sucede al de velocidad es la aceleración, es decir, la tasa de cambio de la velocidad. Como antes,
referimos esta tasa al tiempo medido en el referencial en reposo instantáneo, de manera que

aµ =
duµ

cdτ
(2.26)

Derivando la relación 2.22 obtenemos

uµa
µ =

1

2

d

cdτ
uµu

µ = 0 (2.27)

De manera que la aceleración siempre es “perpendicular” a la velocidad, lo cual recuerda al movimiento circular
uniforme de la cinemática clásica. Hay que tener cuidado porque el concepto de perpendicular en un espacio de
Minkowski puede ser poco intuitivo, por ejemplo, un vector nulo es siempre perpendicular a sı́ mismo.

La relación 2.27 implica que la aceleración es siempre un vector espacial (porque la velocidad es siempre temporal,
salvo que el cuerpo se esté moviendo con la velocidad de la luz) y que no puede haber un movimiento uniformemente
acelerado, salvo el caso trivial en que aµ = 0. Efectivamente, derivando 2.27 encontramos

0 =
d

cdτ
uµa

µ = uµ
d

cdτ
aµ + a2 (2.28)

Por lo tanto si daµ/cdτ = 0 debe ser a2 = 0, que implica aµ = 0 porque a es espacial.
Se define la aceleración propia como el valor instantáneo de la aceleración en el sistema en reposo. La aceleración

propia sı́ puede ser constante; esto no contradice lo que acabamos de decir porque al comparar las aceleraciones
propias en tiempos distintos estamos comparando aceleraciones medidas en sistemas distintos.

2.2. Mecánica relativista
En mecánica, las ecuaciones de movimiento de un punto material se deducen de la acción

S =

∫
dt L (q, q̇, t) (2.29)

donde q y q̇ son las posiciones y velocidades de la partı́cula a lo largo de una trayectoria parametrizada por el tiempo
t. La trayectoria que efectivamente sigue la partı́cula es la que es un extremo de la acción, y satisface las ecuaciones
de Euler-Lagrange

dp

dt
=
∂L

∂q
(2.30)

Donde p es el impulso

p =
∂L

∂q̇
(2.31)

En mecánica relativista asociamos a un punto material la acción

S = −mc
∫

dλ

√
−ηµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
(2.32)

donde λ es un parámetro (con unidades de longitud) a lo largo de la trayectoria. El factor mc se agrega para que la
acción tenga unidades de energı́a por tiempo, como en mecánica ordinaria. La elección del parámetro es arbitraria: si
reparametrizamos la trayectoria haciendo que λ = λ (λ′), entonces

dλ′ =
dλ′

dλ
dλ (2.33)

pero también

dxµ

dλ′
=

dλ

dλ′
dxµ

dλ
(2.34)

de manera que recuperamos el valor de la acción en la parametrización original.
En particular, podemos usar como parámetro el propio tiempo coordenado, es decir λ = cdt, en cuyo caso
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S = −mc2
∫

dt

√
1− v2

c2
(2.35)

donde v es la velocidad ordinaria, vi = dxi/dt. En el lı́mite no relativista v2/c2 ≪ 1

S ≈ −mc2
∫

dt

[
1− 1

2

v2

c2
+ . . .

]
(2.36)

La constante no contribuye, y vemos que se recupera naturalmente la acción para una partı́cula libre no relativista (de
paso, aprendemos que el parámetro m representa la masa de la partı́cula).

Volviendo a un parámetro general, definimos los impulsos

pµ =
∂L

∂xµ,λ
(2.37)

Haciendo la cuenta, encontramos

pµ = (−mc) 1

2
√
−ηµν dxµ

dλ
dxν

dλ

(−2) ηµν
dxν

dλ
(2.38)

que se simplifica a

pµ = mcuµ (2.39)

Como en este caso el lagrangiano no depende de las coordenadas, las ecuaciones de movimiento se reducen a la
conservación del impulso

dpµ
dλ

= 0 (2.40)

Supongamos que en vez de un único móvil tuviéramos un gas de partı́culas llenando una región del espacio-tiempo,
de manera que una partı́cula tiene impulso pµ cuando atraviesa el evento xµ. Entonces podemos escribir la ecuación
de movimiento como

mc
cdτ

dλ
uνuµ,ν = 0 (2.41)

donde uµ,ν = ∂uµ/∂xν . Como el primer factor no es nulo, debe ser

uνuµ,ν = 0 (2.42)

que es la ecuación geodésica y nos va a tener bastante ocupados el resto del curso.
Usando la parametrización 2.25 para la tetravelocidad encontramos que los impulsos

pi =
mvi√
1− v2

c2

(2.43)

de modo que pueden considerarse como la generalización relativista del impulso “masa por velocidad” de la mecánica
clásica. La componente temporal

p0 =
mc√
1− v2

c2

(2.44)

En el lı́mite no relativista

p0 =
1

c

[
mc2 +

1

2
mv2 + . . .

]
(2.45)

Como el segundo sumando es la energı́a cinética ordinaria, esto sugiere asociar p0 = E/c, donde E es la energı́a de la
partı́cula. Vemos que la energı́a no tiende a cero cuando la velocidad tiende a cero, sino que en ese lı́mite obtenemos
la energı́a en reposo

E = mc2 (2.46)
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que es probablemente la fórmula más famosa de toda la fı́sica

Figura 2.3: La tripulación del portaaviones Enterprise, el primer portaaviones nuclear del mundo, escribiendo la fórmu-
la de Einstein 9.18 sobre la cubierta.

2.3. Acerca de la literatura
El tema de esta clase no presenta muchas variaciones entre los libros de texto usuales, el Schutz entre ellos. El

tema de la mecánica relativista es una buena excusa para volver al Landau, [7].



Capı́tulo 3

Hacia la Relatividad General

Figura 3.1: Einstein, dibujo de George Gamow [8]

Como hemos visto, hacia fines del siglo XIX se acumulaba la evidencia de que la Transformación de Galileo tenı́a
dificultades, y por lo tanto es razonable esperar que tarde o temprano alguien hubiera propuesto reemplazarla por la
Transformación de Lorentz, que por supuesto ya era ampliamente conocida. Pero el paso siguiente fue una conexión
de sentido que realmente es difı́cil de concebir sin la intermediación de un genio como Einstein 1

Concretamente, lo que postuló Einstein es que los efectos no inerciales, la interacción gravitatoria, y la curvatura
del espacio-tiempo no eran sino distintas descripciones de los mismos fenómenos, al menos localmente. Nosotros
vamos a ver a continuación la equivalencia entre efectos no inerciales y gravitatorios, y luego como los efectos no
inerciales pueden ser duplicados por efectos de curvatura del espacio (para lo cual vamos a tener que explicar qué
entendemos por curvatura del espacio). La equivalencia entre gravitación y curvatura va a seguir por transitividad, y
de hecho va a ser el tema de todo el resto del curso 3.2.

1Esto se vuelve todavı́a más desconcertante cuando se considera que las contribuciones de Einstein a la teorı́a del movimiento Browniano co-
mienzan con un golpe de genio similar: La teorı́a de Einstein del Movimiento Browniano combinaba dos postulados que aparentemente no tenı́an
nada que ver entre sı́ (quizás esto fuera tı́pico de Einstein). Tomó una fórmula de la hidrodinámica, para la fuerza sobre una esfera moviéndo-
se a través de un fluido viscoso, y otra fórmula, de la teorı́a de soluciones, para la presión osmótica de moléculas disueltas. Insertando estas
caracterizaciones fı́sicas (aparentemente incompatibles) en su descripción del movimiento aleatorio de la partı́cula, llegó a su famoso resultado
para el desplazamiento cuadrático medio de la partı́cula [9]. Y por supuesto, la teorı́a de Einstein del efecto fotoeléctrico introduce la dualidad
onda-partı́cula [10].

19
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Figura 3.2: El golpe de genio de Einstein fue postular que los efectos no inerciales, la interacción gravitatoria, y la
curvatura del espacio-tiempo, localmente, no son sino distintas descripciones del mismo fenómeno.

3.1. El Principio de Equivalencia
Mientras que las geometrı́as no euclidianas o curvas habı́an sido introducidas en las matemáticas por Gauss y

Lobachevsky desde principios del Siglo XIX, a principios del XX eran todavı́a un territorio poco explorado por los
fı́sicos. En cambio, la existencia de una conexión entre los efectos gravitatorios y no inerciales era algo de larga data,
por lo menos desde el experimento pensado de la Torre de Pisa que describe Galileo, ver la fig. (3.3) [11].

Figura 3.3: El experimento de Galileo demostrando la igualdad de las masas inercial y gravitatoria.

El revolver humeante era el doble rol de la masa cuando uno escribe que en un campo gravitatorio ma = mg,
por lo cual las masas se cancelan y todos los cuerpos caen con la misma aceleración. Cuando uno escribe la ecuación
de Newton para una partı́cula cargada en un campo eléctrico ma = qE, está claro que m y q son dos objetos com-
pletamente distintos: m es la masa inercial, que es el cociente entre la fuerza y la aceleración, mientras que q es la
carga, que mide el cociente entre la fuerza y el campo eléctrico. Por eso para una partı́cula en un campo gravitatorio
uno querrı́a escribir ma = µg, donde µ serı́a una hipotética masa gravitatoria, es decir, la “carga” de la interacción
gravitatoria. La demostración empı́rica de que µ = m para todas las partı́culas sugiere que algo muy raro está pasando.
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Y la misma cosa rara ocurre en relación a las llamadas fuerzas no inerciales [12]

FNI = (−m)
{
a+Ω× (Ω× r) + 2Ω× v + Ω̇× r

}
(3.1)

dondem, r y v son la masa, posición y velocidad del punto material, a es la aceleración del observador no inercial,
y Ω es la velocidad angular con la que el sistema no inercial rota respecto de un sistema inercial. Como las gravitatorias,
las fuerzas no inerciales son proporcionales a la masa inercial, y por lo tanto imprimen la misma aceleración a todas
las partı́culas.

Supongamos que dos observadores S (Aquiles) y S′ (la Tortuga), cada uno encerrado en una caja que les impide
ver el exterior, observan la trayectoria de un rayo de luz. Aquiles es un observador inercial, y ve que la trayectoria
es una lı́nea recta. La caja de la Tortuga está acelerada hacia abajo, y ella ve que la trayectoria se curva hacia arriba.
Aquiles atribuye que la Tortuga no vea una lı́nea recta a su carácter de observador no inercial.

Figura 3.4: Aquiles (el observador inercial) y la Tortuga (observador no inercial) observan un rayo de luz.

Figura 3.5: El resultado del experimento. Aquiles (el observador inercial) ve una lı́nea recta, y la Tortuga (observador
no inercial) ve una lı́nea curva.

Ahora realicemos un experimento ligeramente distinto. Aquiles sigue siendo un observador inercial, pero ahora
está inmerso en un campo gravitatorio, y observa que la luz se curva hacia abajo. La Tortuga sigue siendo no inercial,
pero ahora cae en caı́da libre, y observa que la trayectoria del rayo de luz es recta.
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Figura 3.6: Aquiles (el observador inercial) y la Tortuga (observador no inercial) observan un rayo de luz inmersos en
un campo gravitatorio. La Tortuga está cayendo libremente.

Figura 3.7: El resultado del experimento. La Tortuga (el observador no inercial) ve una lı́nea recta, y Aquiles (obser-
vador inercial) ve una lı́nea curva.

La perplejidad de Aquiles se debe que, comparando su resultado del segundo experimento con el resultado de la
Tortuga en el primero, honestamente no es capaz de decir si él es un observador estacionario en un campo gravitatorio,
o un observador acelerado en ausencia de fuerza gravitatoria. Por supuesto, Aquiles podrı́a resolver esta incertidumbre
si fuese capaz de expandir su caja hasta observar inhomogeneidades en el campo gravitatorio, o si pudiera mirar
fuera de la caja y ver si hay o no fuentes de campo gravitatorio (es decir, otras masas) en la cercanı́a. Pero mientras
esté limitado a experimentos locales, es imposible para Aquiles decidir por una de las dos alternativas. Nosotros
vamos a tomar esta imposibilidad como un axioma, el llamado Principio de Equivalencia, y vamos a asumir que esta
equivalencia abarca todos los fenómenos fı́sicos.

3.1.1. Sistemas no inerciales y el balde de Newton

Un ejemplo más sofisticado de comportamiento no inercial es el argumento del balde de Newton. Este argumento
es históricamente significativo porque fue utilizado por el propio Newton para demostrar que la aceleración respecto
del espacio absoluto, a diferencia de la velocidad, era un observable.
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Figura 3.8: El balde de Newton.

Consideremos un fluı́do no viscoso (agua) contenido en un recipiente (balde). El movimiento del fluido es descripto
por las ecuaciones de Euler

∂

∂t
v + (v ·∇)v = −1

ρ
∇p−∇Φ (3.2)

Donde Φ = gz es el potencial gravitatorio, que tiene unidades de velocidad al cuadrado (mΦ, donde m es una masa,
tiene unidades de energı́a). La superficie libre del agua corresponde a una superficie de presión constante, igual a la
presión ambiente.

Si el agua está quieta, v = 0, entonces p = p0 − ρgz y la superficie libre es un plano horizontal. Pero si el agua
rota con velocidad angular Ω = Ωẑ, entonces v = Ω× r. Ahora

(
ϵjklΩ

krl
)
∂j
(
ϵimnΩmrn

)
=

(
ϵjklΩ

krl
) (
ϵimjΩm

)
= Ωi

(
Ωkr

k
)
− Ω2ri (3.3)

y entonces

[(Ω× r) · ∇] (Ω× r) =
1

2
∇
[
(Ω× r)

2 − Ω2r2
]

(3.4)

Por lo tanto

p = ρ

[
−gz + 1

2

[
r2Ω2 − (Ω · r)2

]]
+ constante (3.5)

En particular, la superficie libre del fluido es un paraboloide

z ≈ z0 +
Ω2

2g
r2 (3.6)

que no es un plano. Newton utilizó este ejemplo para argumentar que los movimientos acelerados son absolutos, ya
que realizando el experimento de mirar la superficie libre de un balde de agua en reposo podemos decidir si estamos
en un sistema inercial o no. Si vemos el agua quieta y una superficie plana podemos afirmar que somos un observador
inercial. Pero si vemos el agua rotar y una superficie plana tenemos una contradicción. La contradicción de debe a que
realmente el agua está quieta, y los que estamos rotando (en sentido contrario) somos nosotros.

Por supuesto, la respuesta de Einstein es que, con experimentos puramente locales, no es posible descartar que
haya una distribución de masas lejanas que efectivamente produzca un potencial gravitatorio igual al término entre
corchetes en la ecuación 3.5. Al final del dı́a, no hay división jerárquica entre los observadores inerciales y no iner-
ciales, cualquier observador ve fenómenos atribuı́bles a efectos no inerciales en ausencia de campos gravitatorios, o a
efectos gravitatorios en un sistema inercial, y no hay manera objetiva de decidir entre ambas alternativas [15].
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Figura 3.9: Einstein liderando a los observadores no-inerciales, que reclaman la igualdad con los inerciales.

3.2. El Espacio-tiempo curvo

Figura 3.10: M. C: Escher, Galerı́a de grabados (1956).

El paso siguiente de Einstein fue afirmar que, dado que observadores inerciales o no son equivalentes, si en el
caso de la fig. 3.5 Aquiles veı́a una lı́nea recta, el rayo que veı́a la Tortuga también era una lı́nea recta. Pero mientras
Aquiles veı́a las rectas de una geometrı́a plana, la Tortuga veı́a las rectas de una geometrı́a curva.

El caso más simple de geometrı́a curva es probablemente una esfera en un espacio euclı́deo de 3 dimensiones, es
decir, los puntos (x, y, z) tales que x2 + y2 + z2 = R2.

Figura 3.11: Una esfera de dos dimensiones embebida en un espacio eucı́deo de tres.
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Dos puntos próximos sobre la esfera se pueden pensar como pertenecientes a un plano, y heredan la noción de
distancia del espacio ambiente

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (3.7)

Una curva de extensión finita puede descomponerse en incrementos infinitesimales, para cuya longitud vale la ec. 3.7.
La longitud total de la curva es la suma de las longitudes de estos segmentos

S =

∫
ds (3.8)

Si parametrizamos la curva con un parámetro t

S =

∫
dt

√(
∂x

∂t

)2

+

(
∂y

∂t

)2

+

(
∂z

∂t

)2

(3.9)

La longitud definida de este modo es independiente de la parametrización. La distancia entre dos puntos se define
como la longitud de una curva geodésica, que es un extremo del funcional en la ecuación 3.9.

Cuando queremos calcular dicho extremo nos encontramos que no podemos variar x, y y z independientemente, ya
que debemos garantizar que la trayectoria permanece sobre la esfera antes y después de la variación. Alternativamente,
poder agregar a la “acción” 3.9 un término de vı́nculo

SV =

∫
dt N

[
x2 + y2 + z2 −R2

]
(3.10)

Ahora sı́ podemos variar x, y, z y N como si fueran variables independientes, ya que la variación respecto de N sólo
se anula cuando estamos sobre la esfera.

Lo que nos interesa en este momento es que tanto la longitud S 3.9 como el término de vı́nculos 3.10 son invariantes
frente a rotaciones en el espacio ambiente, y como hemos aprendido en Fı́sica 1 al estudiar el problema de Kepler,
cuando un sistema es invariante frente a traslaciones, se conserva el momento angular L = r×p, y la trayectoria, que
debe permanecer ortogonal a este vector conservado, L · r = 0, debe permanecer en un plano que pasa por el origen
[12].

Esta última observación resuelve nuestro problema: las lı́neas rectas en la esfera son la intersección entre la esfera
y planos por el origen. Estas lı́neas tambien se conocen como cı́rculos máximos.

Nótese que un segmento de un meridiando es una lı́nea recta, pero un segmento de un paralelo no, salvo que sea el
Ecuador.

Figura 3.12: Los meridianos son lı́neas rectas en la esfera, los paralelos no.

La geometrı́a de la esfera es demostrablemente distinta a la geometrı́a euclı́dea. Por ejemplo, la suma de los ángulos
internos de un triángulo es mayor que π. Es importante ver que mediante criterios como éste es posible determinar
que la geometrı́a es distinta a la euclı́dea mediante mediciones realizadas sobre la esfera misma: podemos hablar de la
geometrı́a de la esfera sin considerar en ningún momento si existe o no un espacio ambiente.
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Figura 3.13: Un triángulo sobre la esfera. Si ponemos un vértice en el polo, y los otros dos en el ecuador, uno a
longitud 0 y el otro a longitud 90o, entonces los tres ángulos son rectos, y la suma de los ángulos internos es 3π/2.
Notablemente 3π/2 = π + π/2, y π/2 = 4π/8 es el área del triángulo (si el radio vale 1). En general, se define la
curvatura como el coeficiente R tal que la suma de los ángulos internos de un triángulo de área A es π +RA.

3.2.1. Variedades diferenciales

Para formalizar un poco el concepto de espacio (-tiempo) curvo, tenemos que introducir la noción de variedad
diferencial. Una variedad diferencial es un conjunto, tal que cada elemento de ese conjunto pertenece a su vez a un
subconjunto que es isomorfo a un subconjunto de Rn. Es decir, si P pertenece a la variedad M, entonces P es la
imagen de algún punto xP =

(
x1P , x

2
P , . . . x

n
P

)
en Rn según alguna función biunı́voca ϕ de Rn en M, definida en

algún conjunto abierto de Rn que contiene a xP . Definiendo que los conjuntos abiertos de M son las imágenes de
los conjuntos abiertos de R4 según estos mapas (por lo cual ϕ es continua), la identificación P ↔ xP nos permite
construı́r un “sistema de coordenadas” en un entorno de P .

Una función ψ de M a R define una función Ψ de Rn en R de acuerdo con la construcción Ψ(xP ) = ψ (P ). La
función Ψ tiene un diferencial

dΨ =
∂Ψ

∂xµ
dxµ (3.11)

1 ≤ µ ≤ n, y estamos usando la convención de Einstein. Nótese que estamos pensando los desplazamientos infini-
tesimales alrededor del punto P como si fueran los elementos de un espacio vectorial, el plano tangente en P . Por
definición, los diferenciales de las coordenadas son una base en ese espacio.

Figura 3.14: Dado un punto P , un punto próximo Q se puede identificar con un vector en el plano tangente de P .

Supongamos que el punto P pertenece a dos sistemas de coordenadas distintos, el sistema en que las coordenadas
de P son los xµP y el sistema en que las coordenadas son los ξαP . La función que conecta xP son ξP para cada P es un
isomorfismo de Rn en sı́ mismo. En el nuevo sistema de coordenadas podrı́amos definir
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d̄Ψ =
∂Ψ

∂ξα
dξα (3.12)

pero de hecho d̄Ψ = dΨ, porque

∂Ψ

∂ξα
=

∂Ψ

∂xµ
∂xµ

∂ξα
(3.13)

dξα =
∂ξα

∂xν
dxν (3.14)

y

∂xµ

∂ξα
∂ξα

∂xν
= δµν (3.15)

es la delta de Kronecker. En general, decimos que una función Ψ que es invariante frente a cambios de coordenadas
(en el sentido que Ψ̄ (ξP ) = Ψ (xP )) define un escalar. Un conjunto de cuatro funciones Aµ que se transforman como
las derivadas de un escalar definen un vector covariante

Āα (ξP ) =
∂xµ

∂ξα
Aµ (xP ) (3.16)

Un conjunto de cuatro funciones Aµ que se transforman como los diferenciales de las coordenadas definen un vector
contravariante

Āα (ξP ) =
∂ξα

∂xµ
Aµ (xP ) (3.17)

(nótese que la “contracción”AµB
µ de un vector covariante y otro contravariante define un escalar). Un tensor mixto de

orden (n,m) es un conjunto de funciones Tµ1...µn
ν1...νm

que se transforma como el producto de n vectores contravariantes
y m vectores covariantes.

Todo esto es lo mismo que vimos en el espacio de Minkowski, la diferencia fundamental es que en Minkowski
las matrices de cambio de base se daban una vez y para siempre, mientras que ahora las matrices de cambio de base
∂ξα/∂xµ y su inversa cambian de punto a punto.

Como en el espacio de Minkowski, la propiedad fundamental de la regla de transformación de un vector es que es
homogénea: si todas las componentes de un vector se anulan en algun sistema de coordenadas, entonces se anulan en
todo sistema de coordenadas. Por eso mismo, si damos las componentes de un vector en algún sistema de coordenadas,
éste queda automáticamente definido en todo sistema de coordenadas.

3.2.2. El tensor métrico.

Mientras que el único ejemplo de variedad diferencial que hemos visto hasta ahora era una superficie embebida en
un espacio ambiente, el objetivo de la geometrı́a diferencial es obtener una descripción intrı́nseca de las propiedades
de la variedad. Es decir, queremos ver a la esfera desde el punto de vista de una hormiguita viviendo sobre la esfera,
ignorante (e indiferente) acerca de la existencia o no de un espacio mayor.

Para avanzar en esta descripción intrı́nseca, vamos a asumir que nuestra variedad posee una estructura adicional a
las que ya hemos visto (ya introdujimos una topologı́a, es decir una noción de conjunto abierto, y la estructura vectorial
de los espacios tangentes), a saber una noción de distancia (o pseudo distancia en el caso de un espacio tiempo curvo).

La manera más básica de inttroducir una distancia de manera intrı́nseca es mediante el tensor métrico.
En el plano euclı́deo, un desplazamiento arbitrario ds se puede descomponer en dos desplazamientos ortogonales

dx y dy. Entonces el desplazamiento total está dado por el Teorema de Pitágoras

ds2 = dx2 + dy2 (3.18)

El Teorema de Pitágoras dice que ds2 es el resultado de aplicar una forma cuadrática al vector de desplazamientos
(dx, dy), explı́citamente

ds2 =
(
dx dy

)( 1 0
0 1

)(
dx
dy

)
(3.19)
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En realidad no es necesario que los desplazamientos sean según las coordenadas cartesianas; cualquier par de despla-
zamientos sirve, pero la forma cuadrática puede ser más complicada. Por ejemplo, uno puede usar coordenadas polares
x = r cos θ, y = r sin θ. Entonces

dx = cos θ dr − r sin θ dθ

dy = sin θ dr + r cos θ dθ (3.20)

y el Teorema de Pitágoras se convierte en

ds2 = dr2 + r2dθ2 (3.21)

de donde leemos el tensor métrico

gab =

(
1 0
0 r2

)
(3.22)

La distancia sobre la esfera, para desplazamientos infinitesimales, es la misma que en el espacio

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 (3.23)

Pero un punto sobre la esfera (de radio 1) se puede parametrizar como

z = cos θ

x = sin θ cosφ

y = sin θ sinφ (3.24)

de donde

dz = − sin θ dθ

dx = cos θ cosφ dθ − sin θ sinφ dφ

dy = cos θ sinφ dθ + sin θ cosφ dφ (3.25)

por lo que obtenemos el Teorema de Pitágoras para la esfera

ds2 = dθ2 + sin2 θ dφ2 (3.26)

Nótese la diferencia con el caso plano 3.21.
Hasta ahora hemos considerado solamente distancias sobre desplazamientos infinitesimales. Si queremos calcular

la distancia entre dos puntos xi, xf a una distancia finita, consideramos una curva que comienza en xi y termina en
xf y sumamos las distancias infinitesimales a lo largo de la curva

S =

∫ xf

xi

ds (3.27)

La idea es extremar esta expresión sobre todas las curvas con extremos fijos, y entonces la distancia a secas es la
integral calculada sobre la curva extremal o geodésica.

Para poder calcular la integral es necesario parametrizar la curva, y entonces

S =

∫ rf

ri

dr
ds

dr
(3.28)

Usando la métrica ds2 = gabdx
adxb

S =

∫ rf

ri

dr

√
gab

dxa

dr

dxb

dr
(3.29)

La invariancia del intervalo requiere que el tensor métrico sea un tensor dos veces covariante, pero a diferencia del caso
del espacio de Minkowski, ya no pedimos que sea invariante de forma. Es decir, en Minkowski todos los observadores
inerciales ven el mismo tensor métrico, la métrica de Minkowski ηµν = diag (−1, 1, 1, 1). En cambio, ahora sólo
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pedimos que distintos observadores conecten sus tensores métricos mediante las leyes de transformación tensoriales
correspondientes, pero las matrices que expresan al tensor métrico en distintos sistemas de coordenadas pueden ser
distintas hasta lo irreconocible.

Cabe decir que aunque la geometrı́a diferencial era un recurso poco explorado en fı́sica, tampoco carecı́a comple-
tamente de antecedentes. Por ejemplo, el Principio de Fermat afirma que la trayectoria de un rayo de luz entre dos
puntos es la que minimiza el camino óptico [13]

S =

∫
n ds (3.30)

donde n es el ı́ndice de refracción y ds el intervalo euclı́deo. Ahora reconocemos que Fermat está diciendo que los
rayos de luz son las geodésicas de una geometrı́a en la que el intervalo es ds2 = n2

(
dx2 + dy2 + dz2

)
.

Un ejemplo más sofisticado es el Principio variacional de Jacobi, que determina la trayectoria que sigue una
partı́cula para unir dos puntos, moviéndose con una energı́a dada [14], en vez de en un intervalo de tiempo dado. Las
soluciones son las geodésicas de la geometrı́a ds2 = (E − V )

(
dx2 + dy2 + dz2

)
, donde E es la energı́a dada y V la

energı́a potencial.

3.3. Geometrı́a, efectos no inerciales y gravitación en el lı́mite newtoniano
Para terminar este primer encuentro con la geometrı́a diferencial, vamos a exhibir la forma de la métrica del

espacio-tiempo que reproduce los efectos no inerciales que percibe un observador en rotación y un campo newtoniano
débil, en ambos casos en el lı́mite en que las velocidades y el potencial gravitatorio son chicos comparados con c.

El tratamiento habitual de sistemas en rotación [12] comienza con la observación de que la velocidad v0 percibida
por un observador inercial es la velocidad v en el sistema rotante más un término de arrastre Ω× r

v0 = v +Ω× r (3.31)

Repitiendo este argumento, encontramos que para la aceleración

a0 =
d

dt
[v +Ω× r] +Ω× [v +Ω× r] (3.32)

demodo que si la rotación es constante

a0 = a+ 2Ω× v +Ω× (Ω× r) (3.33)

Reemplazando ésto en la ley de Newton del observador inercial, encontramos que

ma = f − 2mΩ× v −mΩ× (Ω× r) (3.34)

El primer término es la fuerza de Coriolis y el segundo la fuerza centrı́fuga.
Para describir ésto mismo como un efecto geométrico, observamos que si para el observador rotante se produce un

desplazamiento dr en un lapso dt, el observador inercial observa

dr0 = dr +Ω× r dt (3.35)

(asumimos que ambos observadores perciben los mismos tiempos). Por lo tanto el intervalo es

ds2 = −c2dt2 + (dr +Ω× r dt)
2

= −
[
1− 1

c2
(Ω× r)

2

]
c2dt2 + dr2 + 2 (Ω× r) · dr dt (3.36)

La trayectoria de la partı́cula es la curva geodésica, que es el extremo del funcional

S = −
∫

dλ

√[
1− 1

c2
(Ω× r)

2

]
c2
dt

dλ

2

− dr

dλ

2

− 2 (Ω× r) · dr
dλ

dt

dλ
(3.37)

Como la distancia es independiente de la parametrización, podemos poner λ = ct, en cuyo caso
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S = −
∫

cdt

√
1− 1

c2
(Ω× r)

2 − 1

c2
dr

dt

2

− 2

c2
(Ω× r) · dr

dt
(3.38)

Desarrollando la raı́z cuadrada a primer orden en 1/c2, obtenemos la “acción”

S ≈
∫

dt

[
1

2

dr

dt

2

+
1

2
(Ω× r)

2
+ (Ω× r) · dr

dt

]
(3.39)

Que genera las ecuaciones de Euler-Lagrange

d

dt
[v +Ω× r] = −Ω× (Ω× r)−Ω× v (3.40)

donde reconocemos los mismos términos no inerciales que en 3.34.
Consideremos ahora la trayectoria de una partı́cula bajo un potencial Newtoniano φ en el lı́mite φ≪ c2. Desde el

punto de vista de la mecánica, dirı́amos que la trayectoria es un extremo de la acción

S =

∫
dt

[
1

2
mv2 −mφ

]
(3.41)

Repitiendo los pasos del ejercicio anterior, pero en orden inverso, reconocemos el desarrollo a primer orden de

S = −mc2
∫

dt

√
1 +

1

c2
(2φ− v2) (3.42)

que resulta de poner λ = ct en el principio variacional

S = −mc
∫

dλ

√[
1 +

2φ

c2

]
c2
dt

dλ

2

− dr

dλ

2

(3.43)

que corresponde encontrar las geodésicas de un espacio-tiempo curvo con tensor métrico

ds2 = −
(
1 +

2φ

c2

)
c2dt2 + δijdx

idxj (3.44)



Capı́tulo 4

La descripción intrı́nseca de un
espacio-tiempo curvo

Figura 4.1: Einstein descubre que E = mc2.

En esta clase vamos a introducir herramientas que nos van a permitir describir la curvatura de un espacio-tiempo
en el resto del curso.

4.1. Sistemas localmente inerciales
Volviendo a la geometrı́a del espacio-tiempo, vamos a asumir que la variedad M está dotada de una métrica, es

decir, un tensor dos veces covariante simétrico gµν . Entonces

ds2 = gµν (P ) dx
µdxν (4.1)

define un escalar, que interpretamos como el “intervalo” entre los puntos xP y xQ = xP + dx. Asumimos que gµν
es una “métrica de Minkowski”, es decir, que en cada punto la matriz gµν (P ) tiene un autovalor negativo y tres
positivos (a diferencia de las métricas de Riemann, que tienen todos sus autovalores positivos), ninguno de ellos nulo.

31
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Asociamos la coordenada x0 con el autovector de gµν con autovalor negativo, es decir el tiempo, x0 = ct. También
conviene definir

g = det gµν (4.2)

Claramente g < 0.
Vamos a usar la convención de que las componentes gµν de la métrica son adimensionales y los desplazamientos

dxµ tienen unidades de longitud. Para eso debemos identificar dx0 = cdt.
Puesto que asumimos que gµν no tiene autovalores nulos, es invertible. Si

gµν =
∂ξα

∂xµ
gαβ

∂ξβ

∂xν
(4.3)

Entonces, invirtiendo el producto de matrices, su inversa

gνµ =
∂xν

∂ξα
gαβ

∂xµ

∂ξβ
(4.4)

Por lo tanto gµν es un tensor simétrico dos veces contravariante. En general, si Aµ es un vector covariante, entonces
Aµ = gµρAρ es contravariante, y viceversa. La forma mixta de la métrica

gµν = gµρgρν = δµν (4.5)

es el tensor de Kronecker.
En cada punto P es posible definir un cambio de coordenadas xµ → ξα tal que, en las nuevas coordenadas,

gαβ (P ) = ηαβ , donde ηαβ = diag (−1, 1, 1, 1) es la métrica de Minkowski. Para eso introducimos una tétrada. Una
tétrada es un conjunto de cuatro vectores eα, cuyas componentes eµα satisfacen, en el sistema original,

eµαgµνe
ν
β = ηαβ (4.6)

La matriz eµα posee una inversa, que llamamos eαµ , de modo que

eαµηαβe
β
ν = gµν (4.7)

Nótese que aunque α, β, . . . no son ı́ndices vectoriales (sino que identifican a los distintos miembros de la tétrada)
igual los “subimos” y “bajamos” con la métrica de Minkowski. Los vectores de la tétrada forman una base en el plano
tangente en el punto P , ya que para cualquier vector

Aµ = Aαeµα (4.8)

donde los Aα = eαµA
µ son escalares. La tétrada no es única, una tétrada se convierte en otra mediante una transfor-

mación de Lorentz; en particular, AµA
µ = ηαβA

αAβ es invariante.
Volviendo al problema de reducir la métrica a la forma de Minkowski en un punto P dado, definimos, para cada

punto Q próximo a P
xµQ = xµP + eµα (P ) ξαQ + . . . (4.9)

y por 4.6

gαβ =
∂xµ

∂ξα
∂xν

∂ξβ
gµν = ηαβ (4.10)

Trabajando un poco más podemos lograr que las derivadas primeras de gµν se anulen en el punto P dado.
Supongamos que ya estamos trabajando con las coordenadas ξα y que en esas coordenadas el punto P es el origen.

Hacemos un cambio de coordenadas a nuevas coordenadas ζα de la forma

ξα = ζα − 1

2
Cα

βγζ
βζγ + . . . (4.11)

Entonces gαβ (P ) = ηαβ en ambos sistemas, y

∂g′αβ
∂ζγ

(P ) =
∂gαβ
∂ξγ

(P )− Cµ
αγgµβ − gανC

ν
βγ (4.12)

g′αβ,γ = 0 si
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Cµ
νρ ≡ Γµ

νρ =
1

2
gµλ {gνλ,ρ + gρλ,ν − gνρ,λ} (4.13)

Esta combinación de derivadas de la métrica va a volver a aparecer, se la llama la conexión (a veces se define un
concepto más general de conexión, y en este caso se dice que 4.13 es la conexión de Levi-Civita). Decimos que el
sistema de coordenadas ζα, donde la métrica tiene la forma de Minkowski y derivadas primeras nulas en el origen, es
localmente inercial en P .

Por supuesto, si calculamos la conexión en un sistema localmente inercial, nos da cero en P . Como en otros
sistemas no es cero, eso indica que la conexión no es un tensor. En general, si en un sistema de coordenadas xµ la
métrica es gµν y la conexión es Γµ

νρ, en otro sistema de coordenadas ξα tenemos

Γα
βγ =

1

2
gαδ [gδβ,γ + gδγ,β − gβγ,δ]

=
1

2

∂ξα

∂xµ
gµλ

∂ξδ

∂xλ

[
∂

∂ξγ

(
∂xσ

∂ξδ
∂xν

∂ξβ
gσν

)
+

∂

∂ξβ

(
∂xσ

∂ξδ
∂xρ

∂ξγ
gσρ

)
− ∂

∂ξδ

(
∂xν

∂ξβ
∂xρ

∂ξγ
gνρ

)]
=

∂ξα

∂xµ
∂xν

∂ξβ
∂xρ

∂ξγ
Γµ
νρ +

1

2

∂ξα

∂xµ
gµλ

∂ξδ

∂xλ
gνρ

[
∂

∂ξγ

(
∂xρ

∂ξδ
∂xν

∂ξβ

)
+

∂

∂ξβ

(
∂xν

∂ξδ
∂xρ

∂ξγ

)
− ∂

∂ξδ

(
∂xν

∂ξβ
∂xρ

∂ξγ

)]
=

∂ξα

∂xµ
∂xν

∂ξβ
∂xρ

∂ξγ
Γµ
νρ +

∂ξα

∂xµ
∂2xµ

∂ξβ∂ξγ
(4.14)

Nótese que la conexión 4.13 es simétrica en el par (ρ, λ)

Γµ
ρλ = Γµ

λρ (4.15)

Las derivadas de la métrica se pueden expresar en términos de la conexión

gµν,ρ = Γλ
ρµgλν + Γλ

ρνgµλ (4.16)

Recordemos que por la fórmula

ln detM = tr lnM (4.17)

para cualquier matriz M , tenemos

1

g
g,ρ = gµνgµν,ρ (4.18)

y entonces por la fórmula 4.16

Γµ
µρ =

1

(−2g)
(−g,ρ) =

1

2
∂ρ ln (−g) (4.19)

(agregamos los signos porque g < 0, para evitar un logaritmo complejo).
Ya hemos visto que mediante un cambio de coordenadas a un sistema localmente inercial es posible anular las

derivadas de la métrica, y por lo tanto la conexión, en cualquier punto dado, pero ¿Podrı́amos matar igualmente las
derivadas de la conexión?

Supongamos que ya tenemos un sistema de coordenadas ζα que es localmente inercial en el origen, y buscamos
una transformación a nuevas coordenadas rµ que también son localmente inerciales en el origen, pero donde además
las derivadas de la conexión en el origen se anulan. Para preservar que ambos sistemas sean localmente inerciales, el
cambio de coordenadas debe tener la forma

ζα = rα +
1

6
Mα

µνρr
µrνrρ + . . . (4.20)

Como las derivadas segundas se anulan, la conexión se anula en el origen en ambos sistemas. Pero, derivando la regla
de transformación 4.14 encontramos que

Γ
(r)α
βγ,δ (P ) = Γ

(ζ)α
βγ,δ (P ) +

∂3ζα

∂rβ∂rγ∂rδ
(P ) (4.21)

(en el lado izquierdo es la conexión evaluada en las coordenadas rα, en el lado derecho la conexión está evaluada en
el sistema original ζα). Queremos encontrar las derivadas terceras ∂3ζα/∂rβ∂rγ∂rδ que hacen que Γ

(r)α
βγ,δ = 0. El
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problema es que la derivada tercera es simétrica en (β, γ, δ), pero la conexión sólo es simétrica en (β, γ). Para poder
matar las derivadas de la conexión es necesario que se anule la combinación antisimétrica Γα

βδ,γ − Γα
βγ,δ , de manera

que las derivadas primeras de la conexión sean completamente simétricas.
Definimos el tensor de Riemann como el tensor cuyas componentes en un sistema localmente inercial son las

diferencias

Rα
βγδ = Γα

βδ,γ − Γα
βγ,δ (4.22)

Y en un sistema general se obtiene usando que el tensor de Riemann es, efectivamente, un tensor (vamos a dar la
fórmula explı́cita más adelante).

El tensor de Riemann obedece

Rαβγδ = Rγδαβ = −Rαβδγ

Rαβγδ +Rαγδβ +Rαδβγ = 0 (4.23)

Estas simetrı́as son fáciles de demostrar cuando las coordenadas son localmente inerciales, pero por su carácter tenso-
rial valen en cualquier sistema de coordenadas. Debido a estas simetrı́as el tensor de Riemann tiene 20 componentes
independientes (en vez de 44 = 256)).

4.2. Derivación Covariante
Las derivadas de las componentes de un vector respecto a las coordenadas NO definen un tensor. Efectivamente,

si un vector tiene componentes Aα en las coordenadas ξα, entonces en las coordenadas xµ tenemos

Aµ =
∂xµ

∂ξα
Aα (4.24)

y

∂Aµ

∂xν
=
∂ξβ

∂xν
∂

∂ξβ

[
∂xµ

∂ξα
Aα

]
(4.25)

que no es la manera en que debe transformarse un tensor. Por eso reemplazamos la derivación convencional por la
derivación covariante. La derivada covariante ∇νA

µ oAµ
;ν es el tensor cuyas componentes son iguales a las derivadas

ordinarias en un sistema localmente inercial. Es decir, si las ξα son un sistema localmente inercial en P , entonces

∇νA
µ (P ) =

∂ξβ

∂xν
∂xµ

∂ξα
Aα

,β (P ) (4.26)

Esta expresión se puede elaborar un poco más

∇νA
µ (P ) =

∂ξβ

∂xν
∂xµ

∂ξα
Aα

,β (P )

=
∂xµ

∂ξα
∂

∂xν
Aα (P )

=
∂xµ

∂ξα
∂

∂xν

[
∂ξα

∂xρ
Aρ

]
(P )

= Aµ
,ν +

∂xµ

∂ξα
∂2ξα

∂xν∂xρ
(P )Aρ (4.27)

Como la conexión se anula en P en las coordenadas ξα, reconocemos que en el segundo término se ha formado la
conexión en las coordenadas xµ

∇νA
µ = ∂νA

µ + Γµ
νρA

ρ (4.28)

Al escribir la derivada covariante de esta forma hemos eliminado toda referencia al sistema localmente inercial.
La derivación covariante se define para tensores arbitrarios pidiendo que la derivada covariante de un escalar

coincida con la derivada ordinaria, y que valga la regla de Leibniz. Entonces, por ejemplo,
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∇ρ (AµB
µ) = Aµ,ρB

µ +AσB
σ
,ρ (4.29)

pero también

∇ρ (AµB
µ) = (∇ρAµ)B

µ +Aσ

(
Bσ

,ρ + Γσ
ρµB

µ
)

(4.30)

Por lo tanto

∇ρAµ =
∂Aµ

∂xρ
− Γλ

ρµAλ (4.31)

La derivada covariante de la métrica se obtiene transformando las derivadas ordinarias calculadas en el sistema local-
mente inercial, pero éstas son cero, de modo que

∇ρgµν = 0 (4.32)

de donde recuperamos la relación 4.16.
Nótese que esta definición vale solamente para las derivadas primeras, derivadas de orden superior deben calcularse

iterativamente. Por ejemplo, para calcular ∇µ∇νA
ρ usamos que ∇νA

ρ es un tensor mixto; entonces

∇µ∇νA
ρ = ∂µ (∇νA

ρ) + Γρ
µλ∇νA

λ − Γλ
µν∇λA

ρ (4.33)

y ahora sı́ podemos usar 4.28 para las derivadas primeras. En general, esta expresión no se reduce a las derivadas
ordinarias segundas en un sistema localmente inercial (ni en ningún otro).

A diferencia de las derivadas ordinarias, las derivadas covariantes NO conmutan. En cambio vale la relación de
conmutación

[∇ρ∇σ −∇σ∇ρ]A
µ = Rµ

νρσA
ν (4.34)

Es notable que no haya derivadas en el lado derecho de esta ecuación. Como el lado izquierdo define un tensor, Rµ
νρσ

también es un tensor, nuestro ya conocido Tensor de Riemann 4.22. Con esta ecuación es fácil leer las componentes
de Riemann en un sistema de coordenadas cualquiera

Rµ
νρσ = Γµ

νσ,ρ − Γµ
νρ,σ + Γµ

ρλΓ
λ
νσ − Γµ

σλΓ
λ
νρ (4.35)

El tensor de Riemann, que ya habı́a aparecido como el obstáculo que impide convertir un espacio-tiempo curvo en el es-
pacio de Minkowski mediante un cambio de coordenadas, reaparece entonces como la medida de la no-conmutatividad
de las derivadas covariantes, lo cual subraya la diferencia cualitativa entre las derivadas covariantes (que tienen carácter
tensorial definido) y las ordinarias (que no lo tienen). No hemos agotado los motivos que hacen que el tensor de Rie-
mann sea el objeto central en la relatividad general.
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4.3. Geodésicas

Dada una curva xµ (r) en M, que empieza en el punto P = xµ (ri) y termina en el punto Q = xµ (rf ), entonces
el intervalo entre P y Q se define como

S = −mc
∫ rf

ri

dr

√
−gµν

dxµ

dr

dxν

dr
(4.36)

Una geodésica entre P y Q, si existe, es un extremo de S (nótese que S no depende de la parametrización particular
que se use para calcularlo).

Figura 4.2: La geodésica entre dos puntos P y Q es la curva extremal del tiempo propio 4.36.

Resolviendo el problema variacional, encontramos la forma de la ecuación geodésica

d

ds

[
gµν

dxν

ds

]
=

1

2
gρν,µ

dxρ

ds

dxν

ds
(4.37)

Introduciendo la tetravelocidad

uµ =
dxµ

ds
(4.38)

Entonces

d

ds
= uλ

∂

∂xλ
(4.39)

y recordando la forma de la conexión obtenemos la ecuación geodésica como

uλ∇λu
µ = 0 (4.40)

La tetravelocidad es un vector (a diferencia de la velocidad ordinaria vi = dxi/dt). Las componentes uµ son adimen-
sionales, y por definición uµuµ = −1.

A partir de la forma (4.36) de la acción podemos definir los impulsos

pµ = mcuµ (4.41)

Por la normalización de la tetravelocidad pµpµ = −m2c2. Se identifica E = cp0 como la energı́a de la partı́cula y pi

como el impulso. Por lo tanto, en un sistema en que gµν es localmente la métrica de Minkowski, obtenemos la fórmula
de Einstein

E2 = m2c4 + c2p2 (4.42)
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4.3.1. La ecuación de desviación geodésica

Figura 4.3: Buscamos la condición para que una curva próxima a una geodésica dada también sea una geodésica.

Supongamos que tenemos un sistema de coordenadas xµ tales que la superficie t = 0 está parametrizada por
coordenadas ξj . Consideramos el flujo de las geodésicas que emergen de esta superficie. Esto quiere decir que cada
punto P queda identificado por a) el valor de las coordenadas ξj del punto en el que comienza la geodésica que pasa
por P , y b) el tiempo propio s entre t = 0 y P a lo largo de esa geodésica. En otras palabras, las coordenadas xµ de
P se pueden pensar como funciones de s y ξj , de modo que xµ

(
s, ξj

)
describe una geodésica mientras ξj permanece

constante. Dicho de otra manera, las ξj son coordenadas Lagrangianas para el flujo geodésico.
En cada punto tenemos una tetravelocidad

uµ =
∂xµ

∂s

∣∣∣∣
ξj

(4.43)

y vale la ecuación geodésica

∂2xµ

∂s2
+ Γµ

νρu
νuρ = 0 (4.44)

Como tenemos una ecuación de éstas para cada ξj , la derivada respecto de ξj se anula

∂2

∂s2
∂xµ

∂ξj
+ Γµ

νσ,ρ

∂xρ

∂ξj
uνuσ + 2Γµ

νρu
ν ∂

2xρ

∂s∂ξj
= 0 (4.45)

La idea es simplificar sistemáticamente esta ecuación usando que a) ∂xµ/∂ξj es un vector, ya que ante un cambio
de coordenadas

∂x′µ
′

∂ξj
=
∂x′µ

′

∂xµ
∂xµ

∂ξj
(4.46)

y b) que si Aµ es un vector, entonces

∂Aµ

∂s
= uνAµ

,ν = uνAµ
;ν − uνΓµ

νρA
ρ (4.47)

El resultado final es que

uνuρ
[
∇ν∇ρ

∂xµ

∂ξj
+Rµ

νσρ

∂xσ

∂ξj

]
= 0 (4.48)

Esta es la ecuación de desviación geodésica, y describe la aceleración relativa de dos geodésicas vecinas.
A esta altura podemos tomar simplemente

(
s, ξj

)
como coordenadas. Nótese que

dxµ = uµds+
∂xµ

∂ξj
dξj (4.49)
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Por lo tanto en las nuevas coordenadas el intervalo se reduce a

−ds2 + 2uµ
∂xµ

∂ξj
dξjds+ gµν

∂xµ

∂ξj
∂xν

∂ξk
dξjdξk (4.50)

Pero se deduce de la ecuación geodésica que, si inicialmente uµx
µ
,j y

(
uµx

µ
,j

)
,s

se anulan, entonces uµx
µ
,j permanece

idénticamente cero. Entonces el intervalo toma la forma

−ds2 + gjkdξ
jdξk (4.51)

Un referencial donde el intervalo toma esta forma se dice sı́ncrono.
Más generalmente, podemos reparametrizar el tiempo haciendo s = s (τ), Entonces el intervalo

−N2dτ2 + gjkdξ
jdξk (4.52)

donde N = ds/dτ se llama el lapse. Nótese que la normal a las superficies τ = constante es

nµ =
1

N
(1, 0, 0, 0) (4.53)

en forma covariante

nµ = (−N, 0, 0, 0) (4.54)

de modo que nµnµ = −1

4.4. El Teorema de Gauss
Como en la formulación matemática del electromagnetismo, el Teorema de Gauss juega un rol central en la for-

mulación de la relatividad general.
Empecemos analizando la divergencia covariante de un vector contravariante

∇µA
µ = Aµ

,µ + Γµ
ρµA

ρ (4.55)

Por la definición de la conexión tenemos que

Γµ
ρµ =

1

2

g,ρ
g

=
1√
−g

∂

∂xρ
√
−g (4.56)

de modo que podemos escribir

∇µA
µ =

1√
−g

∂

∂xρ
[√

−gAρ
]

(4.57)

El signo menos se pone porque sabemos que g es un número real negativo.
Ahora analizamos el elemento de volumen. Definimos que en un sistema localmente inercial con coordenadas ξα

el elemento de volumen es dv = d4ξ = dξ0dξ1dξ2dξ3. En un sistema de coordenadas arbitrario xµ, el elemento de
volumen es definido por la fórmula de cambio de variables

dv = d4ξ =

∣∣∣∣det∂ξα∂xµ

∣∣∣∣ d4x (4.58)

Para evitar tener que resolver el cambio de variables al sistema inercial cada vez, observamos que

gµν =
∂ξα

∂xµ
∂ξβ

∂xν
ηαβ (4.59)

Tomando determinante a ambos miembros encontramos que

g = −
(
det

∂ξα

∂xµ

)2

(4.60)

de manera que el elemnto de volumen resulta

dv =
√
−g d4x (4.61)



4.4. EL TEOREMA DE GAUSS 39

Esto define una medida de integración que es invariante frente a cambios de coordenadas.
El teorema de Gauss es un enunciado acerca de integrales del tipo

I =

∫
V

dv ∇µA
µ (4.62)

sobre regiones del espacio tiempo. Como hemos visto, esto se reduce a

I =

∫
d4x

∂

∂xρ
[√

−gAρ
]

(4.63)

a la que es posible aplicar el Teorema de Gauss habitual.
Por ejemplo, consideremos el caso en que tenemos un sistema de coordenadas con un intervalo del tipo 4.52 y V

es el volumen comprendido entre las hipersuperficies x0 = ct− y x0 = ct+.

Figura 4.4: Un volumen cuyo borde son superficies espaciales.

Aplicando el teorema de Gauss habitual en 4.63 obtenemos

I =

∫
d3x

[[√
−gA0

] (
ct+, x

1, x2, x3
)
− (ct+ ↔ ct−)

]
(4.64)

Ahora,

√
−g =

√
det gjk N (4.65)

dondeN es el lapse. Reconocemos que d3x
√
det gjk es la medida de integración invariante sobre cada hipersuperficie,

mientras que por su ladoNA0 = −nµAµ donde nµ es la normal a cada hipersuperficie. El signo menos aparece porque
la normal es un vector temporal.

Resumiendo, la expresión del Teorema de Gauss, válida para cualquier volumen, es

I =

∫
V

dv ∇µA
µ =

∫
∂V

dS ε (nµA
µ) (4.66)

donde

ε = nµn
µ (4.67)

y dS = d3x
√
det gjk es la medida de integración invariante, con gjk la métrica inducida sobre la superficie.
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Figura 4.5: El teorema de Gauss relativista requiere incluir un signo “−” cuando la normal a la superficie es temporal.

4.4.1. Leyes de conservación relativistas

La idea básica en la forma en que se describe la dinámica de la materia en relatividad general es que la misma se
expresa mediante una serie de leyes de conservación.

En fı́sica no relativista, una ley de conservación para una cantidad extensivaQ (número de partı́culas, carga eléctri-
ca) se expresa como

∂ρ

∂t
+∇j = 0 (4.68)

donde ρ es la densidad y j el flujo. Dividiendo por c esto toma la forma

∂Jµ

∂xµ
= 0 (4.69)

donde Jµ = (ρ, j/c) es la tetracorriente. Para que esta expresións ea invariante Lorentz Jµ debe ser un vector.
El paso a relatividad general se obtiene asumiendo que la expresión relativista 4.69 sigue valiendo en un sistema

localmente inercial. Entonces en un sistema arbitrario

∇µJ
µ = 0 (4.70)

Nótese que la densidad y flujo no relativistas son integrados en un único objeto con una naturaleza vectorial definida.
En general

Jµ = (densidad,flujo/c) (4.71)

La densidad de la cantidad Q tiene unidades de [Q] /L3, mientras que el flujo tiene unidades de [Q] /L2T , por lo cual
todas las componentes de la tetracorriente tienen las mismas unidades.

Consideremos nuevamente un sistema de coordenadas del tipo 4.52. Si la cantidad Q se conserva, la variación de
la cantidad Q contenida en un volumen tridimensional V (3) entre dos instantes sucesivos t− y t+ se debe al flujo de
la cantidad Q a traves del borde de V (3), es decir

Q (t+)−Q (t−) = −
∫ t+

t−

dt

∫
∂V (3)

dS (n · j) (4.72)

donde n es la normal ordinaria y j es la corriente ordinaria.
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Figura 4.6: Si la cantidad Q se conserva, la variación de Q entre dos instantes sucesivos t− y t+ se debe al flujo de la
cantidad Q a traves del borde de V (3).

Agrupando, vemos que esto se puede escribir como

Q (t+)−Q (t−) = −
∫
[x0

−,x0
+]×∂V (3)

dS (nµJ
µ) (4.73)

donde las componentes espaciales de la corriente J i = ji/c, que tiene unidades de densidad. Por otro lado, aplicando
el Teorema de Gauss a la identidad obvia ∫

[t−,t+]×V (3)

dv ∇µJ
µ = 0 (4.74)

Vemos que podemos identificar

Q (t) =

∫
V (3)

dS (−nµAµ) (4.75)

Es decir, la cantidad de Q en un volumen tridimensional es el flujo de la tetracorriente a través de ese volumen. J0

representa la densidad de la magnitud extensiva en cuestión vista por un observador en reposo.
Para saber la densidad de energı́a vista por un observador con velocidad v (digamos, en la dirección x) debemos

hacer una transformación de Lorentz local al referencial en que éste observador está en reposo. Usando que un vector
contravariante se transforma igual que las coordenadas encontramos que para el nuevo observador

J ′0 =
J0 − (v/c) J1√

1− (v/c)
2

(4.76)

Resulta claro que

J ′0 = −uµJµ (4.77)

El caso de la energı́a es especial porque ya en relatividad restringida la energı́a y el impulso se conectan en una única
cantidad de naturaleza vectorial, con pµ = (E, cp⃗). Por lo tanto, su tetra corriente corresponde en realidad a un tensor
dos veces contravariante Tµν , donde asociamos T 00 con la densidad ordinaria de energı́a, T 0i con el flujo de energı́a
dividido por c, T i0 con la densidad de impulso por c, y T ij con el flujo de impulso.

Tµν =

(
densidad de enerǵıa flujo de enerǵıa/c

c× densidad de impulso flujo de impulso

)
(4.78)

Los factores de c hacen que las unidades sean consistentes.
La corriente de energı́a - impulso vista por un observador con tetravelocidad uµ es −Tµνuν .



Capı́tulo 5

Fluidos ideales

Nuestro objetivo es mostrar que las ecuaciones de movimiento de un fluido ideal no relativista (es decir, uno que
fluye sin creación de entropı́a) se puede decribir en términos de un sistema de leyes de conservación, y encontrar las
relaciones constitutivas correspondientes. Las leyes de conservación relevantes son a) la conservación de la energı́a

ρ,t = −∂jJj
U (5.1)

b) la conservación del número de partı́culas

n,t = −∂jJj
N (5.2)

y c) la conservación del impulso

pk,t = −∂jT kj (5.3)

Vamos a asumir la forma de la corriente de partı́culas

Jj
N = nvj (5.4)

y de la densidad de impulso

pk = nmvk (5.5)

queremos deducir la forma de la corriente de energı́a y del tensor de esfuerzos.
Nuestro punto de partida es la Primera ley, escrita como

TdS = dU + pdV − µDN − vjdP
j (5.6)

Por homogeneidad debe ser

TS = U + pV − µn− vjP
j (5.7)

Dividiendo por el volumen encontramos una identidad para las densidades

Ts = ρ+ p− µn− vjp
j (5.8)

Mientras que la primera ley se convierte en

Tds = dρ− µdn− vjdp
j (5.9)

De las últimas dos ecuaciones encontramos la identidad de Gibbs-Duhem

sdT = dp− ndµ− pjdv
j (5.10)

Para un fluido ideal, la entropı́a se conserva

s,t = −∂jJj
S (5.11)

Pero por la primera ley

42
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Ts,t = ρ,t − µn,t − vkp
k
,t

= −∂jJj
U + µ∂jJ

j
N + vk∂jT

kj (5.12)

Dividiendo por la temperatura encontramos

s,t = ∂j

[
− 1

T
Jj
U +

µ

T
Jj
N +

vk
T
T kj

]
+ Jj

U∂j

(
1

T

)
− Jj

N∂j

(µ
T

)
− T kj∂j

(vk
T

)
= ∂j

[
− 1

T
Jj
U +

µ

T
Jj
N +

vk
T
T kj

]
+

1

T 2
(∂jT )

[
−Jj

U + µJj
N + vkT

kj
]
− 1

T
T kjvk,j −

1

T
Jj
N∂jµ (5.13)

ahora

1

T
Jj
N∂jµ =

1

T
vjn∂jµ =

1

T
vj
[
∂jp− s∂jT − pkvk,j

]
= ∂j

[
1

T
vjp

]
+

1

T 2
pvjT,j −

1

T
vj,jp−

1

T 2
(Ts) vj∂jT − 1

T
vjpkvk,j (5.14)

De modo que ahora

s,t = ∂j

[
− 1

T
Jj
U +

µ

T
Jj
N +

vk
T
T kj − 1

T
vjp

]
+

1

T 2
(∂jT )

[
−Jj

U + µJj
N + vkT

kj − pvj + (Ts) vj
]
− 1

T

[
T kj − pδkj − vjpk

]
vk,j (5.15)

Como el segundo renglón debe anularse, deducimos que

T kj = pδkj + vjpk (5.16)

y entonces

s,t = ∂j

[
− 1

T
Jj
U +

µ

T
Jj
N +

vk
T
vjpk

]
+

1

T 2
(∂jT )

[
−Jj

U + µJj
N + vkv

jpk + (Ts) vj
]

(5.17)

Para terminar, ponemos

Jj
U = (ρ+ p) vj (5.18)

De paso, encontramos la expresión para la corriente de entropı́a,

Jj
S = svj (5.19)

Las ecuaciones de movimiento resultan

n,t + ∂j
(
nvj
)

= 0

ρ,t + ∂j
(
ρvj
)

= −pvj,j − vjp,j

vj,t + vkvj,k =
−1

mn
p,j (5.20)
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5.1. Fluidos ideales relativistas
La teorı́a de los fluidos ideales relativistas se basa en las leyes de conservación para el número de partı́culas

Jµ
N ;µ = 0 (5.21)

y para la energı́a-impulso

Tµν
;ν = 0 (5.22)

En términos de densidades y corrientes tridimensionales, tenemos que

J0 = n, Jj =
1

c
Jj
N

T 00 = ρ, T 0j =
1

c
Jj
U

T j0 = cpj ; , T ij = flujo de impulso (5.23)

Además, tenemos la tetravelocidad

uµ =

(
1, v

j

c

)
√

1− v2

c2

(5.24)

Para obtener las relaciones constitutivas relativistas, pedimos que las corrientes relativistas se reduzcan a las no rela-
tivistas en el referencial localmente inercial en el que el fluido está instantáneamente en reposo, es decir uµ = (1, 0).
Nótese que debemos considerar a la energı́a en reposo de las partı́culas, de modo que en este referencial ρ = nmc2+u.
Entonces, en el referencial en reposo

J0 = n, Jj = 0

T 00 = ρ, T 0j = 0

T j0 = 0; , T ij = pδij (5.25)

Eso determina las corrientes en cualquier referencial

Jµ
N = nuµ

Tµν = ρuµuν + p (gµν + uµuν) (5.26)

Observamos que ∆µ
ν = δµν + uµuν obedece ∆µ

ρ∆
ρ
ν = ∆µ

ν , por lo cual puede considerarse un proyector, y ∆µ
νu

ν = 0,
es decir que proyecta sobre la hipersuperficie ortogonal a la tetravelocidad.

Nótese que el tensor de energı́a-impulso es simétrico. En particular, para pequeñas velocidades encontramos

pk =
1

c2
(ρ+ p) vk (5.27)

que efectivamente coincide con el lı́mite no relativista porque ρ está dominada por la energı́a en reposo.
Es interesante escribir las ecuaciones de conservación de la energı́a-impulso

(ρ+ p),ν u
µuν + (ρ+ p)uµ,νu

ν + (ρ+ p)uµuν,ν + p,ν = 0 (5.28)

Proyectando en la dirección de uµ y en la dirección ortogonal encontramos

ρ,νu
ν + (ρ+ p)uν;ν = 0

(ρ+ p)uµ,νu
ν + (gµν + uµuν) p,ν = 0 (5.29)

Nótese que en la teorı́a relativista la presión contribuye a la inercia. También que las trayectorias de los elementos
de fluido no son geodésicas, lo cual es natural ya que no son partı́culas libres, sino que están sujetas a las fuerzas de
presión.
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5.2. Acerca de la simetrı́a de T µν

La forma del tensor de energı́a impulso que hemos deducido para el fluido ideal es simétrica. Eso es importante en
relatividad general porque más adelante vamos a querer escribir las ecuaciones de Einstein

Gµν =
8πG

c4
Tµν (5.30)

y el tensor de Einstein en el lado izquierdo es simétrico por definición. Sin embargo, cuando pensamos que T 0j

representa una corriente de energı́a mientras que T j0 representa una densidad de impulso no es obvio que éstas sean
idénticas para todo sistema fı́sico.

El libro de fluidos de Batchelor tiene un argumento a favor de la simetrı́a del tensor de esfuerzos no relativista T jk

(ver la sección 1.3). Esencialmente dice que asociada a la densidad impulso pj y su flujo T jk es posible definir una
densidad de momento angular

Ljk = xjpk − xkpj (5.31)

con un flujo dado por el torque de las fuerzas

Ljkl = xjT kl − xkT jl (5.32)

de manera que la ley de conservación

∂tL
jk + ∂lL

jkl = 0 (5.33)

implica que

T jk − T kj = 0 (5.34)

Este argumento se puede trasladar a relatividad restringida definiendo un tensor de momento angular

Lµνρ = xµT νρ − xνTµρ (5.35)

de tal manera que

Lµνρ
,ρ = 0 ⇒ T νµ = Tµν (5.36)

El argumento tiene un loophole, porque lo que se conserva no es el impulso angular “orbital” Lµνρ sino el momento
angular total

Jµνρ = Lµνρ + Sµνρ (5.37)

donde Sµνρ es el flujo del spin, de manera que

Jµνρ
,ρ = 0 ⇒ T νµ − Tµν = −Sµνρ

,ρ (5.38)

En otras palabras, cuando las partı́culas del fluido tienen spin, cabe esperar que Tµν no sea simétrico.
La próxima clase vamos a ver somo salimos de este lı́o.
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5.3. El Teorema de Noether
Dada la importancia de las leyes de conservación, es importante contar con maneras sistemáticas de encontrar las

leyes de conservación que se aplican a un sistema dado. Cuando la dinámica admite una formulación variacional, la
manera más potente de encontrar leyes de conservación es mediante el Teorema de Noether.

Supongamos una partı́cula cuya dinámica se deduce de una acción

S =

∫
dt L [q, q̇] (5.39)

y que existe una transformación q → q′ = q+δq tal que deja invariante la acción. Eso quiere decir que el Lagrangiano
se transforma en una derivada total

L→ L′ = L+
dQ

dt
(5.40)

Pero tambien

L→ L′ = L+
∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇ (5.41)

Si

δq̇ =
d

dt
δq (5.42)

Entonces

L′ = L+
d

dt

[
δq
∂L

∂q̇

]
+ δq

{
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

}
(5.43)

El último corchete se anula porque q, que es un extremo de la acción, cumple con las ecuaciones de movimiento.
Comparando las dos maneras de calcular δL obtenemos

d

dt

[
δq
∂L

∂q̇
−Q

]
= 0 (5.44)

que es la ley de conservación que estamos buscando.
Por ejemplo, consideremos la acción para la partı́cula relativista

S = −mc
∫

dτ

√
−ηµν

∂xµ

∂τ

∂xν

∂τ
(5.45)

La acción es invariante ante una traslación rı́gida

xµ → xµ + ξµ, ξµ = constante (5.46)

En este caso δL = 0 y finalmente

d

ds
[ξµpµ] = 0 (5.47)

que como los ξµ son arbitrarios implica la conservación del impulso.
La partı́cula relativista también es invariante frente a transformaciones de Lorentz. Una transformación de Lorentz

infinitesimal se escribe como

xµ → x′µ = xµ + ϵµνx
ν (5.48)

con

ϵµν = −ϵνµ (5.49)

Como el Lagrangiano no depende de las coordenadas, nuevamente δL = 0 y obtenemos

d

ds
[ϵµνx

νpµ] = 0 (5.50)
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que es la generalización relativista del momento angular.
El Teorema de Noether se generaliza a teorı́as de campos. Ahora el sistema se describe por variables φa (x), que

tomamos simplemente como un número enorme de coordenadas generalizadas. La acción

S =

∫
d4x L

[
φa (x) , φa

,µ (x)
]

(5.51)

y las ecuaciones de Euler-Lagrange

∂µ
∂L

∂φa
,µ

− ∂L

∂φa
= 0 (5.52)

Supongamos que los campos se transforman como escalares. Ante una traslación rı́gida, tenemos

φa (xµ) → φa (xµ + ξµ) = φa (xµ) + ξµφa
,µ (x) (5.53)

La densidad Lagrangiana L también se transforma como un escalar

L (xµ) → L (xµ + ξµ) = L (xµ) + ξµL,µ (x) (5.54)

de modo que finalmente

ξµ∂ν

[
φa
,µ

∂L

∂φa
,ν

− δνµL

]
= 0 (5.55)

Lo que nos permite identificar un tensor conservado

Tµν
can = −φa,µ ∂L

∂φa
,ν

+ ηµνL (5.56)

que es el tensor de energı́a-impulso canónico. Por ejemplo, para un campo de Klein-Gordon

L =
−1

2

[
ηµνϕ,µϕ,ν +m2ϕ2

]
(5.57)

y

Tµν
KG,can = ϕ,µϕ,ν − 1

2
ηµν

[
ηµνϕ,µϕ,ν +m2ϕ2

]
(5.58)

que es simétrico.
Para el campo de Maxwell las variables de campo son las componentes del tetrapotencial Aµ y el Lagrangiano es

L =
−1

4
FµνFµν (5.59)

donde

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ =

(
0 −Ek

Ej ϵjklB
l

)
(5.60)

Ahora

Tµν
Maxwell,can = −A ,µ

ρ

∂L

∂Aρ,ν
+ ηµνL = −A ,µ

ρ F ρν − 1

4
ηµνF ρσFρσ (5.61)

Cuando se cumplen las ecuaciones de Maxwell Fµν
,ν = 0, Tµν

Maxwell,can es un tensor conservado

Tµν
Maxwell,can,ν = −ηµν

[
Aρ,σµF

ρσ +
1

2
F ρσFρσ,ν

]
= 0 (5.62)

pero no es simétrico en general.
Para entender lo que está pasando tenemos que ver cual es la ley de conservación asociada a la invarianza frente a

trasformaciones de Lorentz. Ahora vamos a tener que

δϕa = ϵµνx
νϕa,µ + ϵµν Λµν |ab ϕ

b (5.63)
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Λµν |ab es el elemnto (a, b) de la matriz Λµν . Estas matrices son los generadores de transformaciones de Lorentz
infinitesimales correspondientes a la representación del grupo de Lorentz a la que pertenece el multiplete de campos
ϕa. Por ejemplo, para un campo escalar Λµν = 0, para el campo de Maxwell

δAµ = ϵρνAµ,ρ + ϵρµAρ (5.64)

El teorema de Noether conduce a la ley de conservación

∂ρJ
µνρ = 0 (5.65)

donde

ϵµνJ
µνρ = −δϕa ∂L

∂ϕa,ρ
+ ϵρνx

νL (5.66)

Reconocemos que efectivamente

Jµνρ = Lµνρ + Sµνρ (5.67)

donde Lµνρ representa la parte “orbital”

Lµνρ = xνTµρ
can − xµT νρ

can (5.68)

y Sµνρ es el término de spin, que proviene de los Λµν . La conservación del momento total implica que

Tµν
can − T νµ

can + Sµνρ
,ρ = 0 (5.69)

o sea, la parte antisimétrica del tensor de energı́a-impulso canónico es la fuente del momento angular de spin.
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5.4. Simetrizando al EMT
El resultado de la clase anterior indica que, en general, no podemos utilizar al EMT (energy-momentum tensor)

canónico como fuente en las ecuaciones de Einstein. Por suerte, el EMT canónico no es el único tensor conservado en
la teorı́a.

En general, si Tµν es un tensor conservado, también lo es

Tµν + ∂ρΨ
µνρ (5.70)

provisto que

Ψµνρ +Ψµρν = 0 (5.71)

Además, tanto el tensor viejo como el nuevo tienen en mismo significado, en el sentido que∫
d3x Tµ0 =

∫
d3x

[
Tµ0 + ∂ρΨ

µ0ρ
]
=

∫
d3x

[
Tµ0 + ∂jΨ

µ0j
]

(5.72)

En este caso, queremos que además

Tµν − T νµ + ∂ρΨ
µνρ − ∂ρΨ

νµρ = 0 (5.73)

que para el EMT canónico se convierte en

∂ρΨ
µνρ − ∂ρΨ

νµρ = ∂ρS
µνρ (5.74)

Con condiciones de contorno razonables esto se convierte en

Ψµνρ +Ψµρν = 0

Ψµνρ +Ψνρµ = Sµνρ (5.75)

Es natural probar con

Ψµνρ = αSµνρ + βSνρµ + γSρµν (5.76)

Entonces α+ γ = 1, α+ β = γ + β = 0, o sea

Ψµνρ =
1

2
[Sµνρ + Sρµν − Sνρµ] (5.77)

que es conocido como el Tensor de Belinfante. Más adelante vamos a ver una forma mucho más sencilla de encontrar
un EMT conservado y simétrico.

5.5. Derivada de Lie
Además de la derivación covariante, la derivada de Lie también un juega un rol protagónico en la teorı́a.
Consideremos una función escalar ϕ y un punto P del espacio tiempo que tiene coordenadas xµ en un sistema de

coordenadas y xµ + ξµ en otro. Entonces en el segundo sistema el escalar está representado por la función

ϕ′ (xµ + ξµ) = ϕ (xµ) (5.78)

Si ξµ es infinitesimal, podemos desarrollar

ϕ′ (xµ)− ϕ (xµ) ≡ Lξϕ = −ξµϕ,µ (x) (5.79)

esta identidad define la derivada de Lie Lξϕ del escalar.
Si consideramos en cambio un vector contravariante, entonces

A′µ (xν + ξν) =
∂ (xµ + ξµ)

∂xρ
Aρ (xν) (5.80)

Definimos
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A′µ (xν) = Aµ (xν) + LξA
µ + . . . (5.81)

donde
LξA

µ =
∂ξµ

∂xρ
Aρ − ξρ

∂Aµ

∂xρ
(5.82)

por la simetrı́a de la conexión podemos escribir igualmente

LξA
µ = Aρ∇ρξ

µ − ξρ∇ρA
µ (5.83)

que muestra que la derivada de Lie es un tensor. Para un vector covariante

LξAµ = −Aρ∇µξ
ρ − ξρ∇ρAµ (5.84)

Para el tensor métrico, cuyas derivadas covariantes se anulan, encontramos que

Lξgµν = −∇µξν −∇νξµ (5.85)

5.6. El EMT simétrico
Vamos a considerar una teorı́a cuyas ecuaciones de conservación se deducen de una acción covariante

S =

∫
d4x

√
−g L [ϕa, ∂µϕ

a, gµν ] (5.86)

Nótese que la acción es covariante a pesar de que la expresamos en términos de derivadas ordinarias de los campos.
Por ejemplo, en el caso de Klein-Gordon

L =

(
−1

2

)[
gµν∂µϕ∂νϕ+m2ϕ2

]
(5.87)

y en el caso de Maxwell

L =

(
−1

4

)
gµνgρσFµρFνσ (5.88)

con el tensor de campos

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (5.89)

Nótese que esta expresión efectivamente define un tensor por la simetrı́a de la conexión de Levi-Civita, ya que igual-
mente podemos escribir

Fµν = ∇µAν −∇νAµ (5.90)

Las ecuaciones de movimiento se obtienen pidiendo que la acción sea estacionaria frente a variaciones en los campos,
para una métrica fija, de modo que

∂µ
∂
√
−g L
∂ϕa,µ

=
∂
√
−g L
∂ϕa

(5.91)

Para el campo de Klein-Gordon obtenemos

∂µ
√
−ggµνϕ,ν =

√
−gm2ϕ (5.92)

Donde reconocemos la forma de la tetradivergencia de un vector contravariante

∇µA
µ =

1√
−g

∂µ
√
−gAµ (5.93)

de manera que obtenemos la ecuación explı́citamente covariante

gµν∇µ∂νϕ−m2ϕ = 0 (5.94)
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Por definición la acción no cambia si hacemos un cambio de coordenadas. El formalismo de derivadas de Lie nos
permite pensar en el cambio de coordenadas como una transformación de los campos, dejando las coordenadas sin
transformar.

δS =

∫
d4x

{
∂
√
−g L
∂gµν

Lξgµν +
∂
√
−g L
∂ϕa

Lξϕ
a +

∂
√
−g L
∂ϕa,ρ

∂ρLξϕ
a

}
= 0 (5.95)

Entonces, si δϕa = Lξϕ
a, también δ∂µϕa = ∂µLξϕ

a, y si imponemos las ecuaciones de movimiento, la variación
de los campos no va a inducir cambio alguno en la acción. Pero ahora debemos considerar también la transformación
de la métrica

δS = −2

∫
d4x

∂
√
−g L
∂gµν

∇νξµ = 0 (5.96)

Integrando por partes encontramos que el tensor simétrico

Tµν =
2√
−g

∂
√
−g L
∂gµν

(5.97)

debe ser conservado. Este es el tensor que vamos a usar como fuente en las ecuaciones de Einstein.
Para calcular las derivadas, observamos que de la identidad obvia

d (gρσgσλ) = dδρλ = 0 (5.98)

resulta

d (gρσ) gσλ = gρσdgσλ (5.99)

y finalmente
∂gρσ

∂gµν
=

(
−1

2

)
[gρµgνσ + gρνgµσ] (5.100)

Mientras que de la identidad

ln g = tr ln gµν (5.101)

con

ln [gµν + dgµν ] = ln [gµρ (δ
ρ
ν + gρσdgσν)] (5.102)

se deduce que

dg

g
= gρσdgσρ (5.103)

y por lo tanto

∂
√
−g

∂gµν
=

1

2

√
−ggµν (5.104)

Con estas dos fórmulas podemos calcular el emt de cualquier teorı́a. Para el caso de Klein-Gordon

Tµν = ∂µϕ∂νϕ− 1

2
gµν

[
gρσ∂ρϕ∂σϕ+m2ϕ2

]
(5.105)

En este caso Tµν = Tµν
can, como cabı́a esperar ya que éste ya era simétrico. En el caso de Maxwell

Tµν = FµρF ν
ρ −

1

4
gµνF ρσFρσ (5.106)

que efectivamente se conserva cuando Fµν
,ν = 0 y F(µν,ρ) = 0, y además

Tµν − Tµν
can = ∂ρA

µF νρ (5.107)

cuando se cumplen las ecuaciones de movimiento, lo cual muestra la equivalencia fı́sica de ambos tensores.
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5.7. Campos de Killing
Los campos de Killing son aquéllos para los cuales Lξgµν = 0. Estos representan las isometrı́as del espacio

tiempo, ya que generan cambios de coordenadas en que la forma funcional del tensor métrico permanece invariante.
Los campos de Killing están asociados con leyes de conservación. En efecto, si ξµ es un vector de Killing y uµ la

tetravelocidad de una partı́cula que se mueve a lo largo de una geodésica, entonces

d

ds
ξµu

µ = 0 (5.108)

Ya que

d

ds
ξµu

µ = uν∂ν (ξµu
µ) = ξµu

ν∂νu
µ + uµuν∂νξµ = 0 (5.109)

El primer término se anula por la ecuación geodésica y el segundo porque ξµ es Killing.
Cuando la métrica es independiente de una coordenada, digamos xa, entonces el vector ξµ = δµa es Killing.

Efectivamente,

ξµ;ν = Γµ
aν

=
1

2
gµλ [gaλ,ν − gaν,λ] (5.110)

que va a dar algo antisimétrico cuando “bajemos” µ. Entonces, en un espacio-tiempo estacionario −u0 se conserva,
y puede asociarse con la energı́a de la partı́cula. Si el Universo tiene simetrı́a axial, uφ se conserva y puede asociarse
con el momento angular.

Los vectores de Killing también están asociados a leyes de conservación en sistemas extensos, ya que si Tµν es
un tensor simétrico conservado, entonces Jµ = ξνTµ

ν es una corriente conservada. En un espacio tiempo estacionario
Tµ
0 se conserva, y en un espacio tiempo con simetrı́a axial Tµ

φ se conserva.
Supongamos un espacio-tiempo estacionario con métrica

ds2 = −N2 (x⃗) dx02 + gjk (x⃗) dx
jdxk (5.111)

Entonces ξµ = (1, 0, 0, 0) es Killing, y por lo tanto

−
∫

d3x
√
g nµ T

µ
0 =

∫
d3x

√
g N T 0

0 (5.112)

es una cantidad conservada. Esto es curioso porque la densidad de energı́a vista por un observador estacionario es
ρ = nµn

νTµ
ν = T 0

0 , de modo que la cantidad de energı́a total serı́a∫
d3x

√
g T 0

0 (5.113)

Vemos que la cantidad que se conserva no es la energı́a total. Cabe sospechar que la diferencia se relaciona con una
reencarnación relativista de la “energı́a potencial” Newtoniana.
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Las ecuaciones de Einstein

Las ecuaciones de Einstein tienen la forma

Gµν = KTµν (6.1)

donde Tµν es el tensor de energı́a-impulso, Gµν es un tensor que caracteriza a la métrica, y K es una constante. La
conservación de Tµν además impone el vı́nculo Gµν

;ν = 0, que como vamos a ver es determinante.
La primer elección de Gµν que a uno podrı́a ocurrı́rsele serı́a poner simplemente Gµν = gµν . Eso no tendrı́a

mucho sentido porque las derivadas covariantes el tensor métrico son idénticamente cero, no ası́ las del EMT.
La segunda cosa que viene a la mente es echar mano a la conexión

Γµ
νσ =

1

2
gµλ [gνλ,σ + gσλ,ν − gνσ,λ] (6.2)

No sirve porque no tiene el número correcto de ı́ndices y ni siquiera era un tensor. Sigue el tensor de Riemann

Rµ
νρσ = Γµ

νσ,ρ − Γµ
νρ,σ + Γµ

ρλΓ
λ
νσ − Γµ

σλΓ
λ
νρ (6.3)

Este es un tensor pero le sobran ı́ndices. Sin embargo, una vez que tenemos Riemann podemos definir el tensor de
Ricci

Rνσ = Rµ
νµσ (6.4)

Ya nos estamos acercando, pero falta ver si el tensor de Ricci cumple con la condición de conservación.
Para eso es útil notar que el tensor de Riemann satisface las identidades de Bianchi

Rµ
νρσ;λ +Rµ

νσλ;ρ +Rµ
νλρ;σ = 0 (6.5)

Estas son fáciles de verificar en un referencial localmente inercial

0 = Γµ
νσ,ρλ − Γµ

νρ,σλ

+ Γµ
νλ,σρ − Γµ

νσ,λρ

+ Γµ
νρ,λσ − Γµ

νλ,ρσ (6.6)

Contrayendo las identidades de Bianchi en µ y ρ obtenemos

Rνσ;λ +Rµ
νσλ;µ −Rνλ;σ = 0 (6.7)

Ahora contraemos en ν y λ y obtenemos

2Rν
σ;ν −R,σ = 0 (6.8)

donde

R = gµνRµν (6.9)

es el escalar de curvatura. Entonces en general el tensor de Ricci no es conservado, pero el tensor de Einstein

53
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Gµν = Rµν − 1

2
gµνR (6.10)

sı́ lo es. Encontramos el lado izquierdo de las ecuaciones de Einstein.
La venganza de la curvatura es que el tensor de Einstein es simétrico, por lo cual el EMT también tiene que ser

simétrico, lo cual descarta usar el EMT canónico como fuente en las ecuaciones de Einstein.
Nótese que la traza del tensor de Einstein

gµνGµν = −R = −gµνRµν (6.11)

decimos que el tensor de Einstein es el inverso de traza del tensor de Ricci. La inversión de traza es una conjugación:
el inverso del inverso es el tensor original.

6.1. La acción de Einstein-Hilbert
Ya que nos tomamos el trabajo de demostrar que el EMT simétrico se pueed deducir de un principio variacional,

es lı́cito preguntarse si el tensor de Einstein se puede encontrar de una manera similar.
Empecemos repasando el concepto de derivada variacional. Tenemos un funcional, es decir, una función que

atribuye un número no al valor de los campos en un punto dado, sino a toda la configuración de campos en la variedad
M (por ejemplo, M podrı́a ser un espacio-tiempo)

F = F [{ϕ (x) , x ∈ M}] (6.12)

Si comparamos el valor de F para dos configuraciones de campo similares, digamos ϕ (x) y ϕ (x)+δϕ (x), esperamos
que los valores de F tambiés sean similares, y escribimos

F [ϕ+ δϕ] = F [ϕ] +

∫
d4x

δF

δϕ (x)
δϕ (x) (6.13)

que generaliza e concepto de diferencial a funciones de variables continuas. El coeficiente de δϕ (x) es por definición
la derivada variacional de F .

Una clase importante de funcionales son los funcionales locales, es decir aquéllos para los que

F [ϕ] =

∫
ddx f [ϕ (x)] (6.14)

donde d es la dimensión de la variedad y f es una función ordinaria de los campos (y eventualmente, un número finito
de derivadas) en cada punto. En este caso, se comprueba fácilmente que

δF

δϕ (x)
=
df

dϕ
(x) (6.15)

La derivada en el lado derecho es en el sentido del cálculo ordinario. Esta fórmula se generaliza fácilmente al caso en
que hay varios campos definidos en cada punto, y cuando f también depende de las derivadas en ese punto.

Volviendo a Einstein, la idea es tener un funcional de acción

S = SM + SE−H (6.16)

donde SM es la acción de la materia, por ejemplo para un campo de Maxwell escribirı́amos

SM = −1

4

∫
d4x

√
−g FµνFµν (6.17)

La vez pasada vimos cómo calcular la derivada variacional

δSM

δgµν (x)
=

1

2

√
−g Tµν (6.18)

donde Tµν es el EMT simétrico y conservado. El problema ahora es mostrar que podemos encontrar un funcional
SE−H tal que

δSE−H

δgµν (x)
= − 1

2K

√
−g Gµν (6.19)
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ya que de esa manera el principio de que la acción sea estacionaria frente a variaciones de la métrica

δ (SM + SE−H)

δgµν (x)
= 0 (6.20)

nos devuelve las ecuaciones de Einstein.
Efectivamente, el funcional de acción correspondiente es la acción de Einstein-Hilbert

SE−H =
1

2K

∫
d4x

√
−g R =

1

2K

∫
d4x

√
−g gµνRµν (6.21)

Ante una variación de la métrica tenemos

δSE−H =
1

2K

∫
d4x

{(
δ
√
−g
)
gµνRµν +

√
−g (δgµν)Rµν +

√
−ggµνδRµν

}
(6.22)

Ya hemos visto que

δ
√
−g =

1

2

√
−ggµνδgµν (6.23)

y

δgρσ = −gρµgσνδgµν (6.24)

de manera que

δSE−H =
1

2K

∫
d4x

√
−g {−Gµνδgµν + gµνδRµν} (6.25)

Lo cual es extraño porque parece que el último término sobra; con el primero más la acción de los campos de materia
nos alcanza para encontrar las ecuaciones de Einstein.

El tema es que el último término es una divergencia total, y por lo tanto no contribuye a la variación. Para ver ésto,
observamos que aunque la conexión no es un tensor, la diferencia de dos conexiones sı́ es un tensor. En particular, la
variación de la conexión es un tensor, y la variación del tensor de Ricci entonces

δRµν = ∇ρ

[
δΓρ

µν

]
−∇ν

[
δΓρ

µρ

]
(6.26)

(esto se puede ver haciendo la cuenta en un sistema localmente inercial y volviendo a un sistema genérico usando el
carácter tensorial de la variación de la conexión). Ahora es evidente que podemos usar el teorema de Gauss y convertir
el término molesto en una integral en el borde.

Sin embargo, subsiste una singularidad. Normalmente cuando uno aplica un principio variacional para obtener las
ecuaciones de una teorı́a de campos, uno pide que la variación de los campos se anule en el borde. Acá es evidente
que lo que tenemos que pedir es que se anule la variación de la conexión. Es posible agregar una divergencia total a
la acción de Einstein-Hilbert para convertirla en un principio variacional normal. Eso es irrelevante desde el punto de
vista de obtener las ecuaciones de Einstein, pero importa si uno quiere cuantificar la gravedad.

Nótese que el hecho de que el tensor de Einstein pueda obtenerse por la variación de un funcional de acción
covariante demuestra que el tensor de Einstein es simétrico y conservado, sin apelar a las identidades de Bianchi.

6.2. El tensor de Weyl
Una consecuencia inmediata de las ecuaciones de Einstein es que el EMT determina el tensor de Ricci en un

punto, pero el tensor de Riemann tiene 20 componentes independientes y el tensor de Ricci sólo tiene 10. Por lo tanto
conocer el EMT no determina unı́vocamente el tensor de Riemann, en particular, es posible tener curvatura en ausencia
de materia.

Si conocemos el escalar de curvatura, es posible construı́r un tensor con las simetrı́as del tensor de Riemann

R
[
δµρ gνσ − δµσgνρ

]
(6.27)

similarmente si conocemos el tensor de Ricci

δµρRνσ − δµσRνρ +Rµ
ρgνσ −Rµ

σgνρ (6.28)
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Entonces podemos formar un tensor tal que todas sus trazas son nulas

Cµ
νρσ = Rµ

νρσ − α
[
δµρRνσ − δµσRνρ +Rµ

ρgνσ −Rµ
σgνρ

]
+ βR

[
δµρ gνσ − δµσgνρ

]
(6.29)

Efectivamente trazando en µ y ρ obtenemos

0 = Rνσ − α [2Rνσ + gνσR] + 3βgνσR (6.30)

de modo que debe ser

α =
1

2
; β =

1

6
(6.31)

Cµ
νρσ es el tensor de Weyl, y es la parte de la curvatura que no es determinada por la materia.

Incidentalmente, en d = 3 dimensiones tanto el tensor de Riemann como el de Ricci tienen 6 componentes
independientes. En 3 dimensiones, por lo tanto, no puede haber curvatura en ausencia de materia.

6.3. La masa de Planck
Como vamos a ver la próxima clase, la constante K en las ecuaciones de Einstein se relaciona con la constante de

gravitación universal de Newton

K =
8πG

c4
(6.32)

G aparece en la ecuación de Poisson

∆ϕ = 4πGρ (6.33)

donde ρ es la densidad de materia y ϕ es el potencial gravitatorio newtoniano. Para una masa puntual M

ϕ = −GM
r

(6.34)

Como el potencial Newtoniano tiene unidades de velocidad al cuadrado, las unidades de la constante de gravitación
Universal tiene unidades de

[G] =
L3

MT 2
(6.35)

y su valor es de 6,6 10−11 m3 s−2 kg−1. Con la constante de Planck

[h] =
ML2

T
(6.36)

y la velocidad de la luz, podemos fabricar una constante con unidades de energı́a

Mpc
2 =

√
hc5

G
≈ 109 J ≈ 1019 GeV (6.37)

Mp es la masa de Planck. El hecho de que G ∝ 1/M2
p explica porqué los efectos gravitatorios son tan débiles.
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6.4. Las pequeñas oscilaciones del espacio de Minkowski
Es obvio que las ecuaciones de Einstein admiten una solución en que Tµν = 0 y gµν = ηµν . Queremos encontrar

las pequeñas oscilaciones alrededor de esa solución.
Para eso escribimos

gµν = ηµν + hµν (6.38)

y vamos a linealizar en hµν . También escribimos, a orden lineal

gµν = ηµν − hµν (6.39)

donde

hµν = ηµρηνσhρσ (6.40)

y

h = ηµνhµν (6.41)

Resulta que es conveniente tomar como variable independiente no hµν sino su inverso de traza

h̄µν = hµν − 1

2
ηµνh (6.42)

Al perturbar la métrica, también tenemos el derecho de realizar un ajuste en las coordenadas

xµ → xµ + ξµ (6.43)

Ante este cambio de coordenadas

hµν → hµν − ξµ,ν − ξν,µ (6.44)

h→ h− 2ξµ,µ (6.45)

y entonces

h̄µν → h̄µν − ξν,µ − ξµ,ν + ηµνξ
ρ
,ρ (6.46)

usamos esta libertad para imponer las condiciones de gauge de Lorenz

h̄µν,ν = 0 (6.47)

Vamos a ver que ésto es efectivamente posible. Si en el sistema original vale el gauge de Lorenz no hay nada que
mostrar, si no, tenemos que encontrar un campo de vectores ξµ tales que

h̄µν,ν −□ξµ = 0 (6.48)

(□ = ηµν∂µ∂ν) lo cual es efectivamente posible; notar que la solución no es única.
Habiendo aclarado el tema de la elección de gauge, continuamos con el cálculo del tensor de Einstein linealizado.

Primero tenemos que calcular la conexión

Γµ
νσ =

1

2
ηµλ [hνλ,σ + hσλ,ν − hνσ,λ]

=
1

2
ηµλ

[
h̄νλ,σ + h̄σλ,ν − h̄νσ,λ

]
− 1

4

[
δµν h̄,σ + δµσ h̄,ν − ηµληνσh̄,λ

]
(6.49)

Ahora Riemann

Rµ
νρσ = Γµ

νσ,ρ − Γµ
νρ,σ

=
1

2
ηµλ

[
h̄σλ,νρ − h̄νσ,λρ

]
− 1

4

[
δµσ h̄,νρ − ηµληνσh̄,λρ

]
− 1

2
ηµλ

[
h̄ρλ,νσ − h̄νρ,λσ

]
+

1

4

[
δµρ h̄,νσ − ηµληνρh̄,λσ

]
(6.50)
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Ahora Ricci

Rνσ = Rµ
νµσ

= −1

2
□h̄νσ − 1

4

[
h̄,νσ − ηνσ□h̄

]
− 1

2
h̄,νσ +

3

4
h̄,νσ

= −1

2
□h̄νσ +

1

4
ηνσ□h̄ (6.51)

Por lo tanto la curvatura escalar

R =
1

2
□h̄ (6.52)

y el tensor de Einstein

Gνσ = −1

2
□h̄νσ (6.53)

Finalmente las ecuaciones de Einstein linealizadas

□h̄νσ = −2KTνσ (6.54)

6.5. El campo lejano en el caso estacionario
Para una solución independiente del tiempo, encontramos que cada componente de h̄νσ obedece la ecuación de

Poisson

∆h̄νσ = −2KTνσ (6.55)

cuya solución es

h̄νσ (x⃗) =
K

2π

∫
d3x′

Tνσ (x⃗
′)

|x⃗− x⃗′|
(6.56)

Si la fuente es compacta, lejos de la fuente podemos hacer un desarrollo multipolar

h̄νσ (x⃗) ≈
K

2π

{
1

r

∫
d3x′ Tνσ (x⃗

′) +
xj
r3

∫
d3x′ Tνσ (x⃗

′)x′j +
3

2r5

[
xjxk − 1

3
δjkr

2

] ∫
d3x′ Tνσ (x⃗

′)x′jx′k + . . .

}
(6.57)

Los multipolos están restringidos por la condición de que Tνσ es un tensor conservado, que en el caso estacionario se
reduce a Tνj,j = 0. Por ejemplo, tenemos que∫

d3x′ T j
ν (x⃗′) =

∫
d3x′ T k

ν (x⃗′)
∂x′j

∂x′k
= −

∫
d3x′ T k

ν,k (x⃗
′)x′j = 0 (6.58)

O sea que todos los monopolos se anulan, salvo el correspondiente a (0, 0). Al orden más bajo, entonces

h̄00 =
Kc2

2π

M

r
(6.59)

,donde identificamos M con la masa total de la fuente, y todas las otras componentes de h̄µν son cero. Entonces

h̄ = −Kc
2

2π

M

r
(6.60)

y

h00 =
Kc2

4π

M

r
(6.61)

Al principio del curso habı́amos visto que un campo Newtoniano ϕ podı́a reproducirse con una métrica tal que

h00 = −2ϕ

c2
(6.62)
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El desarrollo monopolar del campo Newtoniano es

ϕ = −GM
r

(6.63)

donde G es la constante de gravitación universal. Comparando, vemos que

K =
8πG

c4
(6.64)

Pudimos recuperar nuestro resultado “ingenuo”, pero además

hjk = −1

2
δjkh̄ = −2ϕ

c2
(6.65)

En nuestro análisis “ingenuo” no vimos éstos términos porque sólo aparecen en la ecuación geodésica en términos de
orden superior.

Los términos dipolares están sometidos a limitaciones parecidas. El término 00 puede anularse simplemente eli-
giendo bien el origen de coordenadas. Para los otros términos, tenemos∫

d3x′ T k
ν (x⃗′)x′j =

∫
d3x′ T l

ν (x⃗
′)x′j

∂x′k

∂x′l
= −

∫
d3x′ T j

ν (x⃗′)x′k (6.66)

o sea que podemos escribir cada dipolo como

1

2

∫
d3x′

(
T k
ν (x⃗′)x′j − T j

ν (x⃗′)x′k
)

(6.67)

Si ν = n también es un ı́ndice espacial, el tensor entre paréntesis se conserva, por la simetrı́a de Tkn(
T kn (x⃗′)x′j − T jn (x⃗′)x′k

)
,n

= 0 (6.68)

Y de ahı́ vemos que los términos dipolares se anulan. Los únicos términos dipolares no nulos son los que tienen ν = 0,
en cuyo caso reconocemos que el dipolo es

1

2

∫
d3x′

(
T j0 (x⃗′)x′k − T k0 (x⃗′)x′j

)
=

1

2
ϵikjLi (6.69)

donde L⃗ es el momento angular de la fuente. La métrica adquiere un término

2h0kcdtdx
k =

xj
r3
ϵikjLicdtdxk = cdt

(
x⃗× L⃗

)
· dx⃗ (6.70)

que muestra la relación entre los términos 0k de la métrica y la rotación de la fuente.
Aunque nosotros asumimos que la fuente era débil, aún para una fuente no lineal el campo lejano fuera de la fuente

es armónico y admite un desarrollo multipolar. En este caso, la estructura que hemos visto sigue vigente, debido a las
restricciones impuestas por el gauge de Lorenz. En otros términos, cualquier función armónica para r > R, digamos,
puede escribirse como un potencial Newtoniano con una fuente que se anula para r > R, y si la métrica es simétrica y
obedece el gauge de Lorenz, la fuente debe ser un tensor simétrico y conservado, que es lo único que hemos asumido.



Capı́tulo 7

Ondas gravitatorias

Continuamos con el estudio de las ecuaciones de Einstein linealizadas

□h̄νσ = −16πG

c4
Tνσ (7.1)

donde

h̄µν = hµν − 1

2
ηµνh (7.2)

La conservación de Tµν implica que hµν está en el gauge de Lorenz

h̄µν,µ = 0 (7.3)

Para empezar, vamos a considerar las soluciones en vacı́o, Tµν = 0. En este caso, las ecuaciones de Einstein se
reducen a ecuaciones de onda para cada componente de la métrica, y las soluciones correspondientes se denominan
ondas gravitatorias.

Cualquier onda gravitatoria se puede considerar una superposición de ondas planas

h̄µν = h(0)µν e
ikµx

µ

(7.4)

A partir de ahora vamos a sobreentender el superfijo 0 para las amplitudes y el factor exponencial. En estas ondas
k2 = 0. Vamos a suponer que k0 > 0 de manera que k0 = k =

√
k⃗2, y por lo tanto

kµx
µ = k⃗ · x⃗− ckt (7.5)

lo que muestra que la onda tiene frecuencia ω = ck.
Las amplitudes hµν no son todas independientes, ya que están vinculadas por la condición

kµh̄µν = kh̄0µ + kj h̄jµ = 0 (7.6)

Una onda plana sigue siendo una onda plana ante un cambio de coordenadas

xµ → x′µ − ξ(0)µeikµx
µ

(7.7)

Las amplitudes se transforman como

h̄µν → h̄′µν = h̄µν + ikµξν + ikνξµ − iηµνk
λξλ (7.8)

La condición de gauge de Lorenz es invariante ante esta transformación. Explotando esta libertad suplementaria po-
demos pedir más condiciones sobre las amplitudes hµν , a saber a) h̄0ν = 0, y b) h̄µµ = 0. Cuando h̄µν satisface estas
condiciones decimos que es transverso y sin traza.

Podemos pedir cinco condiciones en vez de cuatro porque no son todas independientes; como la combinación
lineal h̄0νkν = 0, h̄00 = 0 se deduce de h̄0i = 0. Por invariancia Lorentz, si podemos lograr a), también podemos
lograr uν h̄µν = 0 para cualquier vector temporal uµ.

Supongamos que tenemos una métrica que no satisface ni a) ni b). Buscamos un vector constante ξµ tal que

60
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h̄ν0 + ik0ξ
ν + ikνξ0 − iην0k

λξλ = 0

h̄µµ − 2ikλξλ = 0 (7.9)

o usando la segunda en la primera

h̄ν0 − 1

2
ην0 h̄

µ
µ + ik0ξ

ν + ikνξ0 = 0 (7.10)

que a su vez se divide en

1

2

[
h̄00 − h̄jj

]
+ 2ikξ0 = 0

h̄j0 − ikξj + ikjξ0 = 0 (7.11)

Este sistema tiene solución única, por lo que vemos que hemos agotado nuestra libertad de gauge.
El número de onda kµ es invariante frente a este cambio de coordenadas. Respecto a las nuevas componentes de

la métrica, tenemos por construcción que h̄′00 = h̄′0j = h̄′jj = kkh̄′jk = 0.
Por ejemplo, consideremos una onda que se propaga en la dirección x, kµ = k (1, 1, 0, 0). Entonces, si h̄′µν es

transverso y sin traza, tenemos que h̄′0µ = h̄′1µ = 0. Además h̄′µµ = 0 = h̄′22 + h̄′33 (de paso, h̄′µν = hµν). Las
únicas componentes independientes son h̄′+ = h̄′22 = −h̄′33 y h̄′× = h̄′23. Por la regla de transformación 7.8, con
k2 = k3 = 0, encontramos que

h̄′+ =
1

2

(
h̄22 − h̄33

)
(7.12)

y

h̄′× = h̄23 (7.13)

Estos dos tipos de onda representan las dos polarizaciones lineales independientes de una onda gravitatoria.

7.1. Detección de ondas gravitatorias
Habiendo determinado que las ecuaciones de Einstein admiten soluciones que se propagan en forma de ondas

planas, el paso siguiente es ver cómo el paso de una onda impactarı́a sobre la materia en su camino.
Supongamos una partı́cula libre que en el momento de ser alcanzada por la onda estaba en reposo, uµ = (1, 0, 0, 0).

A partir de ese momento obedece la ecuación geodésica

duµ

ds
+ Γµ

νρu
νuρ = 0 (7.14)

En el instante inicial

duµ

ds
= −Γµ

00 (7.15)

pero

Γµ
00 =

1

2
ηµν [2h0ν,0 − h00,ν ] = 0 (7.16)

de modo que si la partı́cula está en reposo respecto al sistema de coordenadas, seguirá en reposo indefinidamente.
Sin embargo, el paso de la onda afectará las distancias entre partı́culas: si la onda se propaga en la dirección

x, el intervalo entre dos partı́culas en la dirección y es ds2 = (1 + h+) dy
2, y por lo tanto la distancia propia es

(1 + h+/2) dy.
Por ejemplo, supongamos que las dos partı́culas están unidas por un resorte, inicialmente en reposo. Es decir, la

longitud en reposo del resorte y la distancia entre partı́culas, antes del paso de la onda, son ambas l0. Bajo el efecto de
la onda, la longitud en reposo del resorte sigue siendo l0, pero la distancia entre las partı́culas es l = (1 + h+/2) l0.
Por lo tanto el resorte está en tensión, y comenzará a oscilar. De paso, como el resorte gana energı́a de esta manera, y
la energı́a solo puede provenir de la onda, queda demostrado que la onda transporta energı́a.
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Este fue el método empleado en el primer intento de detección directa de ondas gravitatorias, usando como “re-
sortes” los modos normales de una barra de aluminio. La historia de este experimento (y la controversia a la que dió
lugar) está contada en Harry Collins, Gravity’s shadow (University of Chicago Press, 2004).

Otra manera de explotar el cambio de las distancias entre objetos por el paso de una onda gravitatoria es haciendo
rebotar un láser en un espejo. Al cambiar la distancia entre la fuente y el espejo cambia el tiempo de vuelo del láser (la
velocidad de la luz no cambia) y por lo tanto la fase acumulada de la luz cuando el haz vuelve a la fuente. Midiendo
ese cambio de fase podemos determinar el cambio en la distancia.

Este es el principio de funcionamiento de los interferómetros como LIGO, del cual volveremos a ocuparnos más
adelante.

Por el mismo motivo, una onda gravitatoria que pase por el vecindario del planeta Tierra afecta los tiempos de
llegada de los haces emitidos por púlsares. Esto es significativo porque estos haces llegan a intervalos extremadamente
regulares. Por supuesto, el perı́odo de un pulsar en particular puede verse afectado por una serie de efectos sin relación
alguna con las ondas gravitatorias. Lo que distingue a la onda es que afecta a todos los púlsares simultáneamente,
y en una manera que depende de una forma relativamente sencilla de la posición del pulsar respecto de la dirección
de propagación de una onda. Por lo tanto, si uno monitorea un gran número de púlsares, y busca las correlaciones
esperadas entre las alteraciones del perı́odo de pares de púlsares, puede determinar el paso de ondas gravitatorias. Para
eso es necesario disponer de un pulsar timing array, que también describiremos en más detalle más adelante.

Todos estos métodos apuntan a la detección directa de ondas gravitatorias. Históricamente, la demostración de
la existencia real de las ondas gravitatorias siguió un método indirecto. Como las ondas transportan energı́a, cuando
un sistema binario emite gravitacionalmente (como veremos en la próxima clase), pierde energı́a, y eso disminuye el
perı́odo de la órbita. La coincidencia entre la reducción del perı́odo de un pulsar particular y la predicción a partir del
cálculo de la energı́a emitida bajo forma de radiación gravitatoria ha sido la primer demostración concluyente de la
existencia de las ondas.

7.2. Acerca de la ecuación de D’Alambert
Si pasamos ahora al tema de la generación de las ondas gravitatorias, tenemos que volver a las ecuaciones 9.18.
En principio, estas son diez ecuaciones de ondas escalares desacopladas para cada componente de la métrica, por

lo cual podemos tomarlas de a una. Además, como todo es lineal e invariante frente a traslaciones, basta con encontrar
la respuesta a un impulso o solución fundamental o función de Green

□G (t, x⃗) = δ (t) δ (x⃗) (7.17)

ya que entonces

hµν (t, x⃗) =
−16πG

c4

∫
dt′d3x G (t− t′, x⃗− x⃗′)Tµν (t

′, x⃗′) (7.18)

Resulta conveniente buscar no a G sino a su transformada de Fourier

G (t, x⃗) =

∫
dω

2π
e−iωtGω (x⃗) (7.19)

que obedece la ecuación de helmholtz

∆Gω (x⃗) + k2Gω (x⃗) = δ (x⃗) (7.20)

donde

k =
ω

c
(7.21)

El laplaciano de un escalar ϕ es la divergencia del vector gµνϕ,ν y por lo tanto se aplica la fórmula

∆ϕ =
1
√
g
∂µ

√
ggµνϕ,ν (7.22)

Usamos esta fórmula en un espacio con métrica

ds2 = dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(7.23)

(
√
g = r2 sin θ) y obtenemos el famoso Laplaciano en esféricas
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∇ϕ =
1

r2
∂rr

2∂rϕ+
1

r2

[
1

sin θ
∂θ sin θ∂θ +

1

sin2 θ
∂φ2

]
(7.24)

En nuestro caso, esperamos que la función Gω sólo dependa de r

1

r2
∂rr

2∂rGω (x⃗) + k2Gω (x⃗) = δ (x⃗) (7.25)

Para todo r ̸= 0 esto se reduce a una ecuación homogénea. Conviene definir

Gω =
g

r
(7.26)

de este modo

(g
r

)′
=

g′

r
− g

r2

r2
(g
r

)′
= rg′ − g(

r2
(g
r

)′)′

= rg′′ (7.27)

O sea, si r ̸= 0

g′′ + k2g = 0 (7.28)

Esta ecuación admite las soluciones Aeikr y Be−ikr. Reemplazando en 7.19 vemos que la primera representa una
onda saliente y la segunda una onda entrante. Como el comportamiento esperado es el primero, rechazamos la segunda
solución.

Para encontrar la constante A integramos la ecuación de Helmholtz 7.20 en una bola de radio ϵ centrada en el
origen. En el primer término usamos el teorema de Gauss, y obtenemos

4πϵ2A

(
eikr

r

)′

(r = ϵ) + 4πA

∫ ϵ

0

rdr eikr = 1 (7.29)

que en el lı́mite ϵ→ 0 da

A =
−1

4π
(7.30)

Finalmente obtenemos nuestra solución

hµν (t, x⃗) =
4G

c4

∫
dt′d3x

∫
dω

2π
e−iω(t−t′) e

iω|x⃗−x⃗′|/c

|x⃗− x⃗′|
Tµν (t

′, x⃗′) (7.31)

Acá tenemos dos alternativas. La primera es transformar Fourier ambos miembros, con lo cual obtenemos una relación
entre las transformadas del EMT y de la métrica

hωµν (x⃗) =
4G

c4

∫
d3x

eiω|x⃗−x⃗′|/c

|x⃗− x⃗′|
Tωµν (x⃗

′) (7.32)

La otra es integrar explı́citamente en ω

hµν (t, x⃗) =
4G

c4

∫
dt′d3x

Tµν (t
′, x⃗′)

|x⃗− x⃗′|
δ

(
t− t′ − |x⃗− x⃗′|

c

)
(7.33)

que muestra que al adoptar la solución de ondas salientes impusimos causalidad, ya que la δ sólo se enciende si t ≥ t′.
Ahora integramos en t′

hµν (t, x⃗) =
4G

c4

∫
d3x

Tµν

(
t− |x⃗−x⃗′|

c , x⃗′
)

|x⃗− x⃗′|
(7.34)

que es análogo a usar potenciales retardados en electromagnetismo.
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7.3. Ondas gravitatorias II
Retomamos la clase anterior

hωµν (x⃗) =
4G

c4

∫
d3x′

eik|x⃗−x⃗′|

|x⃗− x⃗′|
Tωµν (x⃗

′) (7.35)

Como habı́amos hecho en el caso estacionario, en el campo lejano es suficiente hacer un desarrollo multipolar. En este
caso, nos quedamos sólo con el primer término

hωµν ≈ 4G

c4
eikr

r

∫
d3x′ Tωµν (x⃗

′) (7.36)

Las componentes del EMT están relacionadas por las leyes de conservación

−ikT 0
ωµ + T j

ωµ,j = 0 (7.37)

Por este motivo las componentes temporales se anulan

−ik
∫
d3x T 0

ωµ = −
∫
d3x T j

ωµ,j = 0 (7.38)

En cuanto a las espaciales, tenemos

∫
d3x T jk

ω =

∫
d3x T jl

ω

∂xk

∂xl

= −
∫
d3x T jl

ω,lx
k = −ik

∫
d3x T j0

ω xk (7.39)

Repitiendo el teorema con el otro ı́ndice, encontramos∫
d3x T jk

ω = −k2
∫
d3x T 00

ω xjxk (7.40)

que es la llamada fórmula cuadrupolar de Einstein. Nótese que la conservación del EMT implican que los momentos
monopolares y dipolares de T 00

ω se anulan, si ω ̸= 0. También que es conveniente escribir

hjkω (x⃗) ≈ −4G

c4
eikr

r
k2
[∫

d3x T 00xjxk
]
ω

(7.41)

Ahora podemos resolver nuestro primer problema de readiación de ondas gravitatorias. Consideramos un sistema
binario de dos masas m iguales en una órbita circular. Primero ponemos un sistema de coordenadas (x′, y′, z′) con
origen en el centro de masa del sistema y la dirección x′ perpendicular a la órbita. Cada masa ocupa dos puntos
opuestos respecto del centro de masa a distancia r. El problema es equivalente al de una masa m/2 orbitando a una
distancia 2r de un centro de fuerzas fijo. Por la tercera ley de Kepler la relación entre r y la frecuencia Ω de la órbita
es

r3 =
π2Gm

Ω2
(7.42)

y entonces podemos escribir para una de las masas

y′ = r cosΩt

z′ = r sinΩt (7.43)

y los valores opuestos para la otra.
Supongamos que miramos la radiación en una dirección

x̂ = cos θx̂′ + sin θẑ′ (7.44)

Para discriminar al máximo entre la radiación y accidentes relacionados con la elección de coordenadas, queremos
escribir la onda en el gauge transverso y sin traza. Para eso definimos nuevas coordenadas
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y = y′

z = − sin θx′ + cos θz′ (7.45)

Las componentes del momento cuadrupolar que necesitamos son

T yy = mc2r2 [1 + cos 2Ωt]

T zz = mc2r2 cos2 θ [1− cos 2Ωt]

T yz = mc2r2 cos θ sin 2Ωt (7.46)

Está claro que la radiación va a ser monocromática con una frecuencia 2Ω, el doble de la frecuencia orbital. Descar-
tando los términos constantes, obtenemos que, a una distancia D

h+ω ≈ −16πG

c4
eikD

D
Ω2mr2 cos 2θ [δ (ω − 2Ω) + δ (ω + 2Ω)]

h×ω ≈ −16πG

c4
ei(kD+π/2)

D
Ω2mr2 cos θ [δ (ω − 2Ω)− δ (ω + 2Ω)] (7.47)

Nótese la diferencia de fase entre ambas componentes.
El pulsar de Hulse y Taylor tiene dos estrellas de neutrones de m = 1,4 M⊙ (≈ 3 1030 kg) cada una, con un

perı́odo de 3 104 s. Usando G ≈ 6 10−11 m3 kg−1 s−2 obtenemos un radio de la órbita de 109 m (la distancia de la
Tierra al Sol es 150 veces éso). La amplitud de la onda emitida es alrededor de 10−3 m D−1. Con una distancia de
alrededor de 1017 m, la amplitud en Tierra es del orden de 10−20. Si consideramos un interferómetro con un largo de
brazos efectivo de 106 m, tenemos que detectar un desplazamiento de 10−14 m, más o menos el tamaño de un núcleo
atómico.
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7.4. La energı́a de una onda gravitatoria
Aunque ya hemos visto que la onda gravitatoria transmite energı́a, no es posible asociar un EMT con la onda. Sin

embargo, sabemos que el tensor de Einstein depende no-linealmente del tensor métrico. De manera que si definimos

gµν = ηµν + hµν (7.48)

esperamos encontrar que

Gµν = G(1)
µν [hµν ] +G(2)

µν [hµν ] + . . . (7.49)

donde G(1)
µν es lineal en hµν , G(2)

µν es cuadrático, y ası́ siguiendo. Eso sugiere buscar una solución a las ecuaciones de
Einstein en la que

hµν = h(1)µν + h(2)µν + . . . (7.50)

y una expansión análoga para el EMT

Tµν = T (0)
µν + T (1)

µν + . . . (7.51)

de manera que las ecuaciones quedan como

G(1)
µν

[
h(1)µν

]
=

8πG

c4
T (0)
µν

G(1)
µν

[
h(2)µν

]
=

8πG

c4

[
T (1)
µν − c4

8πG
G(2)

µν

[
h(1)µν

]]
. . . = . . . (7.52)

Esto sugiere definir

TGW
µν = − c4

8πG
G(2)

µν

[
h(1)µν

]
(7.53)

como el mejor candidato que tenemos a EMT de una onda gravitatoria.
Para hacer la cuenta más fácil vamos a considerar sólo el caso de una onda plana que se propaga en la dirección

x, y vamos a asumir que h(1)µν ya está en el gauge transverso y sin traza. De manera que si definimos coordenadas
xj = (ct, x), xa = (y, z), las únicas componentes no nulas de la métrica son las hab, y éstas dependen sólo de las
coordenadas xj . Es obvio que en este caso la energı́a fluye en la dirección x, por lo cual sólo necesitamos conocer la
componente 01 del tensor de Einstein, que coincide con el tensor de Ricci, ya que h01 = 0. Ahora

R01 = Rj
0j1 +Ra

0a1 (7.54)

Para calcular los tensores de Riemann necesitamos de la conexión. Por ejemplo,

Rj
0j1 = Γj

01,j − Γj
0j,1 + Γj

jkΓ
k
01 − Γj

1kΓ
k
0j + Γj

jaΓ
a
01 − Γj

1aΓ
a
0j (7.55)

La fórmula para la conexión es

Γj
kµ =

1

2
[hkj,µ + hµj,k − hµk,j ] (7.56)

y en el gauge TT todos estos términos se anulan. El otro término en el Ricci es

Ra
0a1 = Γa

01,a − Γa
0a,1 + Γa

akΓ
k
01 − Γa

1kΓ
k
0a + Γa

abΓ
b
01 − Γa

1bΓ
b
0a (7.57)

No hay nada que dependa de (y, z), ası́ que nos podemos quedar con

Ra
0a1 = −Γa

0a,1 − Γa
1bΓ

b
0a (7.58)

Ahora

Γa
jb =

1

2
(ηac − hac)hcb,j (7.59)
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de modo que (recordemos que en el gauge TT haa = 0)

R01 =
1

2
[hachca,0],1 −

1

4
hab,1h

b
a,0 (7.60)

Finalmente

R01 =
1

4
hab,1 hab,0 +

1

2
habhab,01 (7.61)

Si Ze−iωt y We−iωt son dos variables que oscilan con la misma frecuencia, el promedio sobre un ciclo da

⟨WZ⟩ = 1

2
ReW ∗Z (7.62)

En nuestro caso obtenemos

R01 =
1

8
k2hab∗hab =

1

4
k2
[
|h+|2 + |h×|2

]
(7.63)

Nótese que como h ∝ ω2, el flujo de energı́a escalea como ω6; en el caso electromagnético va como ω4.
Ahora, este es sólo el tensor de Ricci. El “EMT de los gravitones” es

T01 = − c4

32πG
k2
[
|h+|2 + |h×|2

]
(7.64)

y por la interpretación fı́sica de T 0
1 como “flujo de energı́a dividido por c” y ω = ck encontramos

JE =
c3

32πG
ω2
[
|h+|2 + |h×|2

]
(7.65)

La combinación particular de parámetros dimensionales podı́a preveerse por análisis dimensional. Que el flujo de
energı́a serı́a proporcional al cuadrado de la amplitud era de esperar por experiencia con ondas acústicas y electro-
magnéticas.

En este tema seguimos el libro de Robert Wald, General Relativity (University of Chicago Press, 1984).
Si ahora volvemos a mirar la fuente, ésta tiene que estar perdiendo energı́a debido a la radiación gravitatoria

dE

dt
= −W (7.66)

donde W es la integral del flujo sobre una esfera que incluya la fuente. Dejando de seguir los parámetros adimensio-
nales, tenemos que

W ≈ c3

G
ω2

[
G

c4
ω2mr2

]2
(7.67)

donde identificamos la frecuencia de la onda y la frecuencia de la órbita, descartando los factores adimensionales. Para
simplificar el análisis, vamos a asumir que la fuente se puede describir como dos masas iguales en una órbita circular
Kepleriana, en cuyo caso

r3 =
Gm

ω2
(7.68)

E ≈ −mω2r2 = G2/3m5/3ω2/3 (7.69)

y finalmente

1

ω11/3

dω

dt
=

(
Gm

c3

)5/3

(7.70)

cuya integral es

ω =
ω0[

1− t
t0

]3/8 (7.71)

donde
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t0 =
1

ω0

(
c3

Gmω0

)5/3

(7.72)

Para el pulsar de Hulse y Taylor es factor entre paréntesis da del orden de 1015, que serı́a el número de órbitas que
le quedan al sistema antes de colapsar (en este caso en particular nuestras aproximaciones sobreestiman el resultado
real). Incidentalmente

c2r

Gm

c

ω0r
(7.73)

El primer factor es el cociente entre el tamaño de la fuente y su radio Schwarzchild, y el segundo entre la velocidad de
la luz y la velocidad de cada masa. Esto muestra que este factor sólo puede hacerse del orden de 1 cuando el sistema
está al borde del colapso gravitatorio.

Una consecuencia importante de este análisis es que si uno puede determinar ω̇ para una frecuencia dada, entonces
puede calcular la masa de la fuente, y por lo tanto la luminosidad absoluta, en ondas gravitatorias, de la fuente. Por
este motivo una fuente de ondas gravitatorias puede servir como una “sirena standard”, permitiendo una medición
muy precisa de la distancia a una fuente de luminosidad absoluta conocida. Complementada con observaciones en el
espectro electromagnético para determinar el corrimiento al rojo, las sirenas standard prometen convertirse en nuestra
forma más precisa de determinar la relación corrimiento al rojo-distancia en un futuro próximo.

Un análisis más sofisticado requiere tener en cuenta que el efecto de la onda sobre un detector, por ejemplo, un
interferómetro, depende de la dirección de propagación y de la polarización de la onda. Para determinar éstas hacen
falta varias detecciones simultáneas (por lo menos tres o dos y la detección de la señal electromagnética de la fuente).
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7.5. Detección de ondas gravitatorias
En esta clase nos basamos fundamentalmente en M. Maggiore, Gravitational Waves, 2 Vol., Oxford, 2008 y 2018.

7.5.1. Una onda propagándose en una dirección arbitraria
Hasta ahora elegı́amos la dirección de propagación de una onda gravitatoria en la dirección x̂ de manera que,

en el gauge transverso y sin traza, las únicas componentes no triviales de la onda fuesen h+ = hyy = −hzz y
h× = hyz = hzy . Si la onda se propaga en una dirección arbitraria k̂, tenemos que completar la rotación de nuestro
sistema de coordenadas a un nueva base derecha (x̂′, ŷ′, ẑ′), con, digamos x̂′ = k̂. El versor ŷ′ puede ser cualquier
versor ortogonal a k̂, por ejemplo, si k̂ ̸= ẑ podemos tomar

ŷ′ =
ẑ × k̂

|ẑ × k̂|
(7.74)

y entonces

ẑ′ = k̂ × ŷ′ (7.75)

El intervalo queda entonces como

ds2 = −c2dt2 +
[
δij + h+ϵ

+
ij + h×ϵ

×
ij

]
dxidxj (7.76)

donde hemos introducido los tensores de polarización

ϵ+ij = ŷ′iŷ
′
j − ẑ′iẑ

′
j

ϵ×ij = ŷ′iẑ
′
j − ẑ′iŷ

′
j (7.77)

7.6. Detectando ondas con un resorte
Conceptualmente, el detector de ondas más simple serı́a un resorte. Supongamos una masa m en el extremo de un

resorte de longitud en reposo L y constante k = mω2
0 . Llamamos a x la diferencia entre la posición L de la partı́cula y

la longitud en reposo L0. El resorte tiene pérdidas que provocan una fuerza de fricción −mγv. Entonces en ausencia
de la onda la ecuación del resorte es

ẍ+ γẋ+ ω2
0x = 0 (7.78)

En presencia de la onda, L va a fluctuar según la ecuación de desviación geodésica (clase 5)

L̈ = R1
010L (7.79)

A orden lineal, y usando que h0µ = 0, queda

R1
010 =

1

2
ω2h11Le

ikxL−ωt (7.80)

El efecto es máximo cuando kx = 0. Además, si la masa se desvı́a poco de la posición de equilibrio, podemos
aproximar L por L0. Entonces, en presencia de la onda, todo ocurre como si debemos agregar un forzado a la ecuación
del resorte

ẍ+ γẋ+ ω2
0x =

1

2
ω2h11L0e

−iωt (7.81)

con solución

x = − 1

2Z [ω]
ω2h11L0e

−iωt (7.82)

donde Z es la impedancia

Z [ω] = ω2 + iγω − ω2
0 (7.83)
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Una figura de mérito para medir la eficacia del resorte como detector es el cociente entre la potencia entregada al
resorte por la onda y el flujo de energı́a de la onda. Este cociente tiene unidades de área y por lo tanto se lo llama
“sección eficaz”. La potencia, promediada sobre un perı́odo, es

W =
1

2
Re [F ∗v] =

1

4 |Z|2
mγω6 |h11|2 L2

0 (7.84)

Mientras que el flujo de energı́a

J =
c3

G
ω2 |h11|2 (7.85)

de modo que la sección eficaz

σ =
G

4c3 |Z|2
mγω4L2

0 (7.86)

En resonancia, ω = ω0, resulta

σGW =
Gmω0

4c3
L2
0Q (7.87)

donde Q = ω0/γ es el factor de calidad del oscilador.

7.7. Some like it hot
Además de la dificultad de medir desplazamientos muy pequeños, es válido preguntarse si es posible rescatar

el desplazamiento generado por la onda entre otros desplazamientos generados por una multitud de factores. Para
fijar ideas, vamos a considerar solamente los desplazamientos causados por el hecho de que todo detector fı́sico se
encuentra a una temperatura finita.

Cuando el oscilador se encuentra a una temperatura T , el teorema clásico de equipartición asegura que se producen
fluctuaciones en la posición con un valor medio cero y varianza

〈
x2
〉
=
kBT

mω2
0

(7.88)

donde kB ≈ 10−23 J K−1 es la constante de Boltzmann. Para zanjar la contradicción entre la existencia de disipación
y la constancia de

〈
x2
〉

se postula que, de alguna manera, el medio ambiente del oscilador se las ingenia para crear una
fuerza F que restaura la amplitud de las fluctuaciones a medida que la disipación las va amortiguando. Con la idea del
grano de polen de Brown siemdo bombardeado por moléculas de agua, se supone que esta fuerza varı́a bruscamente en
el tiempo, de manera que en cualquier instante dado se la puede suponer como una variable aleatoria con valor medio
cero. Si se supone que además es una variable gaussiana (lo cual es sugerido por una aplicación algo arbitraria del
Teorema central del lı́mite, ya que la fuerza serı́a la resultante de un gran número de procesos elementales), entonces
sólo queda determinar la autocorrelación de la fuerza. Otra vez con el grano de polen en mente, se postula

⟨F (t)F (t′)⟩ = σ2δ (t− t′) (7.89)

La covarianza σ2 queda determinada por la condición de que esta fuerza genere el valor cuadrático medio del despla-
zamiento adecuado a un estado térmico. Tenemos que

x (t) =

∫ t

−∞
dt′ e−γ(t−t′)/2 sin [ωγ (t− t′)]

ωγ

F (t′)

m
(7.90)

donde

ωγ =

√
ω2
0 −

γ2

4
(7.91)

Asumimos un oscilador subamortiguado, es decir que ωγ es real. Nótese que es innecesario considerar una solución
homogéena, puesto que ésta ya a va haber decaı́do en cualquier tiempo finito. Por lo tanto
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〈
x2
〉

=
σ2

m2ω2
γ

∫ ∞

0

dt e−γt sin2 [ωγt]

=
σ2

2m2ω2
γ

[
1

γ
− 1

2

(
1

γ − 2iωk
+

1

γ + 2iωk

)]
=

σ2

2m2ω2
0γ

(7.92)

De esta manera obtenemos el Teorema de fluctuación-disipación

σ2 = 2mγkBT (7.93)

En vez de la fuerza en dominio tiempo, podemos introducir la transformada de Fourier

F (ω) =

∫
dt eiωtF (t) (7.94)

y entonces

⟨F (ω)F (ω′)⟩ = 4πmγkBTδ (ω + ω′) (7.95)

La descomposición de Fourier del desplazamiento entonces es

x [ω] =
−1

Z [ω]

F [ω]

m
(7.96)

de donde

⟨x (ω)x (ω′)⟩ = 4πγkBT

m |Z [ω]|2
δ (ω + ω′) (7.97)

y ahora

〈
x2
〉
=

∫
dω

2π

2γkBT

m |Z [ω]|2
(7.98)

Este es el Teorema de Wiener-Khinchine. Este resultado da la descomposición espectral del ruido térmico.
La lógica de este análisis es que si el oscilador estuviera fluctuando con frecuencias distintas a la de la onda, serı́a

irrelevante porque podrı́amos filtrar la señal. Pero como cualquier filtro realizable va a tener un ancho de banda finito
∆ω, hay una componente de ruido que no podemos filtrar, que es

2γkBT

m |Z [ω]|2
∆ω (7.99)

Para poder detectar la onda, necesitamos que este ruido esté por debajo del valor cuadrático medio del desplazamiento
causado por la onda

1

4 |Z [ω]|2
ω4 |h11|2 L2

0 (7.100)

Por esto este tipo de osciladores sólo es eficiente a alta frecuencia, a temperaturas muy frı́as, y con anchos de banda
muy estrechos.

7.8. Antenas
Una antena es un sólido y no un único resorte. Si consideramos una antena unidimensional, entonces las vibracio-

nes de la antena obedecen la ecuación de ondas

∂2t ξ − c2s∂
2
xξ = 0 (7.101)

donde cs es la velocidad del sonido y ξ (x, t) el desplazamiento de un elemento del material respecto de su posición de
equilibrio x. Las ondas obedecen la condición de contorno de extremo fijo en los lı́mites de la antena, digamos x = 0
y x = L, y por lo tanto admiten una descomposición de Fourier
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ξ (x, t) =
∑

ξn (t) sinnπ
x

L
(7.102)

cada modo normal es un oscilador

∂2t ξn + ω2
nξn = 0 (7.103)

con

ω2
n =

n2π2c2s
L2

(7.104)

La onda agrega una fuerza sobre cada elemento del material, de modo que en presencia de la onda

1

c2s
∂2t ξ − ∂2xξ = ω2h11xe

−iωt (7.105)

Para ver como esta fuerza afecta a cada modo normal tenemos que descomponer

x =
∑

(−1)
n 2L

nπ
sinnπ

x

L
(7.106)

de manera que cada modo normal se comporta como un resorte. El modo que más se acopla a la onda es el fundamental.

7.9. Pulsar timing arrays
Los pulsar timing arrays (PTAs) buscan detectar ondas gravitatorias correlacionando las fluctuaciones en los

perı́odos de las señales de un grupo de púlsares.
Supongamos un pulsar a una distancia L en la posición n̂ en el cielo. Una señal emitida en el tiempo te sigue la

trayectoria, en ausencia de la onda

t = te +
1

c
ℓ

x⃗ = [L− ℓ] n̂ (7.107)

0 ≤ ℓ ≤ L. En presencia de la onda, la ecuación geodésica

cdt = dℓ

[
1 +

1

2
hij n̂

in̂je−ik(L−ℓ)[1−k̂·n̂]−ickte

]
(7.108)

en el exponente hemos aproximado la trayectoria por la trayectoria en ausencia de la onda. Para un interferómetro el
factor que depende de k (L− ℓ) serı́a despreciable, pero no para un pulsar. Integrando, obtenemos el tiempo de llegada

to = te +
L

c
+

1

2c
hij n̂

in̂j
∫ L

0

dℓ e−ik(L−ℓ)[1−k̂·n̂]−ickte

= te +
L

c
+

i

2ω

hij n̂
in̂j[

1− k̂ · n̂
] [1− e−ikL[1−k̂·n̂]

]
e−ickte (7.109)

El efecto de la onda se descompone en dos términos, uno que sólo depende de n̂, y otro que depende de n̂ y de L. En
una primer aproximación, es suficiente quedarse con el primero.

En la práctica, no tenemos una sola onda sino una superposición de ondas de distinta dirección de propagación,
frecuencia, amplitud, polarización y fase. al promediar sobre todas las ondas, el residuo tr = to − te − L/c se anula
en promedio. Ahora, cuando comparamos dos pulsares, uno en la dirección n̂ y otro en la dirección n̂′, vemos que los
residuos están correlacionados. Asumiendo que el fondo de ondas gravitatorias es isótropo y no polarizado, resulta

⟨trt′r⟩ =
∫

dω

4ω2
P [ω]

∫
d2k̂

 ϵ+ij n̂
in̂j[

1− k̂ · n̂
] ϵ+ij n̂

′in̂′j[
1− k̂ · n̂′

] + ϵ×ij n̂
in̂j[

1− k̂ · n̂
] ϵ×ij n̂

′in̂′j[
1− k̂ · n̂′

]
 (7.110)

donde estamos asumiendo que
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⟨h+ [ω]h+ [ω′]⟩ = ⟨h× [ω]h× [ω′]⟩ = 2πP [ω] δ (ω + ω′) (7.111)

y

⟨h+ [ω]h× [ω′]⟩ = 0 (7.112)

La integral angular se puede hacer, lo cual da un patrón de correlaciones que depende solamente del ángulo entre n̂ y
n̂′, la curva de Hellings y Downs. La detección de este patrón al correlacionar los residuos de un número tan grande
como sea posible de pares de pulsares es una manera de hacer manifiesta la existencia de un fondo estocástico de ondas
gravitatorias. Además, esta técnica es útil en el rango de frecuencias de nano-Hertz, muy por debajo de las accesibles
a interferómetros (aún los futuros interferómetros en órbita) y antenas.

Figura 7.1: La curva de Hellings y Downs, en función del ángulo entre las direcciones n̂ y n̂′.

7.10. Sensibilidad de detectores interferométricos de ondas gravitatorias

Figura 7.2: Esquema de LIGO.

Supongamos que el beam splitter divide el haz del laser en dos partes de igual intensidad. Entonces, si en el
tramo a el campo eléctrico es Ea, en los brazos b y c tenemos Eb,c = Ea/

√
2. Cada haz adquiere un desfasaje
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ϕb,c = ϕ0,b,c + αzb,c donde zb,c es el desplazamiento del espejo respectivo (nótese que α ≈ Nef/λL, donde λL es la
longitud de onda del láser y Nef el número efectivo de veces que el haz “rebota” contra el espejo. Al recombinarse
los haces pasan al brazo d con una amplitud

Ed =
Ea√
2

(
ei(ϕ0b+αzb) + ei(ϕ0c+αzc)

)
(7.113)

Lo que se mide es

I = |Ed|2 = 2IL cos2
1

2
[ϕ0b − ϕ0c+ α∆z] (7.114)

∆z = zb − zc, IL = |Ea|2. Nótese que un error δz en ∆z induce un error

δI = IL sin [ϕ0b − ϕ0c+ α∆z]
α

2
δz (7.115)

Descontados todos los ruidos controlables (ruido térmico, sı́smico, ruido en la electrónica, etc.), quedan dos ruidos
irreductibles: fluctuaciones en la intensidad del láser (shot noise), y el desplazamiento de los espejos debido a la
presión de radiación de los haces sobre los espejos. Para poder compararlos, vamos a convertir el error

δIshot = 2δIL cos2
1

2
[ϕ0b − ϕ0c + α∆z] (7.116)

en un desplazamiento efectivo de los espejos

δzshot =
2δIshot

αIL sin [ϕ0b − ϕ0c + α∆z]
=

2δIL

αIL tan 1
2 [ϕ0b − ϕ0c + α∆z]

(7.117)

Para estimar δIL vamos a suponer que el número de fotones en el haz sigue una distribución de Poisson

p (n) = e−n̄ n̄
n

n!
(7.118)

donde el número medio de fotones es n̄ = IL/ (ℏωL). Entonces n̄2 − n̄2 = n̄, y

δI2L = ℏωLIL (7.119)

de donde

δz2shot =
Kshot

IL
(7.120)

donde lo único que necesitamos saber de Kshot es que es una combinación de parámetros conocidos que no depende
de la frecuencia a la que se está midiendo.

Para calcular el desplazamiento de los espejos debido a la presión de radiación, observamos que, como el tiempo
de colisión de un fotón contra el espejo es mucho mas corto que el tiempo de relajación o de la frecuencia propia de
oscilación de la montura del espejo, el espejo responde al impulso como si fuera una partı́cula libre,

δzpr = − δf

Mω2
(7.121)

donde f es la fluctuación en la fuerza sobre el espejo, M la masa del espejo y ω la frecuencia a la que se mide. La
fuerza es el impulso 2ℏωL/c transferido al espejo en cada colisión por el número de colisiones por unidad de tiempo,
que es proporcional a ncA/V , donde A es el área del espejo y V el volumen del brazo del interferómetro. Por lo tanto,
la fluctuación en la fuerza es nuevamente debida a las fluctuaciones en el número de fotones, y

δz2pr =
KprIL
ω4

(7.122)

Asumiendo que estos errores son independientes, encontramos

δz2 = δz2shot + δz2pr =
Kshot

IL
+
KprIL
ω4

(7.123)

Para una frecuencia dada, existe un lı́mite inferior absoluto, que se obtiene cuando
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IL =

√
Kshot

Kpr
ω2 (7.124)

y vale

δz2SQL = 2

√
KshotKpr

ω2
(7.125)

Este es el standard quantum limit (SQL).



Capı́tulo 8

La solución de Schwarzschild

Queremos estudiar soluciones de la ecuación de Einstein con simetrı́a esférica1. Eso quiere decir que el espacio
tiempo puede foliarse en una colección de variedades 2-dimensionales con la geometrı́a de una esfera, en la que no
hay direcciones privilegiadas. Definiendo la coordenada radial por la condición de que el área propia de la esfera valga
4πr2, una métrica con simetrı́a esférica tiene la forma

ds2 = −fdt2 + gdr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
+ 2hdtdr (8.1)

donde en princio f , g y h son funciones de t y r. A partir de este punto vamos a asumir que G = c = 1. Eso no
es problema porque estas constantes sólo van a aparecer en la combinación 2GM/c2, donde M es una constante con
unidades de masa. Por lo tanto, reteniendo el parámetro M es obvio como reinstalar a G y c en las ecuaciones.

Si además de la simetrı́a esférica pedimos que la métrica sea estacionaria, entonces desaparecen las dependencias
respecto de t, y si pedimos que sea estática, entonces h = 0. En estas condiciones encontramos el Teorema de
Birkhoff : la única solución de las ecuaciones de Einstein en vacı́o, estática y esféricamente simétrica es la solución de
Schwarzschild, que corresponde a

f =
1

g
= 1− 2M

r
(8.2)

donde M es el parámetro ya mencionado. Comparando con el lı́mite de campo débil para r → ∞, vemos que esta
métrica representa el campo de un objeto de masa M y sin rotación.

Nótese que t es el “tiempo” sólo si r > 2M ; si r < 2M , la coordenada temporal es r (o mejor, como veremos,
2M − r). La esfera r = 2M (llamada el horizonte es especial; ver porqué es especial nos va a llevar gran parte de lo
que queda del curso.

En vacı́o las ecuaciones de Einstein se reducen a que se anula el tensor de Ricci; sin calcular todas las ecuaciones
vamos a verificar que en la solución de Schawrzchild, R00 = 0. Para eso necesitamos calcular primero la conexión y
el tensor de Riemann.

Una manera de encontrar la conexión que es un poco más eficiente que simplemente usar la definición es encontrar
la ecuación geodésica

d

ds

dxµ

ds
= −Γµ

νρ

dxν

ds

dxρ

ds
(8.3)

e identificar los coeficientes en el lado derecho. la ecuación geodésica puede deducirse de la acción

S =

∫
dτ

√
gνρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
(8.4)

donde τ es un parámetro arbitrario; nótese que el Lagrangiano es simplemente ds/dτ . Las ecuaciones de Euler-
Lagrange son

d

dτ

1
ds
dτ

gµρ
dxρ

dτ
=

1

2 ds
dτ

gνρ,µ
dxν

dτ

dxρ

dτ
(8.5)

Ahora, podemos usar la libertad en elegir τ y poner τ = s, en cuyo caso obtenemos

1En esta clase nos basamos fundamentalmente en K. Thorne y R. Blandford, Modern Classical Physics, Princeton U. P. (2017).
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d

ds
gµρ

dxρ

ds
=

1

2
gνρ,µ

dxν

ds

dxρ

ds
(8.6)

Estas ecuaciones pueden deducirse de la acción

S =
1

2

∫
ds gνρ

dxν

ds

dxρ

ds
(8.7)

donde nos hemos ahorrado la raı́z cuadrada. Asumiendo desde ya una solución estática, encontramos por ejemplo

− d

ds
f
dt

ds
= 0 (8.8)

o sea (usando ′ = d/dr)

d2t

ds2
= −f

′

f

dt

ds

dr

ds
(8.9)

de donde

Γt
rt =

f ′

2f
(8.10)

y todos los otros elementos de la conexión de la forma Γt
algo son cero. Para r encontramos

d2r

ds2
=

1

2g

[
−f ′

(
dt

ds

)2

− g′
(
dr

ds

)2

+ 2r

((
dθ

ds

)2

+ sin2 θ

(
dφ

ds

)2
)]

(8.11)

Entonces

Γr
tt =

f ′

2g
Γr
rr =

g′

2g
Γr
θθ = − r

g
Γr
φφ = − r

g
sin2 θ (8.12)

Para θ encontramos

d2θ

ds2
= −2

r

dr

ds

dθ

ds
+ sin θ cos θ

(
dφ

ds

)2

(8.13)

o sea

Γθ
rθ =

1

r
Γθ
φφ = − sin θ cos θ (8.14)

Finalmente

d

ds
r2 sin2 θ

dφ

ds
= 0 (8.15)

y entonces

Γφ
rφ =

1

r
Γφ
θφ =

cos θ

sin θ
(8.16)

Con este resultado terminamos de calcular la conexión. Para calcular Rtt, observamos que

Rtt = Rr
trt +Rθ

tθt +Rφ
tφt (8.17)

Con los valores de la conexión que hemos encontrado

Rθ
tθt = Rφ

tφt =
f ′

2rg

Rr
trt =

(
f ′

2g

)′

+
g′

2g

f ′

2g
− f ′

2g

f ′

2f
(8.18)

En la solución de Schwarzschild tenemos además que g = 1/f y por eso g′/g = −f ′/f . Usando estas propiedades
para eliminar a g, encontramos que
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Rtt =
f

2

(
f ′′ +

2f

r

)
(8.19)

que efectivamente se anula si

f = 1− 2M

r
f ′ =

2M

r2
f ′′ = −4M

r3
(8.20)

Una observación importante es que el tensor de Ricci se anula, pero el tensor de Riemann no (esto es obvio, por
ejemplo, viendo el valor deRθ

tθt calculado más arriba), de modo que estamos tratando realmente con un espacio-tiempo
curvo. Una segunda observación es que las componentes del tensor de Riemann no son singulares en el horizonte
r = 2M , que por lo tanto no es una singularidad del espacio-tiempo, sino sólo de las coordenadas de Schwarzschild.
Por otro lado, las componentes del tensor de Riemann se comportan como M/r3, de manera que r = 0 sı́ es un punto
singular. Por ejemplo, las fuerzas que aparecen entre dos partı́culas próximas, calculadas a partir de la ecuación de
desviación geodésica, divergen si las partı́culas se aproximan a la singularidad. Está claro que cualquier objeto extenso
serı́a destrozado por estas fuerzas diferenciales mucho antes de alcanzar la singularidad.

8.1. ¿Qué es especial acerca del horizonte?
Aunque el horizonte no sea una singularidad fı́sica, tampoco es una esfera cualquiera. Una parte importante del

trabajo que tenemos por delante es entender sus propiedades.
La primer cosa que salta a la vista es que la lı́nea de tiempo r = 2M , θ, φ = constantes es la trayectoria de un

rayo de luz, ya que a lo largo de esta lı́nea el intervalo se anula ds2 = 0. En la medida en que un observador fı́sico no
puede viajar más rápido que la luz, debe haber obstrucciones para salir del interior de la esfera r = 2M , por el mismo
motivo que un observador en Minkowski no puede salir de su cono de la luz.

Una manera de visualizar la naturaleza del horizonte es encontrar la expresión para todas las otras trayectorias de
rayos de luz radiales. Es decir, queremos resolver

ds2 = −fdt2 + dr2

f
= 0 (8.21)

con f = 1− 2M/r.
Empecemos considerando el caso f > 0. Tenemos que en una trayectoria nula

dt = ±dr
f

(8.22)

En un rayo de luz saliente, dr/dt > 0. Entonces un rayo de luz saliente es tal que

dt− dr

f
= 0 (8.23)

Esta combinación de dt y dr es un diferencial exacto, es decir, existe una función u tal que

du = dt− dr

f
(8.24)

y entonces los rayos de luz salientes corresponden a las lı́neas u = constante. Por la misma razón, existe una función
v tal que

dv = dt+
dr

f
= du+ 2

dr

f
(8.25)

v es constante en los rayos de luz entrantes. Integrando la ecuación para dv encontramos

v = u+ 2

∫ r dr′

1− 2M
r′

= u+ r + 2M ln (r − 2M) (8.26)

y la ecuación para un rayo de luz entrante es

u+ 2r + 4M ln (r − 2M) = v0 = constante (8.27)

Para fijar la constante, pedimos que en u = 0 el rayo se encuentre en r = r0, y entonces
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u = 2 (r0 − r) + 4M ln
r0 − 2M

r − 2M
(8.28)

Cuando r ≫ r0 esto se reduce a u = r0 − r, pero cuando r → 2M el logaritmo diverge, y el rayo no alcanza el
horizonte para ningún valor finito de u.

Cuando f < 0, tenemos en cambio

dt = ± dr

|f |
(8.29)

Nuevamente definimos

du = dt− dr

|f |
(8.30)

Recordemos que ahora el “tiempo” es 2M − r. La otra familia de rayos está dada por

dv = dt+
dr

|f |
= du+ 2

dr

|f |
(8.31)

Integrando obtenemos

u− 2r − 4M ln (2M − r) = v′0 = constante (8.32)

Nuevamente cambiamos la constante por la abscisa

u = −2 (r0 − r) + 4M ln
2M − r

2M − r0
(8.33)

Vemos que todas estas curvas son asintóticas a r = 2M cuando u→ −∞, mientras que cuando r → 0 encontramos

u = −2r0 − 4M ln
(
1− r0

2M

)
+ 2r + 4M ln

(
1− r

2M

)
= u0 + 2r − 4M

[
r

2M
+

1

2

( r

2M

)2
+

1

3

( r

2M

)3
+ . . .

]
≈ u0 −

r2

2M
(8.34)

Observamos que no sólo todos los rayos alcanzan la singularidad en un valor finito de u, sino que además los conos
de la luz se van estrechando, haciendo que sea imposible escaparle a ese destino.
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8.2. La estructura causal del espacio de Schwarzschild

De los resultados de la clase pasada se desprende que en el espacio de Schwarzschild hay dos esferas con carac-
terı́sticas especiales, correspondientes a r = 0 y a r = 2M (seguimos usando unidades naturales con G = c = 1).
La primera es una singularidad fı́sica, caracterizada por la divergencia de las componentes del tensor de Riemann. La
segunda es sólo una singularidad del sistema de coordenadas, pero aún ası́ tiene caracterı́sticas que es útil desarrollar.

Respecto a la singularidad en r = 0, notamos que el interior del horizonte r = 2M , r es la coordenada temporal,
de manera que r = 0 es el futuro de todos los observadores que atraviesen el horizonte. Por otro lado, observamos
que las trayectorias con r = 2M , dθ = dφ = 0 son geodésicas nulas, es decir trayectorias de un rayo de luz. Por
este motivo, ninguna señal originada dentro del horizonte puede escapar al exterior - deberı́a moverse más rápido que
la luz. Es en este sentido que la esfera r = 2M se comporta efectivamente como un horizonte para los observadores
lejanos.

Los diagramas de Penrose son una representación gráfica de las propiedades causales de un espacio-tiempo que
facilitan visualizar este tipo de propiedades.

Consideremos un espacio tiempo estacionario y supongamos que “congelamos” dos de las cuatro coordenadas del
espacio tiempo, x2 = x3 = 0. Entonces el intervalo se expresa respecto de las coordenadas restantes x0 = ct y x1 = r
como

ds2 = −c2N (r) dt2 + 2cF (r) dtdr +G (r) dr2 (8.35)

que puede reescribirse como

ds2 = −NdUdV (8.36)

donde

dU = cdt−

√G

N
+

(
F

N

)2

+
F

N


dV = cdt+

√G

N
+

(
F

N

)2

− F

N

 (8.37)

(U, V ) se llaman coordenadas nulas, porque las curvas U = constante o V = constante son geodésicas nulas, es decir
trayectorias de un rayo de luz. Generalmente las coordenadas (U, V ) toman valores en toda la recta; definiendo nuevas
coordenadas (u, v) tales que

U = tanu

V = tan v (8.38)

entonces

ds2 =
−N

cos2u cos2 v
dudv (8.39)

podemos mapear todo el espacio tiempo original en el cuadrado [−π/2, π/2]× [−π/2, π/2]. El diagrama de Penrose
del espacio tiempo es entonces una representación de este cuadrado, donde las lı́neas u = constante o v = constante
se representan como rectas a 45o grados.

Por ejemplo, la fig. (8.1) representa el diagrama de Penrose del espacio de Minkowski, donde U = ct − r y
V = ct + r. Los rayos de luz con u = constante nacen del lado v = −π/2 y terminan en el lado v = π/2;
similarmente, los rayos de luz con v = constante nacen en u = −π/2 y terminan en u = π/2. Por lo tanto, los lados
v = −π/2 y u = −π/2 representan el pasado infinito nulo, mientras que v = π/2 y u = π/2 son el futuro infinito
nulo.
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Figura 8.1: Diagrama de Penrose del espacio de Minkowski

En cambio, las trayectorias de partı́culas reales comienzan en el vértice u = v = −π/2 y terminan en u = v =
π/2, estos vértices representan el pasado y el futuro temporales, respectivamente, mientras que un plano t =constante
interpola entre los vértices v = −u = −π/2 y v = −u = π/2, que representan el infinito espacial.

Un diagrama de Penrose más interesante es el correspondiente al espacio de Rindler, que es el espacio de Min-
kowski visto por una familia de observadores uniformemente acelerados.

Ası́ como la tetravelocidad es una generalización del concepto de velocidad que es un vector, es conveniente
generalizar el concepto de aceleración e introducir la tetra aceleración

aµ = uν∇νu
µ (8.40)

Por la normalización de la tetravelocidad u2 = −1 debe ser

uµa
µ = 0 (8.41)

Por lo tanto, no existe una trayectoria no trivial en que aµ = constante idénticamente. Lo más parecido a un móvil
uniformemente acelerado es un móvil tal que aµaµ = constante.

Consideremos un móvil moviéndose en la dirección x en el espacio de Minkowski. Entonces la velocidad ordinaria
v = dx/dt. El intervalo

ds2 = dt2
[
1− v2

]
(8.42)

Por lo tanto la tetravelocidad es

u0 =
1√

1− v2

u1 =
v√

1− v2

u2 = u3 = 0 (8.43)

La tetraaceleración

a0 =
1√

1− v2
d

dt

1√
1− v2

a1 =
1√

1− v2
d

dt

v√
1− v2

a2 = a3 = 0 (8.44)

Calculando las derivadas con a = dv/dt
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a0 =
v

[1− v2]
2 a

a1 =
1

[1− v2]
2 a (8.45)

La condición de aceleración uniforme por lo tanto es

aµa
µ =

a2

[1− v2]
3 ≡ 1

ρ2
= constante (8.46)

Si parametrizamos v = tanh τ , entonces

t = ρ sinh τ

x = ρ cosh τ (8.47)

Podemos pensar a (τ, ρ) como nuevas coordenadas en la región 0 ≤ |t| ≤ x (fig. (8.2)). Esta es la cuña de Rindler

Figura 8.2: La cuña de Rindler. La lı́nea roja es una trayectoria con ρ = constante, la lı́nea verde corresponde a τ =
constante.

Entonces dt = (t/ρ) dρ+ (x) dτ , dx = (x/ρ) dρ+ tdτ y

ds2 = −ρ2dτ2 + dρ2 (8.48)

Las lı́neas ρ = constante describen las trayectorias de observadores uniformemente acelerados, con aceleración a =
1/ρ. El tiempo propio de cada observador es ρτ .

Para dibujar el diagrama de Penrose del espacio de Rindler 8.3, observamos que todas las curvas ρ = constante
son asintóticas a la geodésica t+ x = 0 cuando τ → −∞, y a la geodésica t− x = 0 cuando τ → ∞. Esta geodésica
funciona como un horizonte para estos observadores. Ninguna señal originada en un punto con t > x (por ejemplo, el
punto marcado con una estrella) puede alcanzar la cuña de Rindler, ya que para eso deberı́a moverse más rápido que
la luz.
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Figura 8.3: Diagrama de Penrose de la cuña de Rindler (la zona coloreada)

El espacio de Schwarzschild comparte con la cuña de Rindler la existencia de un horizonte. La diferencia es que
mientras que los observadores no acelerados que crucen el horizonte de Rindler van a encontrar del otro lado un
espacio de Minkowski no muy distinto del que dejaron, a los observadores que crucen el horizonte de Schwarzschild
los espera la verdadera singularidad en r = 0. Por eso el diagrama de Penrose del espacio de Schwarzschild se ve
como en la fig. 8.4.

Figura 8.4: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de Schwarzschild.

8.2.1. Referencial sı́ncrono
Otra manera de visualizar las propiedades del espacio de Schwarzschild es construir un referencial sı́ncrono.

La idea es que en algún momento dado t = 0 poblamos el espacio con observadores, cada uno llevando un reloj
sincronizado con los de los demás, de manera que todos marcan un tiempo s = 0, y los soltamos, partiendo del reposo,
de manera de dejarlos caer sobre el agujero negro siguiendo curvas geodésicas temporales. De ese modo, en cada
evento estará presente uno de nuestros observadores, y podemos caracterizar al evento por las coordenadas quee se
observador ocupaba en t = 0, y por el tiempo propio (el tiempo marcado por su reloj) de ese observador al ocurrir el
evento.

Por simpleza vamos a considerar que los observadores caen todos radialmente sobre el agujero. Una geodésica
temporal obedece

−
(
1− 2M

r

)(
dt

ds

)2

+

(
dr
ds

)2(
1− 2M

r

) = −1 (8.49)

y su ecuación de movimiento se deduce de la acción

S =

∫
ds

1

2

{
−
(
1− 2M

r

)(
dt

ds

)2

+

(
dr
ds

)2(
1− 2M

r

)} (8.50)
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Como t es una coordenada cı́clica su momento conjugado se conserva(
1− 2M

r

)(
dt

ds

)
= E = constante (8.51)

Podemos llegar a la misma conclusión notando que ξµ = (1, 0, 0, 0) es un vector de Killing y por lo tanto ξµuµ es
constante a lo largo de una geodésica. Ahora tenemos(

dr
ds

)2 − E2(
1− 2M

r

) = −1 (8.52)

o (
dr

ds

)2

= E2 − 1 +
2M

r
(8.53)

La condición de que dr/ds = 0, r = r0 en s = 0 indica que(
dr

ds

)2

= 2M

[
1

r
− 1

r0

]
(8.54)

La solución que cae al agujero corresponde a

dr

ds
= −

√
2M

[
1

r
− 1

r0

]
(8.55)

o sea

√
2Mds = −

√
r0r

r0 − r
dr (8.56)

La idea es buscar una solución paramétrica, es decir una solución donde la relación entre r y s está dada indirectamente
a través de la relación de cada uno con una tercer variable ξ: r = r (ξ), s = s (ξ). Para la primer dependencia
proponemos

r = r0 cos
2 ξ (8.57)

Este observador arranca en ξ = 0 y cae a la singularidad cuando ξ = π/2. En algún punto intermedio atraviesa el
horizonte, y queremos ver si hay algun comportamiento anómalo asociado con ese evento. Reemplazando en 8.56
obtenemos √

2M

r30
ds = cos2 ξ dξ (8.58)

que se integra inmediatamente a

s =

√
r30
8M

[
ξ +

1

2
sin 2ξ

]
(8.59)

El observador cae a la singularidad cuando su reloj marca

s =
π

2

√
r30
8M

(8.60)

y nada extraño ocurre cuando cruza el horizonte.
La situación cambia si describimos la trayectoria en términos del tiempo coordenado, que es el tiempo propio de

un observador en infinito. Ahora tenemos

dt

dr
= − 1

(r − 2M)

√
r3 (r0 − 2M)

2M (r0 − r)
(8.61)

Cuando r → 2M , dt/dr exhibe una divergencia no integrable, y vemos que
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t = 2M ln
1

(r − 2M)
+ . . . (8.62)

Para el observador en infinito, el observador móvil no alcanza el horizonte en ningún tiempo finito. Este es uno de los
casos más extremo de dilatación temporal en registro.

Incidentalmente, hemos resuelto el problema del colapso de un cuerpo esféricamente simétrico y sin presión. Por
la simetrı́a esférica, fuera del cuerpo la métrica corresponde a la solución de Schwarzschild, y por continuidad eso se
aplica hasta en la superficie del cuerpo. Por la ausencia de presión, un punto en la superficie se mueve describiendo
una geodésica, o sea lo que acabamos de resolver.

Un caso particular curioso es cuando el cuerpo es una nube de polvo, inicialmente con densidad uniforme. Por
la simetrı́a esférica y la ausencia de presión, ahora cada punto del cuerpo, inicialmente en el radio r0, sigue una
geodesica en la métrica de Schwarzschild determinada por la masa dentro de la esfera de radio r0. Si la densidad
inicial es uniforme, entonces esta masa se relaciona con el radio como M = (4π/3) ρr30 , y de la ecuación 8.60 vemos
que todos los elementos del cuerpo caen a la singularidad al mismo tiempo propio.
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8.3. Orbitas en el espacio de Schwarzschild
En esta clase nos interesa estudiar las órbitas de partı́culas test en el espacio de Schwarzschild.
Empecemos por la órbita de una partı́cula de masa no nula. La normalización de la tetravelocidad da

−
(
1− 2M

r

)(
dt

ds

)2

+

(
dr
ds

)2(
1− 2M

r

) + r2
(
dφ

ds

)2

= −1 (8.63)

donde hemos asumido una órbita en el plano ecuatorial, sin pérdida de generalidad. Tenemos las leyes de conservación

(
1− 2M

r

)(
dt

ds

)
= E = constante

r2
(
dφ

ds

)
= L = constante (8.64)

de manera que (
dr
ds

)2 − E2(
1− 2M

r

) +
L2

r2
= −1 (8.65)

o bien (
dr

ds

)2

− 2M

r
+
L2

r2
− 2ML2

r3
= E2 − 1 (8.66)

Excepto por el término cúbico, es idéntica a la conservación de la energı́a newtoniana. Como en el caso Newtoniano,
conviene hacer la sustitución

u =
1

r
(8.67)

entonces

1

u4

(
du

ds

)2

− 2Mu+ L2u2 − 2ML2u3 = E2 − 1 (8.68)

por otro lado

du

ds
=
du

dφ

dφ

ds
= Lu2

du

dφ
(8.69)

de modo que

1

2

(
du

dφ

)2

+ V [u] =
1

2L2

(
E2 − 1

)
≡ ϵ (8.70)

donde

V [u] = −M
L2
u+

1

2
u2 −Mu3 (8.71)

El potencial efectivo es cero en u = 0 y en

u0± =
1

4M

[
1±

√
1− 16M2

L2

]
(8.72)

Si L ≤ 4M , el potencial efectivo es negativo para todo u positivo.
Los puntos crı́ticos del potencial efectivo están en

−M
L2

+ u− 3Mu2 = 0 (8.73)

o sea
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ucr± =
1

6M

[
1±

√
1− 12

M2

L2

]
(8.74)

La derivada segunda del potencial efectivo es

V ′′ = 1− 6Mu (8.75)

de manera que u = 1/6M es siempre un punto de inflexión. Cuando L = 4M el punto crı́tico más próximo al agujero
negro, o sea el de mayor valor de u, se encuentra en 1/4M , como debe ser. Los puntos crı́ticos son los radios de
órbitas circulares; V ′′ [ucr− ] > 0, de modo que esta órbita es estable, mientras que la órbita con ucr+ es inestable.
Si L < 2

√
3M , las órbitas circulares desaparecen, y todas las órbitas eventualmente caen sobre el agujero negro.

El menor radio que puede tener la órbita circular inestable es u = 1/3M . El menor radio que puede tener la órbita
circular estable es uISCO = 1/6M .

Figura 8.5: El potencial efectivo en función de u para distintos valores de L.

Figura 8.6: El potencial efectivo en función de r para distintos valores de L.
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Figura 8.7: Comparación entre el potencial Newtoniano (rojo) y relativista (azul) lejos del centro de fuerzas.

Figura 8.8: Los valoes de u correspondientes a las órbitas circulares en función de L: rojo, estable; azul, inestable.

Figura 8.9: Los radios de las órbitas circulares en función de L: rojo, estable; azul, inestable.

Para que una órbita sea finita, es necesario que
(
E2 − 1

)
/L2 sea menor que cero y mayor que V

[
ucr−
]
. Si L <

4M , debe ser
(
E2 − 1

)
/L2 < V

[
ucr+
]
< 0.

8.3.1. El desplazamiento del perihelio
Consideremos el caso en que ϵ = V

[
ucr−
]
+ δ. Entonces

1

2

(
du

dφ

)2

+
1

2
V ′′ [ucr− ] (u− ucr−

)2
+

1

6
V ′′′ [ucr− ] (u− ucr−

)3
= δ (8.76)

donde
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V ′′ [ucr− ] =

√
1− 12

M2

L2

V ′′′ [ucr− ] = −6M (8.77)

vemos que si despreciamos el término cúbico, entonces

u = ucr− + δu cos

[
1− 12

M2

L2

]1/4
φ

δu2 =
2ϵ√

1− 12M2

L2

(8.78)

Si M/L → 0 recuperamos el resultado newtoniano, y la órbita es cerrada. En general, u no vuelve a su estado inicial
cuando φ varı́a en 2π, lo cual marca el desplazamiento del perihelio.

Figura 8.10: Aproximación del potencial efectivo por una parábola.

8.3.2. Fotones
Para partı́culas de masa cero, encontramos

−
(
1− 2M

r

)(
dt

ds

)2

+

(
dr
ds

)2(
1− 2M

r

) + r2
(
dφ

ds

)2

= 0 (8.79)

donde hemos asumido una órbita en el plano ecuatorial, sin pérdida de generalidad. Seguimos teniendo las leyes de
conservación

(
1− 2M

r

)(
dt

ds

)
= E = constante

r2
(
dφ

ds

)
= L = constante (8.80)

de manera que (
dr
ds

)2 − E2(
1− 2M

r

) +
L2

r2
= 0 (8.81)

o bien

1

2

(
dr

ds

)2

+
L2

2r2

(
1− 2M

r

)
=
E2

2
(8.82)

Este potencial tiene un único punto crı́tico en
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rcr = 3M (8.83)

que corresponde a una órbita circular inestable. No hay otras órbitas ligadas. Órbitas con L2 > 27M2E2 vienen y
vuelven al infinito, órbitas con L2 < 27M2E2 caen sobre el agujero.

Lejos del agujero la órbita puede aproximarse por una lı́nea recta. Supongamos que ésta es la recta y = b, con la
partı́cula viniendo desde x = ∞. Entonces sinφ = b/r y

dφ

ds
= − b

r2 cosφ

dr

ds
(8.84)

con cosφ ≈ 1. Entonces, cuando r → ∞, L → b |dr/ds| y E → dt/ds ≈ |dr/ds|, de manera que b = L/E. Por lo
tanto, las órbitas con b < 3

√
3M caen al agujero. Si b = 3

√
3M , la órbita se enrolla asintóticamente alrededor de la

órbita inestable con r = 3M .
Vamos a calcular el ángulo de deflexión de un rayo de luz que se mantiene lejos del agujero negro. La trayectoria

puede aproximarse por lı́neas rectas tanto en el pasado lejano como en el futuro lejano.

Figura 8.11: Esquema del cálculo del ángulo de deflexión de un rayo de luz por una masa concentrada.

En el pasado lejano φ = 0, y en el futuro lejano

tanφ =
dy

dx
=
ds

dx

dy

ds
(8.85)

Como el ángulo de deflexión es pequeño, la órbita no se separa mucho de la lı́nea recta en que

dx

ds
= −E (8.86)

Para encontrar el valor asintótico de dy/ds, observamos que la dinámica corresponde a la de una partı́cula sometida a
un potencial central

V = −ML2

r3
(8.87)

de manera que

d

ds

dy

ds
= − ∂

∂y
V = −ML2

r5
y (8.88)

y

d

dx

dy

ds
=
ds

dx

d

ds

dy

ds
=

3ML2

Er5
y (8.89)

En el lado derecho aproximamos y ≈ b en todos lados, de manera que

dy

ds

∣∣∣∣
s→−∞

= − 1

E
3ML2b

∫ ∞

−∞

dx

[x2 + b2]
5/2

= −6ME

b

∫ ∞

0

dx

[x2 + 1]
5/2

(8.90)

y el ángulo de deflexión es
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χ ≈ tanχ ≈ 6M

b

∫ ∞

0

dx

[x2 + 1]
5/2

(8.91)

La integral se resuelve con la sustitución x = tanu y vale 2/3, de manera que finalmente

χ ≈ 4M

b
(8.92)



Capı́tulo 9

Estructura estelar

Nos interesa resolver las ecuaciones de Einstein para una métrica estática esféricamente simétrica, pero ahora en
presencia de materia, lo cual es un primer modelo de estructura estelar en relatividad general. por lo tanto, postulamos
una métrica

ds2 = −f (r) dt2 + g (r) dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(9.1)

Puesto que la materia está en reposo (si no la métrica serı́a estacionaria, pero no estática) no hay efectos de fricción,
de manera que no hay pérdida de generalidad en asumir que se la puede describir como un fluido ideal (ver la clase 6),
con EMT

Tµ
ν = ρ (r)uµuν + p (r) [δµν + uµuν ] (9.2)

con uµ =
(
f−1/2, 0, 0, 0

)
, uµ =

(
−f1/2, 0, 0, 0

)
. Además, como la dinámica de un fluido ideal preserva la entropı́a

por partı́cula, no hay pérdida de generalidad en asumir un fluı́do barotrópico, es decir, un fluido con ecuación de estado

p = p (ρ) (9.3)

Tenemos por lo tanto un modelo definido por cuatro funciones f , g, ρ y p, de manera que vamos a necesitar cuatro
ecuaciones independientes. Una es 9.3, a través de la cual introducimos el dato de la composición de la estrella. Una
segunda ecuación es la ley de conservación

T ν
µ;ν = 0 (9.4)

donde es esencial que la derivada es covariante. Desarrollando

T ν
µ;ν = ρ,νu

νuµ + p,ν
[
δνµ + uνuµ

]
+ (ρ+ p)

(
uµ;νu

ν + uµu
ν
;ν

)
(9.5)

Como la velocidad sólo tiene componente temporal, resulta

ρ,νu
ν = p,νu

νuµ = 0 (9.6)

y también

uν;ν =
1√
−g

∂ν
√
−guν = 0 (9.7)

δνµp,ν sólo es distinto de cero cuando µ = r, y lo mismo pasa con el término restante

uµ;νu
ν = −Γλ

µνu
νuλ = Γt

µt (9.8)

Cuando µ = r obtenemos

Γt
rt =

f ′

2f
(9.9)

Reuniendo los dos términos no nulos, la ley de conservación nos da

p′ + (ρ+ p)
f ′

2f
= 0 (9.10)
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o bien, redefiniendo

f = e2Φ (9.11)

p′ + (ρ+ p) Φ′ = 0 (9.12)

Lejos del cuerpo f ≈ 1 + 2Φ, y Φ se convierte en el potencial Newtoniano (recordemos que c = 1). De hecho, la ec.
9.12 es la versión relativista de la ecuación de equilibrio hidrostático

p′ + ρmϕ
′ = 0 (9.13)

Las diferencias entre las ecuaciones 9.12 y 9.13 son que ρm es la densidad de masa, mientras que ρ es la densidad de
energı́a, y ϕ es el verdadero potancial Newtoniano. Las ecuaciones convergen porque en el lı́mite no relativista ρ está
dominada por la energı́a en reposo, de modo que, con c = 1, ρ ≈ ρm ≫ p.

Fı́sicamente, la diferencia fundamental entre 9.12 y 9.13 es que en la teorı́a relativista la presión “pesa”. Por eso, a
igual masa, las estrellas relativistas van a ser más compactas que las no relativistas. También aparecen masas lı́mites,
ya que no siempre la estrella va a poder compensar un aumento en la masa con un aumento en la presión; llega un
momento en que aumentar la presión eleva peso de la estrella más que lo que agrega a la fuerza de sustentación.

9.0.1. Einstein
Teniendo ya las ecuaciones 9.3y 9.12, necesitamos dos ecuaciones más, que van a ser elegidas entre las ecuaciones

de Einstein

Gµ
ν = 8πTµ

ν (9.14)

Concretamente, vamos a usar las ecuaciones correspondientes a µ = ν = 0 y 1, es decir (ver apéndice)

G0
0 = − g′

rg2
− 1

r2

(
1− 1

g

)
= −8πρ

G1
1 =

2Φ′

rg
− 1

r2

(
1− 1

g

)
= 8πp (9.15)

La primer ecuación sugiere redefinir

1

g
= 1− 2m

r
(9.16)

para obtener

m′ = 4πr2ρ (9.17)

Con la parametrización de f y g dada por 9.11 y 9.16, la ecuación (1, 1) de Einstein queda como

Φ′ =
m+ 4πr3p

r (r − 2m)
(9.18)

Eliminando Φ′ entre las ecuaciones 9.12 y 9.18 obtenemos una ecuación autónoma para la presión

p′ = −
(ρ+ p)

(
m+ 4πr3p

)
r (r − 2m)

(9.19)

que es la ecuación de Tolman, Oppenheimer y Volkov. Nótese que si asumimos que r > 2m en todo radio (de otra
forma, tendrı́amos un agujero negro en el interior de la estrella), entonces p′ < 0 en toda la estrella. Con una ecuación
de estado barotrópica ρ = ρ(p), podemos obtener la estructura de la estrella integrando las ecuaciones 9.17 y 9.19
con las condiciones iniciales m (0) = 0, p (0) = pc. El borde de la estrella se encuentra en el primer punto R en que
p (R) = 0. Ahı́ la métrica se convierte con continuidad en una métrica de Schwarzschild con el valor de M = m (R),
que de esa manera es la masa de la estrella (que no se corresponde con el flujo de la corriente de energı́a Tµ

ν u
ν , ya

habı́amos encontrado esta curiosidad en la clase 10). Eventualmente uno puede integrar la ecuación 9.18 para encontrar
Φ, con la condición de contorno e2Φ(R) = 1− 2M/R.
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9.1. Estrellas de Schwarzschild
Para entender un poco más de qué se trata, vamos a comparar la solución relativista con la Newtoniana en el caso

de una estrella de Schwarzschild, es decir una estrella con ecuación de estado ρ = constante.
El caso Newtoniano se obtiene reemplazando ρ = µc2 con p finito, y tomando el lı́mite en que c → ∞. Redefini-

mos m = mNc
2, m′

N = 4πr2µ y hacemos explı́cito el factor G/c2 en 9.18, de modo que

Φ′ =
GmN

r2
(9.20)

que es equivalente a la ecuación de Poisson

∆Φ = 4πGµ (9.21)

La ecuación 9.12 se reduce a la ecuación de equilibrio hidrostático 9.13
Si µ = constante, entonces

mN =
4

3
πr3µ (9.22)

Entonces

p = pc −
2

3
πGµ2r2 (9.23)

El radio de la estrella es

R =

√
3pc

2πGµ2
(9.24)

y la masa

M =
4

3
πµ

[
3pc

2πGµ2

]3/2
(9.25)

Nótese que la masa es una función creciente de la presión, y que tanto la masa como el radio pueden ser arbitrariamente
grandes.

Veamos ahora el caso relativista con ρ = constante. Ahora m = 4πρr3/3 y la ecuación 9.19 se integra a

p+ 1
3ρ

p+ ρ
=
pc +

1
3ρ

pc + ρ

√
1− 8

3
πρr2 (9.26)

La superficie de la estrella corresponde a

pc +
1
3ρ

pc + ρ

√
1− 8

3
πρR2 =

1

3
(9.27)

o sea

R =

√√√√√ 3pc
2πρ2

1 + 2pc

ρ(
1 + 3pc

ρ

)2 (9.28)

R es una función creciente de pc pero tiene un lı́mite finito cuando pc → ∞

R∞ =

√
1

3πρ
(9.29)

correspondiendo a una masa

M∞ =
4

3
πρ

1

[3πρ]
3/2

=
4

9
R∞ (9.30)

La configuración lı́mite es “casi” un agujero negro.
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9.2. Cálculo del tensor de Einstein
Queremos calcular

G0
0 = R0

0 −
1

2
R

G1
1 = R1

1 −
1

2
R (9.31)

Ahora

R = R0
0 +R1

1 +R2
2 +R3

3 (9.32)

de modo que

G0
0 =

1

2

[
R0

0 −R1
1 −R2

2 −R3
3

]
G1

1 =
1

2

[
R1

1 −R0
0 −R2

2 −R3
3

]
(9.33)

Empecemos por

R0
0 =

1

g
R0

101 +
1

r2
R0

202 +
1

r2 sin2 θ
R0

303 (9.34)

El primer término es

R0
101 = Γ0

11,0 − Γ0
10,1 + Γ0

0λΓ
λ
11 − Γ0

1λΓ
λ
01 (9.35)

El primer término es idénticamente cero y los dos últimos sólo son distintos de cero cuando λ = 1 y λ = 0, respecti-
vamente. Γ0

01 ya fue calculada en 9.9, y

Γ1
11 =

g′

2g
(9.36)

de manera que

R0
101 = −

(
f ′

2f

)′

+
f ′

2f

(
g′

2g
− f ′

2f

)
=

1

2f

[
−f ′′ + f ′

(
g′

2g
+
f ′

2f

)]
(9.37)

Seguimos con

R0
202 = Γ0

22,0 − Γ0
20,2 + Γ0

0λΓ
λ
22 − Γ0

2λΓ
λ
02 (9.38)

El único término que no es cero es

R0
202 = Γ0

01Γ
1
22 (9.39)

Nuevamente usamos 9.9, y

Γ1
22 = − r

g
(9.40)

de modo que

R0
202 = − rf ′

2fg
(9.41)

Ahora es fácil ver que
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R0
303 = − rf ′

2fg
sin2 θ (9.42)

Juntando 9.37, 9.41 y 9.42 obtenemos

R0
0 =

1

2fg

[
−f ′′ + f ′

(
g′

2g
+
f ′

2f

)]
− f ′

rfg
(9.43)

Ahora seguimos con R1
1

R1
1 = − 1

f
R1

010 +
1

r2
R1

212 +
1

r2 sin2 θ
R1

313 (9.44)

donde

R1
010 =

1

g
R1010 =

1

g
R0101 = −f

g
R0

101 (9.45)

que ya calculamos en 9.37. Siguiendo

R1
212 = Γ1

22,1 − Γ1
21,2 + Γ1

1λΓ
λ
22 − Γ1

2λΓ
λ
12 (9.46)

El segundo término es nulo; para los otros necesitamos 9.40, 9.36, y

Γ2
12 =

1

r
(9.47)

de manera que

R1
212 =

(
− r
g

)′

− r

g

(
g′

2g
− 1

r

)
=

rg′

2g2
(9.48)

Notando que Γ3
13 = Γ2

12 y Γ1
33 = Γ1

22 sin
2 θ encontramos que

R1
313 =

rg′

2g2
sin2 θ (9.49)

y ahora integramos todo

R1
1 =

1

2fg

[
−f ′′ + f ′

(
g′

2g
+
f ′

2f

)]
+

g′

rg2
(9.50)

Incidentalmente

R0
0 −R1

1 = − f ′

rfg
− g′

rg2
(9.51)

Sólo nos falta una componente del tensor de Ricci ya que R3
3 = R2

2. Calculemos

R2
2 = − 1

f
R2

020 +
1

g
R2

121 +
1

r2 sin2 θ
R2

323 (9.52)

Ahora

R2
020 =

1

r2
R2020 =

1

r2
R0202 = − f

r2
R0

202

R2
121 =

1

r2
R2121 =

1

r2
R1212 =

g

r2
R1

212 (9.53)

Sólo necesitamos calcular

R2
323 = Γ2

33,2 + Γ2
21Γ

1
33 − Γ2

33Γ
3
32 (9.54)
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Γ2
33 = − cos θ sin θ; Γ1

33 = − r
g
sin2 θ; Γ3

23 =
cos θ

sin θ
(9.55)

y ahora

R2
323 =

(
1− 1

g

)
sin2 θ (9.56)

Juntando todo

R2
2 = R3

3 = −1

2

f ′

rfg
+

1

2

g′

rg2
+

1

r2

(
1− 1

g

)
(9.57)

Entonces

G0
0 = − g′

rg2
− 1

r2

(
1− 1

g

)
G1

1 =
f ′

rgf
− 1

r2

(
1− 1

g

)
(9.58)

que son las expresiones que usamos en 9.15, agregando que f = e2Φ.
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9.3. Politrópicas no relativistas
Queremos investigar la estructura de estrellas no relativistas con ecuación de estado

p = Kργ = Kρ1+1/n (9.59)

que describe las adiabáticas de un gas ideal con calor especı́fico cV = nkB , donde kB es la constante de Boltzmann.
En este caso conviene redefinir

ρ = ρcθ
n (9.60)

donde ρc es la densidad en el centro de la estrella. Entonces

p = Kργc θ
n+1 (9.61)

y

m′ = 4πr2ρ = 4πρcr
2θn (9.62)

Cada partı́cula siente la atracción de toda la masa de la estrella (hasta el radio r) concentrada en el centro, de modo
que

Φ′ =
Gm

r2
(9.63)

y la ecuación de equilibrio hidrostático

Kργc (n+ 1) θnθ′ = −Gm
r2

ρcθ
n (9.64)

Simplificando

(n+ 1)Kρ
1/n
c

G
r2θ′ = −m (9.65)

derivando nuevamente

(n+ 1)Kρ
1/n
c

G

(
r2θ′

)′
= −4πr2ρcθ

n (9.66)

de manera que

(n+ 1)Kρ
1/n
c

4πGρc

1

r2
(
r2θ′

)′
+ θn = 0 (9.67)

El factor en primer término tiene unidades de longitud al cuadrado. Por lo tanto, definimos

Rc =

√
(n+ 1)Kρ

1/n
c

4πGρc
(9.68)

r = Rcξ (9.69)

y obtenemos la ecuación de Lane-Emden

1

ξ2
d

dξ
ξ2
dθ

dξ
+ θn = 0 (9.70)

Con las condiciones iniciales θ (0) = 1, µ (0) = 0. Si bien esta ecuación debe integrarse numéricamente salvo para
valores excepcionales de n (por ejemplo, si n = 1 la solución es θ = sin ξ/ξ), lo importante es que la ecuación es
universal, para un n dado. Por lo tanto, para cada n existe un único valor ξ(n) para el cual θ = 0 por primera vez. Este
valor determina el radio de estrella R = Rcξ

(n), y su masa

M = 4π

∫ R

0

dr r2ρ = 4πR3
cρc

∫ ξ(n)

0

dξ ξ2θn (9.71)
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lo cual da la dependencia explı́cita de la masa respecto de la densidad central

M ∝

[
(n+ 1)Kρ

(3−n)/3n
c

4πG

]3/2
(9.72)

En particular, vemos que si n < 3 (γ > 4/3) la masa de la estrella crece con la densidad en el centro de la estrella,
mientras que si γ < 4/3 ocurre lo contrario (que, como vamos a ver más adelante, indica que la estrella es inestable).
El caso γ = 4/3, n = 3 es excepcional, porque la masa de la estrella es universal, independiente de la densidad
central (y por lo tanto, también del radio de la estrella). Curiosamente, este valor aparece, por motivos completamente
independientes, en la teorı́a de enanas blancas, donde resulta en el lı́mite de Chandrasekhar.

9.4. Estabilidad

El problema de la estabilidad va mucho más allá de lo que podemos hacer en este curso. Sin embargo, podemos
sacar algunas conclusiones cualitativas a partir de lo que hemos visto (ver fig. 9.1).

Figura 9.1: Fuente: Glendenning.

La figura 9.1 representa el resultado de una hipotética solución numérica de las ecuaciones de estructura, donde se
encuentra que la masa de la estrella es máxima para un valor dado de la densidad en el centro de la estrella. Entonces,
el punto S representa una configuración estable, y el punto U una inestable.

Para evaluar la estabilidad debemos ver en cada caso cuál es la fuerza dominante, si el peso de la estrella o las
fuerzas de presión.

Supongamos que efectivamente estamos en el punto S y una fluctuación hace que la estrella se contraiga. Entonces
la masa de la estrella permanece constante, pero la densidad aumenta, y pasamos del punto S al punto C. Ahora vemos
que la masa de la estrella es menor que la masa de la configuración estable C∗ para ese valor de la densidad central.
Por lo tanto, podemos esperar que las fuerzas de presión van a ser capaces de restaurar la estrella a la configuración
original S.

Si en cambio hacemos el mismo análisis a partir de la configuración U , vemos que la estrella contraı́da también
tiene más masa que la estrella estable. Por lo tanto, esperamos que la fuerza peso domine a la fuerza de presión, y la
estrella siga contrayéndose.
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En términos de la relación entre la masa y el radio de la estrella, el mismo análisis sugiere que la estrella es estable
si dM/dR ≤ 0, e inestable en caso contrario. O sea, si la estrella se expande, esperamos que una estrella estable quede
con más masa que la configuración estable correspondiente al nuevo radio, y en consecuencia que se vuelva a contraer.

9.5. Landau 1932
En 1932, Landau presentó un argumento elemental para mostrar que no podı́a haber estrellas frı́as estables con

más de una cierta masa.
Landau consideró un sistema de N partı́culas confinadas en una esfera de radio R. El volumen por partı́cula es

entonces v ≈ R3/N y la distancia tı́pica entre partı́culas es

d ≈ R

N1/3
(9.73)

Por el principio de Heisenberg, el valor tı́pico de las componentes del impulso es

p ≈ ℏ
d
≈ hbar

R
N1/3 (9.74)

La energı́a cinética tı́pica de las partı́culas es entonces

ϵ ≈ p2

2m
≈ hbar2

2mR2
N2/3 (9.75)

Al mismo tiempo, la energı́a potencial tı́pica es

V ≈ −GMmR ≈ −Gm
2

R
N (9.76)

Por lo tanto, la energı́a total por partı́cula E = ϵ+ V tiene un mı́nimo en un radio R ∝ N−1/3, que corresponde a la
configuración estable de la estrella.

El problema es qué pasa si aumento N . El radio de equilibrio disminuye, el momento tı́pico aumenta, y en algún
punto las partı́culas pasan a ser relativistas. Ahora la energı́a es

ϵ ≈ cp ≈ cℏ
R
N1/3 (9.77)

y la energı́a por partı́cula

E ≈
[
cℏN1/3 −Gm2N

] 1

R
(9.78)

Si E > 0, el sistema va a tratar de reducir su energı́a aumentando R; eventualmente vamos a volver al caso no
relativista, donde sabemos que existe algún equilibrio estable. Esto ocurre cuando N2/3 < cℏ/Gm2.

CuandoE < 0, el sistema trata de minimizar su energı́a haciéndola todavı́a más negativa, y eso conduce al colapso.
Por lo tanto, existe un valor máximo de Nmax, que corresponde a una masa

Mmax ≈ mN ≈
(

cℏ
Gm4/3

)3/2

(9.79)

9.6. El lı́mite de Chandrasekhar
La teorı́a de Chandrasekhar se basa en asumir que, en el lı́mite de temperatura tendiendo a cero, una estrella se

puede modelar como un gas degenerado de fermiones libres. Por lo tanto, a T = 0 la estructura de la estrella está
determinada por el principio de Pauli: en cada elemento de volumen d3x tendremos un único fermión en cada estado
cuántico d3p = ℏ3/d3x hasta llenar la esfera de Fermi, es decir, hasta un valor pF del impulso. Por lo tanto, la densidad
numérica de la estrella es

n =
4

3
π
(pf
ℏ

)3
(9.80)

En una enana blanca, los fermiones que contribuyen a la presión son los electrones, pero la masa la determinan los
protones y los neutrones. Asumiendo que hay A/Z nucleones por electrón, por lo tanto, la densidad es
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ρ =
4

3
π

(
A

Z

)
mp

(pf
ℏ

)3
(9.81)

donde mp es la masa del protón.

Una partı́cula con momento p contribuye vpp/3 a la presión, donde vp es la velocidad de la partı́cula. Esencial-
mente esto viene de que cada impacto de la partı́cula contra las paredes del recinto que la contiene contribuye una
transferencia de impulso del orden de p, mientras que el número de impactos por unidad de tiempo es proporcional a
vp. El factor 1/3 proviene de promediar sobre todas las direcciones posibles del impulso respecto a la pared. Suman-
do sobre la esfera de Fermi, vemos que tenemos dos casos lı́mites: si todas las partı́culas (que en este caso son los
electrones) son no relativistas (pF ≪ mec) entonces vp = p/me, y la presión

pNR =
4π

5ℏ3me
p5F =

4πℏ2

5me

(
3Zρ

4Amp

)5/3

(9.82)

mientras que si los electrones son relativistas pF ≫ mec entonces vp ≈ c y

pR =
πc

ℏ3
p4F = πcℏ

(
3Zρ

4Amp

)4/3

(9.83)

En ambos casos encontramos ecuaciones de estado politrópicas, con distinto K y γ: en el caso no relativista, γNR =
5/3 y por lo tanto nNR = 3/2, mientras que en el caso relativista γR = 4/3 y nR = 3. Con los resultados anteriores,
inmediatamente concluı́mos que para estrellas no relativistas

MNR ∝ 4π

[
5

8πG

]3/2 [
4πℏ2

5me

(
3Z

4Amp

)5/3
]3/2

ρ
1/2
0 (9.84)

La masa crece con la densidad central, y por lo tanto estas configuraciones son estables. En cambio en el caso relativista

MR ∝ 4π

[
cℏ

Gm
4/3
p

]3/2(
3Z

4A

)2

(9.85)

La masa es independiente de la densidad central, pero más importante es que, aparte de factores de orden 1, esta masa
es precisamente la masa máxima predicha por Landau 9.79.

Dejando de lado los factores numéricos, encontramos que MR ≈ 1031 kg 1, que se compara bien con la masa del
Sol ≈ 1030 kg.

Si tenemos en cuenta las correcciones debidas a la Relatividad General, encontramos no sólo que las masas son
generalmente menores para una densidad central dada, sino que además las estrellas más densas se vuelven inestables
(ver fig. 9.2).

1Usamos c ≈ 108 ms−1, ℏ ≈ 6 10−34 Js, G ≈ 6 10−11 m3kg−1s−2 y mp ≈ 10−27kg.
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Figura 9.2: Fuente: Zel’dovich-Novikov.

Las figuras 9.3 y 9.4 representan resultados tı́picos de la solución del problema de estructura estelar en un ran-
go amplio de densidades centrales y radios con ecuaciones de estado realistas, marcando los regı́menes estables o
inestables.
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Figura 9.3: Fuente: Shapiro - Teukolsky.

Figura 9.4: Fuente: Shapiro - Teukolsky.

Nótese que aparece una segunda rama de estructuras estables, correspondientes a las estrellas de neutrones. En
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estas estrellas, protones y electrones se han fusionado, de manera que tanto la presión como el peso de la estructura
son debidos a los neutrones.

9.6.1. Acerca de la literatura
Esta clase está basada en el Hartle y en
E. Poisson y C. M. Will, Gravity: Newtonian, Post-Newtonian, Relativistic, CUP (2014).

También recomendamos el Wald
R. Wald, General Relativity (U. of Chicago Press, 1984).

Especı́ficamente sobre el problema de estructura y estabilidad estelar, los siguientes son referencias clásicas:

Ya. Zel’dovich e I. Novikov, Stars and Relativity (Dover, 1996).

S. L. Shapiro y S. A. Teukolsky, Black Holes, White Dwarfs, and Neutron Stars (John Wiley, 1983).

N. K. Glendenning, Special and General Relativity (Springer, 2007).

John L. Friedman and Nikolaos Stergioulas, Rotating relativistic stars (CUP, 2013).

Por supuesto, si es por ir a las fuentes, nada mejor que S. Chandrasekhar, An introduction to the study of stellar
structure (Dover, 1958).

El artı́culo de 1932 de Landau, L. D. Landau, Phys. Z. Sowjetunion 1 (1932) 285, está reimpreso en D. Ter Haar
(editor), Collected papers of L. D. Landau, Gordon & Breach (1965).



Capı́tulo 10

Lentes Gravitacionales

Figura 10.1: Lente gravitacional puntual. El detector se encuentra en el vértice inferior. La fuente F está a una distancia
ZF , y en ausencia de la lente su imagen se verı́a a un ángulo θF de la lı́nea de mira. La lente L se encuentra centrada
en la lñinea de mira a distancia ZL. Por la deflexión de la luz en el campo gravitatorio de la lente, la imagen de la
fuente subtiende un ángulo θ, que proyectado a la distancia ZF da la imagen I .

El hecho de que la curvatura del espacio tiempo curve la trayectoria de los rayos de luz es el origen del fenómeno
de las lentes gravitacionales. Las lentes gravitacionales se han convertido en nuestra mejor herramienta para investigar
la distribución de masa en el Universo, ya sea en escalas cosmológicas o en objetos colapsados, tales como galaxias y
cúmulos de galaxias. Tiene la ventaja sobre otros métodos (por ejemplo, contar estrellas) que cuenta todo lo que pesa,
ya sea materia ordinaria, materia oscura o energı́a oscura. También es una herramienta importante en la búsqueda de
exoplanetas.

El esquema básico de la lente está descrito en la figura 10.1. El detector D toma una imagen de una región del
espacio a una distancia Z. El puntoO corresponde al centro de la imagen. Un objeto ubicado en el plano perpendicular
a la lı́nea de mira forma una imagen que, proyectada a la distancia Z, parece estar en la posición Zθ⃗ (como todos los
ángulos involucrados son pequeños, aproximaremos libremente senos y tangentes por sus argumentos; también vamos
a usar la aproximación de cielo plano, que consiste en aproximar la bóveda celeste por su plano tangente). La posición
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real del objeto es Zθ⃗F (F por fuente). La diferencia Z
(
θ⃗F − θ⃗

)
es debida a la desviación de la trayectoria de la luz

respecto de la lı́nea recta r⃗ =
(
z, zθ⃗

)
, 0 ≤ z ≤ Z.

En las aplicaciones habituales es suficiente considerar que la luz se propaga en un campo gravitatorio débil

ds2 = −
[
1 +

2φ

c2

]
c2dt2 +

[
1− 2φ

c2

]
dr⃗2 (10.1)

donde φ es el potencial Newtoniano. Las geodésicas nulas obedecen

dr

dt
=

√[
1 + 2φ

c2

][
1− 2φ

c2

]c (10.2)

Esto indica que el campo gravitatorio se puede reemplazar por un ı́ndice de refracción equivalente

n =

√[
1− 2φ

c2

][
1 + 2φ

c2

] ≈ 1− 2φ

c2
(10.3)

A diferencia del ı́ndice de refracción de un medio material, el ı́ndice equivalente no depende de la frecuencia de la luz.
La trayectoria del rayo queda determinada por el principio de Fermat, es decir, es un extremo del camino óptico

L =

∫ F

D

ndℓ (10.4)

La parametrización de la trayectoria es arbitraria, de manera que podemos usar la coordenada z. Entonces

L =

∫ Z

0

dz n
[
z, zϑ⃗

]√√√√1 + z2

(
dϑ⃗

dz

)2

(10.5)

Las condiciones de contorno son ϑ⃗ (0) = θ⃗, ϑ⃗ (Z) = θ⃗F . Las ecuaciones de Euler-Lagrange resultan en

d

dz


n
[
z, zϑ⃗

]
√
1 + z2

(
dϑ⃗
dz

)2 z2 dϑ⃗dz
 =

{
∇ϑ⃗n

[
z, zϑ⃗

]}√√√√1 + z2

(
dϑ⃗

dz

)2

(10.6)

Como las derivadas de n son pequeñas, podemos linealizar alrededor de la trayectoria recta ϑ⃗ = θ⃗ + δϑ⃗

d

dz

{
z2
dδϑ⃗

dz

}
= ∇θ⃗n

[
z, zθ⃗

]
(10.7)

Integrando una vez

dδϑ⃗

dz
=

1

z2

∫ z

0

dz′ ∇θ⃗n
[
z′, z′θ⃗

]
(10.8)

Y finalmente

θ⃗F − θ⃗ =

∫ Z

0

dz

z2

∫ z

0

dz′ ∇θ⃗n
[
z′, z′θ⃗

]
=

∫ Z

0

dz′ ∇θ⃗n
[
z′, z′θ⃗

]( 1

z′
− 1

Z

)
≡ ∇θ⃗ΦL

[
θ⃗
]

(10.9)

Para simplificar, vamos a asumir que el “potencial” de la lente ΦL tiene simetrı́a axial, de manera que la fuente y su
imagen están sobre el mismo radio vector.
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10.1. Lente puntual

En el caso en que la lente es un objeto puntual a una distancia ZL del detector, el potencial Newtoniano es el
potencial de Coulomb y el potencial de la lente es

ΦL

[
θ⃗
]
=

2GM

c2Z

∫ Z

0

dz′

z′
(Z − z′)√

(z′ − ZL)
2
+ z′2θ2

(10.10)

En este caso, la fuente y la imagen están sobre el mismo radio vector, y

θF − θ = −2GM

c2Z
θ

∫ Z

0

dz′ z′ (Z − z′)[
(z′ − ZL)

2
+ z′2θ2

]3/2 (10.11)

La deflección se produce cuando z′ ≈ ZL, de modo que podemos aproximar

θF − θ = −2GM

c2b

(
1− ZL

Z

)∫ ∞

−∞

dx

[x2 + 1]
3/2

= −4GM

c2b

(
1− ZL

Z

)
(10.12)

donde b = ZLθ es el parámetro de impacto. Reemplazando obtenemos

θ = θF +
θ2E
θ

(10.13)

donde

θ2E =
4GM

c2ZL

(
1− ZL

Z

)
(10.14)

θE es el ángulo de Einstein. Para cada valor de θF hay dos valores posibles de θ

θ± =
1

2

[
θF ±

√
θ2F + 4θ2E

]
(10.15)

θ+ es siempre mayor que θF y θE , mientras que θ− es menor que ambos.

Figura 10.2: Los ángulos θ∗ (rojo) y θ− (azul) en función de θF .
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Figura 10.3: Lente gravitacional puntual. Es la imagen de 10.1, vista desde el punto de vista del detector, y mostrando
las dos imágenes (rojo y azul) de la fuente (verde). El cı́rculo interior marca el radio de Einstein.

Figura 10.4: El campo lejano de Hubble deformado por el paso de una lente gravitatoria frente al telescopio (fuente:
ESA/Hubble).

El centro de la imagen, la fuente y sus dos imágenes están alineados, el signo de θ− indica que se encuentra en el
lado opuesto a la fuente. Si la fuente y la lente están alineadas (θF = 0), las imágenes forman un cı́rculo de apertura
θE .

Es conveniente introducir la variable

x =
θF√

θ2F + 4θ2E
(10.16)

0 ≤ x ≤ 1. Entonces
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θ+ =
1

2
θE

[
1 +

1

x

]
dθ+
dθ

=
1

2
[1 + x] ≤ 1 (10.17)

Por este motivo la imagen de una fuente extensa se ve afinada en la dirección polar y alargada en la axial, tendiendo a
verse como un arco. En la otra imagen

θ+ =
1

2
θE

[
1− 1

x

]
dθ−
dθ

=
1

2
[1− x] ≤ 1 (10.18)

Supongamos que en vez de ser puntual, la fuente subtiende un ángulo sólido dΩ = θF dθF dφ. Entonces cada imagen
subtiende un ángulo sólido

dΩ+ = θ+dθ+dφ =
1

4

[
1 +

1

x

]
[1 + x] dΩF

dΩ− = |θ−| dθ−dφ =
1

4

[
1

x
− 1

]
[1− x] dΩF (10.19)

Entonces

dΩ+ + dΩ− =
1

2

[
x+

1

x

]
dΩF ≥ dΩF (10.20)

Cada punto de una imagen es la imagen de un punto en la fuente y tiene la misma luminosidad por unidad de ángulo
sólido que éste; por lo tanto, la suma de las dos imágenes, por subtender un ángulo sólido mayor, se ve más luminosa
que la fuente en ausencia de la lente.

Gracias a esto, el fenómeno de lente gravitacional permite detectar un exoplaneta gracias al cambio en el brillo
de la estrella debido al tránsito del planeta. En este caso la deflección de los rayos de luz es demasiado débil como
para resolver las imágenes de la estrella, pero se puede detectar el aumento de la luminosidad de la estrella durante el
tránsito.

Figura 10.5: Imágenes de una fuente extensa.

10.2. Lentes gravitacionales y radiación cósmica de fondo
La fuente más lejana que existe en el Universo es la radiación cósmica de fondo. Supongamos que en una región

del cielo la distribución “verdadera” de temperaturas es T̄
[
θ⃗
]
. La distribución observada es en cambio T

[
θ⃗
]
, con
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T
[
θ⃗
]
= T̄

[
θ⃗F

]
= T̄

[
θ⃗ +∇θ⃗ΦL

]
(10.21)

En primer aproximación

T
[
θ⃗
]
≈ T̄

[
θ⃗
]
+∇θ⃗ΦL · ∇θ⃗T̄

[
θ⃗
]

(10.22)

El efecto de lente gravitatoria no cambia la temperatura media de la RCF, pero sı́ su distribución en modos. Suponga-
mos que la RCF “verdadera” tiene una función de correlación (bajo la aproximación de “cielo plano”)〈

T̄
[
θ⃗
]
T̄
[
θ⃗′
]〉

=

∫
d2k

(2π)
2 e

ik⃗·(θ⃗−θ⃗′)C̄k (10.23)

Por otro lado, si descomponemos en modos

T̄
[
θ⃗
]
=

∫
d2k

(2π)
2 e

ik⃗·θ⃗T̄k⃗ (10.24)

Entonces 〈
T̄k⃗T̄k⃗′

〉
= (2π)

2
δ
(
k⃗ + k⃗′

)
C̄k (10.25)

que es el teorema de Wiener-Khinchin. Nótese que modos distintos son estadı́sticamente independientes. Ahora, la
RCF observada tiene una distribución en modos

Tk⃗ = T̄k⃗ −
∫

d2p

(2π)
2 p⃗ ·

(
k⃗ − p⃗

)
ΦLp⃗T̄k⃗−p⃗ (10.26)

Y por lo tanto la correlación de los modos observados es

〈
Tk⃗Tk⃗′

〉
= (2π)

2
δ
(
k⃗ + k⃗′

)
C̄k−(2π)

2
∫

d2p

(2π)
2 ΦLp⃗p⃗·

[(
k⃗ − p⃗

)
δ
(
k⃗ + k⃗′ − p⃗

)
C̄k′ +

(
k⃗′ − p⃗

)
δ
(
k⃗ + k⃗′ − p⃗

)
C̄k

]
(10.27)

o sea 〈
Tk⃗Tk⃗′

〉
= (2π)

2
δ
(
k⃗ + k⃗′

)
C̄k +ΦL(k⃗+k⃗′)

(
k⃗ + k⃗′

)
·
[
k⃗′ C̄k′ + k⃗ C̄k

]
(10.28)

De esta forma, la aparición de correlaciones entre modos no opuestos es un trazador de la distribución de masa en el
Universo.

10.3. Apéndice: La ecuación de Limber
Como hemos visto, existen formas de mapear el potencial de la lente formada por la distribución de masa en

el Universo. La pregunta es si es posible determinar a partir de ahı́ el potencial Newtoniano, que es equivalente a
determinar la distribución de masa misma.

Supongamos que las fluctuaciones en la densidad de masa del Universo tienen una función de correlación

⟨ρ [x⃗] ρ [x⃗′]⟩ =
∫

d3k

(2π)
3 e

ik⃗·(x⃗−x⃗′)ρk (10.29)

Entonces el potencial Newtoniano tiene una función de correlación

⟨φ [x⃗]φ [x⃗′]⟩ = (4πG)
2
∫

d3k

(2π)
3 e

ik⃗·(x⃗−x⃗′)k−4ρk (10.30)

Y el potencial de lente gravitatoria

〈
ΦL

[
θ⃗
]
ΦL

[
θ⃗′
]〉

=

(
16πG

c2

)2 ∫
d3k

(2π)
3

∫ ∞

0

dz

z

∫ ∞

0

dz′

z′
ei[kz(z−z′)+k⃗⊥·(zθ⃗−z′θ⃗′)]k−4ρk (10.31)
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La aproximación de Limber consiste en notar que la principal contribución a la integral proviene de la región en que
z′ ≈ z. Entonces podemos aproximar〈

ΦL

[
θ⃗
]
ΦL

[
θ⃗′
]〉

=

(
16πG

c2

)2 ∫
d2k⊥

(2π)
2

∫ ∞

0

dz

z2
eizk⃗⊥·(θ⃗−θ⃗′)k−4

⊥ ρk⊥ (10.32)

Si escribimos la función de correlacion como〈
ΦL

[
θ⃗
]
ΦL

[
θ⃗′
]〉

=

∫
d2ℓ

(2π)
2 e

iℓ⃗·(θ⃗−θ⃗′)ΦLℓ (10.33)

Entonces

ΦLℓ = (2π)
2

(
16πG

c2

)2 ∫
d2k⊥

(2π)
2

∫ ∞

0

dz

z2
k−4
⊥ δ

(
zk⃗⊥ − ℓ⃗

)
ρk⊥

=

(
16πG

c2

)2
1

ℓ4

∫ ∞

0

dz ρℓ/z (10.34)

10.4. Acerca de la literatura
Esta clase está basada en el Hartle y en Scott Dodelson y Fabian Schmidt, Modern Cosmology (2a edición, Acade-

mic Press, 2021). También consultamos Arthur B. Congdon y Charles R. Keeton, Principles of Gravitational Lensing
(Springer, 2018).

Como lectura suplementaria, recomendamos Lahav, Ofer, Calder, Lucy, Mayers, Julian y Frieman, Joshua A.
(editores), The Dark Energy Survey (World Scientific, 2021).



Capı́tulo 11

Kerr o no Kerr

La métrica de un agujero negro de Kerr es

ds2 = − 1

ρ2
(
∆− a2 sin2 θ

)
dt2 − 2

2Mar sin2 θ

ρ2
dtdφ+

ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2

+
1

ρ2
(
∆2 + 4Mr∆−∆a2 sin2 θ + 4M2r2

)
sin2 θdφ2 (11.1)

donde

ρ2 = r2 + a2 − a2 sin2 θ

∆ = r2 − 2Mr + a2 (11.2)

Tomando el lı́mite r → ∞ vemos que corresponde a una fuente de masa M e impulso angular J = aM ; cuando
a→ 0 se convierte en la métrica de Schwarzschild. La métrica es independiente de las coordenadas t y φ, es decir, es
estacionaria, pero no es estática, porque gtφ ̸= 0.

De entrada vemos que hay dos superficies “interesantes”, la superficie ∆2 = 0, en la que diverge grr, y la superficie
∆ = a2 sin2 θ, en la que se anula gtt. Como vamos a ver, la primera corresponde al “horizonte”.

Una manera de verlo es ver cuándo la métrica tiene un autovalor nulo (que en Schwarzschild ocurre en r = 2M .
Si la métrica tiene un autovalor nulo, entonces su determinante se anula. Está claro que ni grr ni gθθ se anulan nunca,
de manera que basta ver el determinante de 2× 2

sin2 θ

ρ4
det

(
−
(
∆− a2 sin2 θ

)
−2Mar sin2 θ

−2Mar
(
∆2 + 4Mr∆−∆a2 sin2 θ + 4M2r2

) )
= − sin2 θ

ρ4
∆
[
∆+ 2Mr − a2 sin2 θ

]2
= −∆sin2 θ (11.3)

Vemos que el determinante sólo se anula si ∆ = 0. Además, si ∆ > 0 los autovalores tienen signos opuestos, de
manera que existe una dirección “tiempo” con un autovalor negativo no nulo.

Ahora, la ecuación ∆ = 0 admite dos raı́ces

r± =M ±
√
M2 − a2 (11.4)

Si a = 0, r+ = 2M , r− = 0. Si a = M , decimos que es un “agujero negro extremo”, ya vamos a ver porqué; ahı́
r+ = r− =M . Si a > M no hay horizonte. El rango que nos interesa es cuando 0 < a < M , allı́ r+ > r− y

∆ = (r − r+) (r − r−) (11.5)

(nótese que r+r− = a2). Entonces, si r > r+, ∆ > 0 y existe una dirección temporal que es alguna combinación de
las direcciones de t y de ϕ. Si r+ > r > r−, ∆ < 0 y la coordenada “temporal” es r. Pero si r < r−, entonces ∆ > 0
nuevamente. Existe una singularidad en r = 0, pero es una singularidad espacial, no temporal como en Schwarzschild.
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Esto se puede representar en un diagrama de Penrose. La figura (11.1) representa la región exterior al agujero,
donde las geodésicas nulas salientes son asintóticas al horizonte en el pasado lejano (el horizonte funciona como un
“agujero blanco”) y las entrantes son asintóticas a r+ en el futuro lejano.

Figura 11.1: La región exterior de un agujero de negro de Kerr.

Como en los casos de Rindler y Schwarzschild, podemos extender la variedad a una segunda cuña, con lo que
obtenemos la figura (11.2)

Figura 11.2: La variedad extendida de un agujero de negro de Kerr.

Si un observador atraviesa el horizonte exterior, se encontrará con el horizonte interior en su futuro, como muestra
la fig. (11.3)
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Figura 11.3: El horizonte interno está en el futuro del externo.

pero la singularidad en r = 0 no está en el futuro, sino al costado, del horizonte interno (fig. (11.4)).

Figura 11.4: El horizonte interno está en el futuro del externo.

De esa manera uno obtiene una celda básica que se puede repetir indefinidamente, como en la fig. (11.5)
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Figura 11.5: El diagrama de Penrose del espacio de Kerr, obtenido duplicando la celda básica.

Esto sugiere que un agujero negro de Kerr podrı́a funcionar como un agujero de gusano, ya que un observador
podrı́a entrar al horizonte en el diamante I y emerger en el I ′, que existe en otro Universo.

Figura 11.6: El agujero negro de Kerr como agujero de gusano.

El área del horizonte es

A =

∫
dθdφ

√
gθθgφφ = 4π (2Mr+) = 4π

(
r2+ + a2

)
(11.6)

11.1. La ergosfera
La métrica de Kerr admite dos vectores de Killing,

ξµ = (1, 0, 0, 0)

ηµ = (0, 0, 0, 1) (11.7)
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Por lo tanto, en una geodésica cuyo vector tangente sea la tetravelocidad uµ, la energı́a

E = −ξµuµ = −gttut − gtφu
φ (11.8)

y el momento angular

ℓ = ηµu
µ = gφtu

t + gφφu
φ (11.9)

se conservan. Como sólo una componente del momento angular se conserva, en general las geodésicas no son planas,
excepto las que están en el plano del ecuador, θ = π/2, protegidas por la simetrı́a norte-sur.

Nos preguntamos por la posibilidad de observadores en reposo, es decir, con ur = uθ = uφ = 0 (obviamente, su
lı́nea de mundo no es una geodésica), y

gtt
(
ut
)2

= −1 (11.10)

o sea (
1− 2Mr

ρ2

)(
ut
)2

= 1 (11.11)

Ahora nos llevamos una sorpresa, porque para que ésto sea posible debe ser

2Mr

ρ2
< 1 (11.12)

Como ρ2 = r2 + a2 cos2 θ es definido positivo, debe ser

r2 + a2 cos2 θ − 2Mr > 0 (11.13)

es decir

r > rERGO =M +
√
M2 − a2 cos2 θ (11.14)

(ERGO por ergosfera, ya que para r < rERGO es posible extraer energı́a del agujero negro mediante el proceso de
Penrose). Nótese que rERGO ≥ r+, con igualdad en los polos.

La conclusión por ahora es que para r ≤ rERGO es imposible para un observador permanecer en reposo, no
importa qué fuerzas actúen sobre él. Lo más parecido a un observador en reposo es un zero angular momentum
observer (ZAMO), es decir, un observador con ℓ = 0.

La tetravelocidad de un ZAMO se puede escribir como

Uµ = β (ξµ +Ωηµ) (11.15)

donde

Ω =
dφ

dt
=
uφ

ut
(11.16)

Es la velocidad angular con la que el ZAMO rota alrededor del agujero negro. Entonces

0 = ℓZAMO = β (ηµξ
µ +Ωηµη

µ) (11.17)

de donde

Ω =
−gtφ
gφφ

(11.18)

Notamos que Ω > 0. Cuando r → r+, la velocidad angular tiende a

Ω =
a

2Mr+
(11.19)

que identificamos como la velocidad de rotación del agujero negro.
La tetravelocidad de una partı́cula real debe estar confinada al cono de la luz futuro y tener norma −1. Fuera de la

ergosfera, donde gtt < 0, eso implica que la energı́a medida por un observador en reposo debe ser positiva. Dentro de
la ergosfera, pedimos que la energı́a medida por un ZAMO sea positiva. Asumiendo β > 0 encontramos
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0 ≤ − (ξµ +Ωηµ)uµ = E − Ωℓ (11.20)

Es decir, E puede ser negativa, provisto que |ℓ| sea lo bastante grande.
Si esta partı́cula cae en el agujero negro, la masa del agujero se reduce. En el proceso de Penrose, la partı́cula de

energı́a negativa resulta de la fisión de una partı́cula de energı́a positiva; la otra partı́cula del par tiene energı́a positiva
y escapa al infinito, por lo que el resultado neto es extraer energı́a del agujero. Nótese sin embargo que la cantidad

dM − ΩdJ ≥ 0 (11.21)

11.2. ¿Termodinámica de agujeros negros?

Una de las interpretaciones posibles de Ω es que ΩdJ es el trabajo necesario para cambiar el momento angular
del agujero negro “adiabáticamente”, aunque no está muy claro qué quiere decir adiabático en este contexto. Efectiva-
mente, si formamos la forma diferencial

ϖ = dM − ΩdJ (11.22)

está claro que no es un diferencial exacto, ya que si lo fuera tendrı́a que ser ∂Ω/∂M = 0 a J constante, y evidentemente
no lo es. Sin embargo, admite un factor integrante

dM − ΩdJ =′′ T ′′d′′S′′ (11.23)

lo cual no es sorprendente porque todas las formas en dos dimensiones admiten uno. Lo sorprendente es que T y S
terminan siendo cantidades fı́sicamente significativas

En vez de tomar M y J como variables independientes, es mejor tomar a y r+. Entonces

M =
r2+ + a2

2r+

J = aM =
a
(
r2+ + a2

)
2r+

Ω =
a

r2+ + a2
(11.24)

y entonces

dM − ΩdJ =

(
r2+ − a2

)
2r+

(
r2+ + a2

) [r+dr+ + ada] (11.25)

Reconocemos que

r+dr+ + ada =
1

8π
dA (11.26)

donde A es el área del horizonte, ec. (11.6). Por lo tanto

T =
1

8π

(
r2+ − a2

)
2r+

(
r2+ + a2

) (11.27)

En el lı́mite de Schwarzschild a→ 0, r+ → 2M y T → 1/8π (4M). Resulta que 1/4M es una cantidad significativa,
la gravedad superficial del agujero negro. Es posible demostrar que la “temperatura” definida por 11.27 juega un papel
similar en la métrica de Kerr.

En el lı́mite a→M , T → 0, por lo que el estado crı́tico serı́a el “cero absoluto” del agujero negro.
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11.2.1. Sobre la literatura
Además de los libros usuales, usé Derek Raine y Edwin Thomas, Black Holes, Imperial College Press (2015) y J.

Hartle, Gravity, Pearson (2003).
Para un tratamiento exhaustivo ver Valeri P. Frolov y Andrei Zelnikov, Introduction to Black Hole Physics, Oxford

(2011), cuya dedicatoria comparto.
El clásico sobre las leyes de los agujeros negros es B. Carter, The general theory of the mechanical, electromagnetic

and thermodynamic properties of black holes, en S. W. Hawking y W. Israel (editores), General Relativity, an Einstein
centenary survey, Cambridge UP (1979), p. 294.
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11.3. Geodésicas nulas en el plano ecuatorial
Consideramos una geodésica nula confinada al plano ecuatorial. Entonces, poniendo θ = π/2, ρ = r y la ecuación

para las geodésicas nulas

0 = −
(
1− 2M

r

)(
dt

dλ

)2

− 2
2Ma

r

dt

dλ

dφ

dλ
+
r2

∆

(
dr

dλ

)2

+

(
r2 + a2 +

2Ma2

r

)(
dφ

dλ

)2

(11.28)

Podemos expresar dt
dλ y dφ

dλ en términos de E y ℓ = bE.

dt

dλ
=

1

∆

[(
r2 + a2 +

2Ma2

r

)
E − 2Ma

r
ℓ

]
dφ

dλ
=

1

∆

[
2Ma

r
E +

(
1− 2M

r

)
ℓ

]
(11.29)

Nótese que el parámetro de impacto b puede ser positivo o negativo. Si es positivo quiere decir que el momento angular
del fotón está en la misma dirección que el momento angular del agujero negro, y si es negativo, que los momentos
angulares son opuestos.

Reemplazando en 11.28

0 = r2
(
dr

dλ

)2

−
(
r2 + a2 +

2Ma2

r

)
E2 +

(
1− 2M

r

)
ℓ2 + 2

2Ma

r
Eℓ (11.30)

Si escribimos ℓ = bE, donde b es el parámetro de impacto, encontramos

1

2

(
dr

dλ

)2

+
E2

2
V [r] =

E2

2
(11.31)

con

V [r] =

(
b2 − a2

)
r2

− 2M
(b− a)

2

r3
(11.32)

Es decir, la coordenada radial se comporta como una partı́cula sometida a un potencial centrı́fugo ∝ r−2 y un potencial
atractivo ∝ r−3. El potencial tiene un máximo, que corresponde a una órbita circular inestable (OCI), cuando

V ′ [rOCI ] = 0 (11.33)

de donde

1

rOCI
=

1

3M

b+ a

b− a
(11.34)

El valor del potencial en el máximo es

V [rOCI ] =
(b+ a)

3

27M2 (b− a)
(11.35)

Entonces, si V [rOCI ] > 1, existe un punto de retorno clásico, y el fotón es dispersado por el agujero negro, si
V [rOCI ] < 1 el fotón pasa por encima de la barrera de potencial y cae al agujero negro, y si V [rOCI ] = 1 el fotón
queda atrapado, espiralando alrededor de la órbita inestable. Nótese que el número de vueltas que da el fotón antes de
caer al agujero negro o de alejarse nuevamente es proporcional al tiempo que tarda en superar la barrera (ya que la
velocidad angular permanece esencialmente constante), y este tiempo diverge cuando V [rOCI ] → 1.

Es conveniente introducir variables x = a/M (0 ≤ x ≤ 1) e y = b/a. Entonces la condición V [rOCI ] = 1 se
convierte en

f (y) =
(y + 1)

3

27 (y − 1)
=

1

x2
(11.36)
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Figura 11.7: f (y).

Graficamos f (y) en la figura 11.7. Si y > 1, f(y) tiene un mı́nimo cuando y = 2, que corresponde a f (y) = 1
y por lo tanto es solución cuando x = 1, es decir, para un agujero negro crı́tico. En este caso existe otra solución en
b = −7, nótese la asimetrı́a según la orientación de los momentos angulares. Para cualquier otro valor de x, tendremos
una solución con b > 2; valores de b mayores a esta solución indican trayectorias abiertas, mientras que valores de
b por debajo de esta solución indican trayectorias atrapadas, con un análisis similar para los b negativos. La segunda
solución con b positivo indica una trayectoria que está confinada entre la barrera de potencial y el agujero.

Supongamos que estamos mirando al agujero negro y tenemos la suerte de que la lı́nea de mira sea perpendicular al
momento del agujero. Detrás del agujero está el plasma caliente de su propio disco de acreción. Pero nosotros vemos
una sombra alrededor del agujero, ya que rayos con un parámetro de impacto por debajo de un valor lı́mite no pueden
escapar al infinito. Los puntos con b/a = 2 y b/a = −7 marcan los lı́mites de la sombra en el plano ecuatorial (para
dibujar el perfil completo deberı́amos resolver las geodésicas tridimensionales). La asimetrı́a en la forma de la sombra
por lo tanto lleva información sobre el spin del agujero negro. Este efecto ha sido espectacularmente demostrado por
la imagen del agujero negro en el centro de la galaxia M87 construı́da por el Event Horizon Telescope (abril 2017).

Figura 11.8: La sombra de un agujero negro rotante. Tomado de Valeri Frolov and Andrei Zelnikov, Introduction to
Black Hole Physics, Oxford (2011).
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Figura 11.9: El agujero negro en el centro de la galaxia M87, imagen tomada por el Event Horizon Telescope en Abril
de 2017.

La Segunda Ley all’uso nostro

Si un fotón de energı́a E cae en el agujero negro, entonces su masa se incrementa en dM = E y su momento
angular en dJ = ℓ = bE. Por lo tanto tenemos

dM − ΩdJ = (1− Ωb)E (11.37)

Obviamente, si b < 0 (suponemos a > 0) esta cantidad es positiva. Si b > 0, observamos que para que el fotón
realmente caiga en el agujero negro, debe ser b ≤ bmin. Efectivamente Ωbmin ≤ 1 para todo a en el rango entre 0 y
M , verificando que el área del agujero aumenta en todos los casos.

Figura 11.10: La Segunda Ley.

No hay dos sin tres

Supongamos que llovemos fotones sobre un agujero negro de manera de aumentar su rotación. ¿Podemos lograr
que el agujero se vuelva crı́tico (a ≥M )?

Nuestros fotones vienen de fuera de la ergosfera ası́ que tienen energı́a positiva. Si b < 0, reducen la rotación.
Queremos b lo más grande posible, pero si b ≥ bmin correspondiente a la trayectoria asintótica a la órbita circular
inestable, no es absorbido. Por lo tanto, nuestra mejor estrategia es enviar fotones con b apenas por debajo de bmin.
Ahora, si e≪M es la energı́a del fotón, tenemos dM = e, dJ = be, y

d
( a
M

)
= d

(
J

M2

)
=

e

M2
(b− 2a) (11.38)
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Para que el proceso funcione, debe ser b > 2a, pero cuando a/M → 1 el propio bmin → 2a (ver la fig. (11.7)). Los
fotones que estamos enviando tardan cada vez más en atravesar la barrera de potencial, para lograr cada vez menos
en términos de aumentar el cociente a/M . Juntando ambos resltados, vemos que no es posible llegar al estado crı́tico
en un tiempo finito, lo cual se parece al principio de Nernst o Tercera Ley de la Termodinámica, la imposibilidad de
alcanzar el cero absoluto de temperatura.



Capı́tulo 12

Termodinámica de agujeros negros

Nuestro objetivo es verificar la primera ley de los agujeros negros

dM − ΩdJ − ΦdQ =
κ

2π
d
A

4
(12.1)

para un agujero negro de Kerr-Newman, donde los distintos sı́mbolos representan la masa, velocidad angular, momento
angular, potencial electrostático, carga, gravedad superficial y área del agujero negro. No vamos a asumir una forma
dada para la gravedad superficial, sino que vamos a dejar que surja como factor integrante en la ec. (12.1).

Empecemos por ver que no es nada obvio que una forma diferencial en 3 variables

ϖ = udx+ vdy + wdz (12.2)

admita un factor integrante como en la ec. (12.1). Esta claro que la forma ϖ está asociada a un vector v⃗ = (u, v, w).
Podrı́amos pedir que ϖ sea un diferencial exacto

ϖ = dϕ (12.3)

Eso seria equivalente a pedir que v⃗ sea un gradiente

v⃗ = ∇ϕ (12.4)

y la condición necesaria y suficiente es que se anule el rotor

∇× v⃗ = 0 (12.5)

Pedir que ϖ admita un factor integrante

ϖ = ψdϕ (12.6)

es equivalente a pedir que

v⃗ = ψ∇ϕ (12.7)

Tomando el rotor de ambos miembros

∇× v⃗ = ∇ψ ×∇ϕ =
1

ψ
∇ψ × v⃗ (12.8)

y por lo tanto

v⃗ · ∇ × v⃗ = 0 (12.9)

Se puede demostrar que esta condición necesaria también es suficiente. Existen campos vectoriales que no satisfacen
esta condición, por ejemplo

w⃗ = xŷ + ẑ (12.10)

se ve fácilmente que

123
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w⃗ · ∇ × w⃗ = 1 (12.11)

En cambio, cualquier vector de la forma

f (x, y) x̂+ g (x, y) ŷ (12.12)

la satisface. Entonces, la existencia de un factor integrante es trivial en dos dimensiones, pero no en tres, y se vuelve
cada vez más excepcional cuando aumentamos el número de dimensiones.

Por supuesto, nosotros estamos pidiendo más que la mera existencia, ya que estamos diciendo además que la forma
en cuestión debe ser proporcional al diferencia del área. Es conveniente adoptar como variables el radio del horizonte
r+ y el factor a, además de la carga Q, con lo cual las distintas cantidades se convierten en

M =
1

2r+

(
r2+ + a2 +Q2

)
Ω =

a

r2+ + a2

J = aM

Φ =
Qr+

r2+ + a2

A = 4π
(
r2+ + a2

)
(12.13)

y la ecuación 12.1 se convierte en

(1− Ωa) dM − ΩMda− ΦdQ = κ (r+dr+ + ada) (12.14)

es decir

(1− Ωa)
∂M

∂Q
= Φ

(1− Ωa)
∂M

∂r+
= κr+

(1− Ωa)
∂M

∂a
= κa+ΩM (12.15)

que se verifican fácilmente, con

κ =

(
r2+ − a2 −Q2

)
2r+

(
r2+ + a2

) (12.16)

que en el caso de Schwarzschild se reduce a

κ =
1

2r+
=

1

4M
(12.17)

y siempre se anula en los agujeros negros crı́ticos.

12.1. Gravedad superficial en Schwarzschild
La idea básica de gravedad superficiale s que es la aceleración de un observador estacionario sobre la superficie

del agujero. En Schwarzschild, un observador estacionario tiene una tetravelocidad

uµ =
(
|gtt|−1/2

, 0, 0, 0
)

(12.18)

y por lo tanto su aceleración

aµ = uν∇νu
µ = Γµ

00 |gtt|
−1 (12.19)

La única componente no nula es
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ar =
1

2
grr (−gtt,r) |gtt|−1

=
M

r2
(12.20)

Que coincide con 12.17. Sin embargo, eso no es lo que hay que mirar, si no

a2 = grra
r2 =

Mr−2

1− 2M
r

(12.21)

que diverge sobre el horizonte, lo que indica que el observador es incapaz de sostenerse sobre el horizonte una vez en
él.

Sin embargo, un observador en el infinito puede proveer esta aceleración ejerciendo una fuerza finita, que es
precisamente (por unidad de masa) la gravedad superficial κ. El motivo es que las fuerzas se corren al rojo igual que
lo hacen las frecuencias; una fuerza cerca del horizonte, corrida al rojo por un factor 1− 2M/r, resulta en una fuerza
finita muy lejos del agujero.

Para entender ésto, pensemos en una onda que se propaga en Schwarzschild como un tren de pulsos. La frecuencia
de la onda es proporcional a la inversa de la distancia en tiempo propio entre pulsos. Pero cuando la onda se propaga,
lo que se mantiene constante es la distancia en tiempo coordenado. Entonces, puesto que

ds =
√
|gtt|dt (12.22)

entonces la onda va cambiando de frecuencia con la distancia al agujero según la ley

ω (r) =
ω√
|gtt|

(12.23)

Pensemos ahora que tenemos un gas de fotones en equilibrio alrededor del agujero. En cada punto vemos al gas a
temperatura T (r). Eso quiere decir que la probabilidad de encontrar a un fotón de frecuencia ω es proporcional al
factor de Planck

p (ω, r) =
1

eω(r)/T (r) − 1
(12.24)

Si el gas está globalmente en equilibrio esta probabilidad debe ser independiente de r, por lo cual la temperatura local
varı́a proporcionalmente a la frecuencia

T (r) =
T√
|gtt|

(12.25)

Por la Ley cero de la termodinámica, esta ley debe valer para cualquier sistema en equilibrio, aunque no sea un gas de
fotones. La ecuación 12.25 enuncia el teorema de Tolman.

Ahora, si el gas a temperaturas distintas a distintas distancias del agujero, yo podrı́a hacer andar una máquina de
Carnot usando como fuente caliente el gas cerca del agujero y como fuente frı́a el gas lejos del agujero, y estarı́a
violando el principio de Kelvin, ya que extraerı́a trabajo de una única fuente térmica. Eso no es ası́, y la razón es
que los trabajos se corren al rojo igual que las temperaturas. Cuando yo extraigo una cantidad de calor dQ (r<) cerca
del agujero, para convertirla en trabajo, también provoco una caı́da de la entropı́a del gas dS = dQ (r<) /T (r<).
Para reponer esa entropı́a a una distancia r> necesito un calor dQ (r>) = T (r>) dS. Resulta que el calor dQ (r<),
transportado hasta r>, es precisamente dQ (r>): no hay excedente que pueda convertir en trabajo, y la eficiencia de la
máquina es cero.

Ahora, imaginemos una cuerda inextensible dispuesta radialmente. Si yo desplazo la cuerda una distancia coor-
denada dr, en cada segmento de la cuerda la tensión realiza un trabajo F (r) dr. Por conservación de la energı́a, si
yo transporto estos trabajos a un punto común (por ejemplo, el infinito), todos deben ser iguales (de otra manera, yo
podrı́a fabricar un móvil perpetuo extrayendo trabajo de los segmento más productivos y volviendo a inyectar una
parte en los menos productivos). Por lo tanto las fuerzas se corren al rojo igual que los trabajos

F (r) =
F√
|gtt|

(12.26)

La ley 12.26 explica que yo puedo ejercer una fuerza infinita sobre la superficie del agujero con un tirón finito lejos del
agujero; si el tirón lo hago arbitrariamente lejos, obtengo la gravedad superficial, que resulta ser efectivamente 1/4M .
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12.2. De la gravedad superficial a la temperatura
Hasta ahora, la primera ley de los agujeros negros no es más que una analogı́a curiosa. Ahora vamos a argumentar

que κ/2π realmente es la temperatura del agujero negro, por lo cual A/4 realmente debe ser su entropı́a.
Supongamos, por ejemplo, que queremos calcular la energı́a libre de un sistema cuántico a una temperatura finita

T . Entonces escribimos

e−F/T = tre−H/T =
∑
α

⟨α| eH/T |α⟩ (12.27)

Ahora, e−itH/ℏ es el operador de evolución, demodo que podemos pensar a e−H/T como un operador que evoluciona
al sistema en un tiempo euclı́deo τ = −iℏ/T . En esa evolución, el sistema comienza en algún estado |α⟩ y termina en
el mismo estado, de manera que la evolución es periódica. En otras palabras, yo pongo al sistema a une temperatura
T si lo continúo analı́ticamente al tiempo euclı́deo, y luego impongo condiciones de contorno periódicas en el tiempo
euclı́deo con periodicidad ℏ/T .

Ahora miremos el espacio de Rindler. El espacio de Rindler se obtiene del de Minkowski mediante la trasformación

tM = ρ sinh tR

x = ρ cosh tR (12.28)

El intervalo

ds2 = −ρ2dt2R + dρ2 (12.29)

Por lo tanto, en una órbita con ρ = constante tenemos dtR/ds = 1/ρ. Estas órbitas describen la trayectoria de un
observador acelerado con aceleración a = 1/ρ.

Cuando pasamos al tiempo euclı́deo mediante la transformación tR = −iτ , la cuña de Rindler se convierte en un
plano

ds2 = ρ2dτ2 + dρ2 (12.30)

Por lo tanto τ ya es una variable periódica, con periodicidad 2π. Cuando doy una vuelta al plano, la periodicidad en
tiempo propio es δs = 2πρ. Por lo tanto, un observador acelerado ya tiene una periodicidad en el tiempo euclı́deo, y
se autopercibe como un sistema a temperatura ℏ/δs, es decir

T =
ℏ

2πρ
(12.31)

Nótese que la dependencia con ρ es consistente con la ley de Tolman 12.25. Reemplazando ρ por la aceleración

T =
ℏa
2π

(12.32)

Ahora sólo queda observar que un observador estacionario fuera del agujero es un observador acelerado con acelera-
ción dada por la gravedad superficial, de donde

T =
ℏκ
2π

(12.33)

En esta sección hemos conservado los factores de ℏ para subrayar la naturaleza cuántica del fenómeno, pero por
supuesto ℏ = 1.

Este argumento acerca de la identidad entre gravedad superficial y temperatura es sólo una de muchas maneras de
llegar al mismo resultado.

12.3. Sobre la literatura
De las muchas discusiones sobre termodinámica de agujeros negros en la literatura, la del libro de Raine y Thomas,

ya citado, es de las más accesibles.
Sobre las múltiples formas de llegar a la entropı́a y temperatura de Hawking, ver S. Carlip, Black Hole thermody-

namics and Statistical Mechanics, en E. Papantonopoulos (Ed.), Physics of Black Holes, Springer (2009), p. 89.
Sobre la matemática de los factores integrantes, ver P. Bamberg y Sh. Sternberg, A course in Mathematics for

students of physics (2 Vol.), Cambridge (1988).
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12.4. Relatividad y termodinámica
Las leyes de los agujeros negros que venimos discutiendo empezaron siendo teoremas acerca de propiedades de

ciertas soluciones de las ecuaciones de Einstein que se podı́an frasear de una manera que evocaba las leyes de la
termodinámica, lo cual estaba en algún lugar entre un recurso nemotécnico y una broma interna. Los argumentos
de Hawking en el sentido de que κ/2π realmente eran una temperatura, más los de Bekenstein sugiriendo que la
termodinámica entrarı́a en crisis si uno pudiera impunemente esconder entropı́a detrás de los horizontes de eventos,
cambiaron radicalmente esta situación. Pero la comunidad no aceptó inmediatamente la Segunda Ley generalizada,
es decir, que la entropı́a de Bekenstein-Hawking A/4 debı́a incluı́rse en el balance de entropı́a de un sistema que
incluyera agujeros negros, en pie de igualdad con la entropı́a termodinámica habitual.

Entre varios experimentos pensados que se propusieron para iluminar la viabilidad de la segunda ley generalizada
vamos a presentar la máquina de Geroch, figura 12.1.

Figura 12.1: La máquina de Geroch. Tomado de P. Davies, The Thought that Counts, New Scientist,
https://www.newscientist.com/article/mg14619764-300-the-thought-that-counts/.

La máquina de Geroch es una máquina térmica que ejecuta un ciclo de Carnot. La fuente caliente es un horno
que emite radiación, con la que llenamos una caja (que no tiene masa y, cuando está cerrada, aı́sla perfectamente sus
contenidos del exterior) hasta que contiene una masa m a una temperatura Tc. m es por lo tanto también el calor
extraı́do de la fuente caliente.

La caja se deja descender suavemente sobre un agujero negro (esta es la pata adiabática del ciclo) hasta una altura
r0, realizando un trabajo W . Allı́ se abre la caja y se deja caer el contenido al agujero negro (que de esta manera se
comporta como la fuente frı́a del ciclo), y luego se vuelve a izar la caja realizando un trabajo W ′ = 0, ya que la caja
está vacı́a y su masa es despreciable. De este modo la eficiencia del ciclo es η =W/m.

Ahora, la fuerza necesaria para hacer descender la caja, cuando ésta está a una altura r, no es muy distinta de la
fuerza necesaria para mantener a la caja en reposo a esa altura, es decir mM/r2, donde M es la masa del agujero.
Como vimos la clase pasada, las fuerzas se corren al azul como las frecuencias, de modo que la fuerza sobre la caja es

F (r) =
mM

r2
√
1− 2M

r

(12.34)

y el trabajo realizado al bajar la caja es

W =

∫ ∞

r0

dr
mM

r2
√

1− 2M
r

= m

[
1−

√
1− 2M

r0

]
(12.35)

Se ve que podemos hacer W tan cerca de m como querramos haciendo que r0 se aproxime al radio de Schwarzschild
rS = 2M . Por lo tanto la eficiencia de la máquina es η = 1, y por el Teorema de Carnot

η = 1− Tf
Tc

(12.36)

la temperatura del agujero negro, que es la fuente frı́a, debe ser Tf = 0.
El argumento de Geroch fue refutado por Unruh y Wald, quienes, citando un paper anterior de Arquı́medes, argu-

mentaron que al descender, la caja experimenta una fuerza de sustentación igual al peso de la radiación de Hawking
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que desplaza. Como la radiación es cada vez más caliente cuanto más cerca estamos del horizonte, en algún momento
la caja flota y no puede bajar más. Como la energı́a de radiación, para un volumen dado, sólo depende de la temperatu-
ra, el punto de flotación se da cuando la temperatura Tc en el interior de la caja es igual a la temperatura en el exterior,
que sigue la ley de Tolman

T (r) =
TBH√
1− 2M

r

(12.37)

con TBH la temperatura de Hawking del agujero. De manera que en el punto de flotación, Tc = T (r),√
1− 2M

r
=
TBH

Tc
(12.38)

y la eficiencia de la máquina es precisamente la de Carnot, con Tf = TBH .

12.5. El Dogma Central
Los argumentos de Bekenstein, Hawking, Unruh y Wald demostraron que un agujero negro se comporta como una

fuente térmica, y como absorbe toda la radiación que incide sobre él, de hecho un agujero negro es un cuerpo negro.
Por las leyes de Kirchhoff, se deduce que un agujero negro debe emitir un flujo de radiación σcT 4 por unidad de área,
donde σ es la constante de Stefan-Boltzmann. Integrando sobre el área, y usando que T = 1/8πM , encontramos que
el agujero pierde masa a una velocidad

dM

dt
=

σc

(8π)
4
M4

16πM2 =
K

M2
(12.39)

donde la constante K sólo involucra factores numéricos y constantes universales. Esta ecuación se integra a

M (t) =
[
M3 (0)− 3Kt

]1/3
(12.40)

que muestra que el agujero se evapora completamente en un tiempo finito.
La evaporación de un agujero negro no entra en conflicto con la termodinámica, provisto que la entropı́a final de

la radiación sea igual o superior a la entropı́a inicial del agujero, pero plantea un conflicto con la mecánica cuántica.
Supongamos que un cierto sistema cuántico colapsa hasta formar un agujero negro. Luego éste se evapora y deja un

gas de radiación térmica. Si el sistema original estaba en un estado puro, tenı́a entropı́a cero, mientras que la radiación
térmica tiene una entropı́a finita. Por lo tanto la entropı́a aumentó durante el proceso, lo que está de acuerdo con la
Segunda Ley generalizada pero es imposible bajo una evolución unitaria.

De este modo, o la radiación de agujeros negros no se rije por las leyes usuales de la mecánica cuántica, que
prescribe una evolución unitaria, o nos estamos perdiendo algo. En los 1970’s la posición prevalente (y la del mismo
Hawking) era la primera, pero eventualmente recobró fuerza la segunda, abogada entre otros por Maldacena. Esto
culminó con la proclamación del Dogma Central

Visto de lejos, un agujero negro no es distinto de cualquier otro sistema cuántico con un número muy grande
(∝ eA/4) de estados.

12.6. La curva de Page
La curva de Page (llamada ası́ por su descubridor, Don Page) permite ver claramente las dificultades implı́citas en

el Dogma Central.
Volvamos a considerar el planteo de la sección anterior, un sistema cuántico en un estado puro que colapsa a un

agujero negro que subsecuentemente comienza a evaporarse, y miremos un tiempo intermedio, donde la evaporación
todavı́a no es completa. Como creemos en el Dogma Central, vamos a tratar el agujero negro como un sistema cuántico,
digamos con estados |BH±⟩, y lo mismo para la radiación, con estados |γ±⟩. Como creemos que la evolución es
unitaria, el estado conjunto del agujero negro y la radiación debe ser un estado entrelazado, por ejemplo

|BHγ⟩ = 1√
2
[|BH+⟩ |γ−⟩+ |BH−⟩ |γ+⟩] (12.41)

Vemos que estamos en la situación planteada en la paradoja de Einstein, Podolski y Rosen. Si nos preguntamos por
el estado del agujero negro, sólo podemos decir que hay una probabilidad 1/2 de que sea |BH+⟩, e igualmente para
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|BH−⟩. No es posible encontrar un ket que describa esta situación. Decimos que el agujero negro está en un estado
mezclado. Un estado mezclado que no es un estado puro posee una entropı́a finita, en nuesto caso, ya que ambas
probabilidades coinciden, una entropı́a igual a 1 bit, S = kB ln 2.

La situación, entonces, es que el Dogma Central nos lleva a considerar situaciones en el que el sistema completo
de agujero negro y radiación está en un estado puro, con entropı́a SBHγ = 0, pero el agujero negro y la radiación
considerades por separado están en estados mezclados con entropı́as SBH y Sγ respectivamente.

En esta situación vale la desigualdad triangular

|SBH − Sγ | ≤ SBHγ ≤ SBH + Sγ (12.42)

En particular, si SBHγ = 0, debe ser SBH = Sγ .
El problema es que la entropı́a del agujero negro 4πM2 disminuye a medida que el agujero negro pierde masa, ver

fig. (12.2)

Figura 12.2: La evolución de la entropı́a del agujero negro durante el proceso de evaporación.

Al mismo tiempo, la entropı́a de la radiación aumenta, debiendo alcanzar un valor mayor o igual al inicial del
agujero al final del proceso, ver fig. 12.3.

Figura 12.3: (azul) La evolución de la entropı́a del agujero negro durante el proceso de evaporación; (rojo) id. para la
radiación. Las dos curvas se cruzan en el tiempo de Page tp

Claramente, es difı́cil ver cómo las dos entropı́as podrı́an ser iguales, salvo en el tiempo de Page tp en el que se
cruzan.

Para poder avanzar, debemos resignificar los términos con los que venimos trabajando. La entropı́a A/4 (y lo
mismo para la radiación) son las entropı́as de granulado grueso, esencialmente el logaritmo del número de estados,
que serı́an las entropı́as termodinámicas en una situación de máxima ignorancia. En la situación real del proceso
de evaporación, nuestra ignorancia no es total y las entropı́as relevantes no son las entropı́as de grano grueso sino
entropı́as de grano fino, que aún no sabemos cómo calcular. De todos modos, como las entropı́as de grano fino deben
ser iguales entre sı́, y no pueden superar las entropı́as de grano grueso de cada sistema, deben estar confinadas en la
zona sombreada de la fig. 12.4.
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Figura 12.4: Las entropı́as de grano fino del agujero negro y de la radiación deben permanecer iguales entre sı́ y no
pueden superar las entropı́as de grano grueso correspondientes. Por lo tanto están confinadas al área sombreada.

En realidad, uno espera que las entropı́as de grano fino sigan el borde superior del área permitida. Supongamos
que uno entrelazara la galaxia con un qbit, formando un estado puro. Como la entropı́a del qbit no puede superar ln 2,
tampoco lo puede superar la entropı́a de la galaxia. Pero el número de estados mezclados de la galaxia con entropı́a ln 2
es fantásticamente más grande que el de estados, digamos, con entropı́a ln 2/2. Por eso podemos estar confiados de
que si miramos el estado de la galaxia, efectivamente vamos a encontrar un estado con la máxima entropı́a permitida,
que a su vez va a obligar al qbit a estar máximamente mezclado. Lo mismo pasa con el agujero negro y la radiación.

Todavı́a tenemos que explicar cómo la entropı́a de granulado fino de la radiación, que venı́a creciendo en tiempos
antes del tiempo de Page, comienza a disminuı́r luego de ese tiempo. Una consideración importante es que es fácil
construir modelos en que el tiempo de Page ocurre claramente dentro del rango de validez de la aproximación se-
miclásica, ası́ que deberı́amos poder encontrar una respuesta sin apelar a una teorı́a de gravedad cuántica todavı́a en
construcción.

Una explicación simple serı́a que de alguna manera el agujero negro guarda una copia de cada fotón que emite, y
comienza a emitir las copias luego del tiempo de Page, de manera que la radiación se convierte en un gas de partı́culas
fuertemente correlacionadas con entropı́a cada vez más baja. Un problema con esta explicación es que viola un teorema
de Wootters y Zurek acerca de la imposibilidad de copiar un sistema cuántico. Una salida serı́a esconder las copias
detrás de una pared de fuego más allá del horizonte, pero eso a su vez viola el principio de equivalencia, ya que un
observador inercial cayendo en el agujero negro no deberı́a observar nada parecido.

La solución que está sobre la mesa comienza distinguiendo que, como los posibles estados del campo gravitatorio
son parte de la “suma de estados” que contribuyen a la entropı́a, lo que hay que hacer es diseñar una frontera (cuyo
radio es de algunos radios de Schwarzschild) que separa la zona en que la métrica puede considerarse fija de la zona
en que no puede asegurarse tal cosa. El problema es asignarle una entropı́a al interior de esa frontera, en base a lo que
podemos observar desde la zona exterior.

El problema se resuelve si aceptamos que dentro de la frontera existe una segunda superficie, la superficie extremal,
con área Aext, de tal manera que la entropı́a de grano fino siga la ley

S =
1

4
Aext + Sm (12.43)

donde Sm es la entropı́a de la materia que hubiera quedado entre la superficie extremal y la frontera. Todo ocurre como
sı́ al comienzo del proceso el radio del área extremal es mucho menor al radio de Schwarzschild, y luego comienza a
crecer, hasta que ambos radios se encuentran (el radio de Schwarzschild viene disminuyendo debido a la pérdida de
masa del agujero), alrededor del tiempo de Page, luego de lo cual el horizonte y el área extremal se encogen juntos.

Acerca de los argumentos por los cuales debiera haber algo ası́ como un área extremal, y porqué se comporta de
esa manera, nos referiremos a la literatura.

12.7. Acerca de la literatura
Esta clase está basada en A. Almheiri, Th. Hartman, J. Maldacena, E. Shaghoulian y A. Tajdini, The entropy of

Hawking radiation, Rev. Mod. Phys 93, 035002 (2021).
Acerca del uso de experimentos pensados en termodinámica de agujeros negros, ver R. El Skaf y P. Palacios, What

can we learn (and not learn) from thought experiments in black hole thermodynamics?, Synthese 200, 434 (2022).
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Sobre las contribuciones de Arquı́medes a la termodinámica de agujeros negros, ver Archimedes, The Works of
Archimedes, editado por T. L. Heath, Cambridge University Press, Cambridge (1897, 2010).

Sobre porqué un absorbente perfecto debe radiar como un cuerpo negro, ver M. Planck, The theory of heat radia-
tion, Dover (1991).

Sobre la curva de Page, ver D. Page, Information in Black Hole Radiation, Phys. Rev. Lett. 71, 3743 (1993); Haw-
king radiation and black hole thermodynamics, New J. Phys. 7, 203 (2005); Time dependence of Hawking radiation
entropy, JCAP 09, 028 (2013).

Muchos de los temas básicos de mecánica cuántica los vemos en la materia de termodinámica avanzada, algún
dı́a los apuntes serán publicados por Eudeba. Mientras tanto, ver A. Peres, Quantum Theory: Concepts and Methods,
Kluwer Academic Publishers (2002).

Sobre el teorema de Wootters y Zurek, ver W. Wootters y W. Zurek, A single quantum cannot be cloned, Nature
299, 802 (1982).

Sobre paredes de fuego, ver A. Almheiri, D. Marolf, J. Polchinski y J. Sully, Black holes: complementarity or
firewalls?, JHEP 02, 062 (2013).

Sobre el cálculo de las entropı́as de granulado fino que presentamos al final de la clase ver A. Almheiri, Th. Hart-
man, J. Maldacena, E. Shaghoulian y A. Tajdini, Replica wormholes and the entropy of Hawking radiation, JHEP 05,
013 (2020). Un intento de hacer una presentación “didáctica” es N. Callebaut, Entanglement in conformal field theory
and holography, en B. Hartmann y J. Kunz (editoras), Gravity, Cosmology, and Astrophysics, LNP 1022, Springer
(2023), p. 239-271.
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