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Capitulo 1

Relatividad Especial

1.0.1. La Relatividad de Galileo

La fisica Newtoniana estd basada en la hipdtesis de la existencia de una clase privilegiada de observadores, los
observadores inerciales, para los cuales las leyes de la mecédnica toman su forma mds simple: un punto material de
masa m se mueve de acuerdo a la ley

ma = f (1.1)

donde a es la aceleracion. La fuerza f actuando sobre el punto es conocida a partir de las posiciones y velocidades de
todas las otras particulas en el Universo, y de un catdlogo de las fuerzas posibles (eldsticas, gravitacionales, eléctricas,
magnéticas, etc). Es posible agregar entradas al catdlogo, por ejemplo en el siglo pasado se agregaron las fuerzas fuerte
y débil, pero es una ocurrencia extraordinaria. Los observadores no inerciales deben estropear la belleza de la ecuacién
[[.T]agregando horribles fuerzas no inerciales.

o
iy
- "'\?fh

Figura 1.1: Izq.: las leyes de la fisica vistas por observadores inerciales; Der.: las mismas leyes vistas por observadores
no inerciales.

La fisica Newtoniana no ofrece un criterio para identificar si un observador es inercial o no, excepto verificar
a posteriori si la ecuacién [I.1] se cumple o no. Pero si encontramos un observador inercial, entonces si podemos
identificar a todos los demads: son los que se mueven con movimiento rectilineo y uniforme respecto al observador ya
identificado.



2 CAPITULO 1. RELATIVIDAD ESPECIAL

Las observaciones de dos observadores inerciales son rigurosamente equivalentes, basta traducir las determinacio-
nes de tiempos y posiciones de uno y otro de acuerdo con la Transformacion de Galileo: Si el observador S/, que se
mueve con velocidad v = v& respecto del observador S, observa que en el instante ¢’ una particula se encuentra en la
posicién (2’3, '), entonces S observa que en el instante

t=t (1.2)

la particula se encuentra en la posicién

y = v

z = 2

x = 2 4+t (1.3)
Por lo tanto, si la particula se mueve segin la trayectoria 2’ = v,t', y' = v,t', entonces S observa la trayectoria
Y = vyt, T = v,t, con

vy = v,

vy = V4 (1.4)

Este es el Principio de Relatividad de Galileo. Se ve que si la ley[I.T]se cumple para uno de los observadores, también
lo hace para el otro, asumiendo que tanto las masas como las fuerzas son invariantes.
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Figura 1.2: Diagrama de espacio tiempo mostrando la trayectoria de un rayo de luz.
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Figura 1.3: De acuerdo con la transformacién de Galileo, un observador moviéndose con velocidad v = ¢/2 observa
que el rayo se mueve con velocidad ¢/2.

El desarrollo de las ecuaciones de Maxwell puso en tension a este Principio porque en las ecuaciones aparecia la
velocidad de la luz (;respecto del éter?) como pardmetro. Por lo tanto, o el Principio estaba dando la ley equivocada
para sumar velocidades, o distintos observadores inerciales no vefan realmente las mismas ecuaciones de Maxwell.
De hecho, ya desde el Siglo XVIII se venia acumulando evidencia de que no todo estaba bien con la Relatividad de
Galileo, vamos a volver sobre ésto mds adelante. Por eso tenia sentido plantear el problema a la inversa, y preguntarse
cudl es la regla de transformacién que garantiza que todos los observadores inerciales vean las mismas ecuaciones de
Maxwell.

1.0.2. La Transformacion de Lorentz

Por suerte, cuando las ecuaciones de Maxwell se escriben en términos de potenciales y en un gauge adecuado, se
reducen a la ecuacién de las ondas. Planteando una onda que depende sélo de la coordenada x y del tiempo, tenemos
que para el observador S’

10% 0%

2o g2 Y (1.5)
Entonces el observador .S debe ver

10% 0%

7 _ 7 1.

c? Ot? 0x? 0 (1.6)

La gracia es, por supuesto, que la velocidad ¢ de propagacién de la onda es la misma en|[I.3]y en[I.6] Proponemos una
transformacion lineal

t = At +Bd'
x = Ct + D2 (.7
Entonces
0 0
R
0 o) 0
o~ PatPau
(1.8)
Si vale[I.5} entonces
1o 2pn @0 [ C?)0%  ,TAC %6 _
S 42— B S0 - D= | S0 +2 | S = BD| o =0 (1.9)



4 CAPITULO 1.

Para que esto se reduzca a[I.6] debe ser

A2 - ¢2B? = 1
02
2
D -7 1
A
TC—BD = 0
C

Entonces debe ser

donde

2
v
1=

RELATIVIDAD ESPECIAL

(1.10)

(1.11)

(1.12)

(1.13)

o bien la transformacion [T.12] compuesta con la inversién temporal ¢ — —t o la inversién espacial x — —x. Nosotros
adoptaremos el Principio de Relatividad de Einstein, segtn el cual las observaciones de dos observadores inerciales
(nétese que éstos preservan sus privilegios) son completamente equivalentes si ambos traducen sus determinaciones

de tiempos y de posiciones de acuerdo con la Transformacion de Lorentz

c¢ = B {ct' + Ex’]
c

r = B{Ect’qta:’]
c

6.37(-1/2)
4.37(-1/2)

2.37(-1/2)

(1.14)

2.3M-1/2)  4.3M-1/2)  6.37M(-1/2)  8.37(-1/2)

Figura 1.4: Cuando usamos la transformacion de Lorentz, la velocidad de la luz permanece la misma para ambos

observadores.

1.1. Relatividad en 1 + 1 dimensiones

En esta seccién vamos a explorar algunas consecuencias de la Transformacién de Lorentz en un universo con una

Unica dimensién espacial.
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1.1.1. Distancias y tiempos

Supongamos una regla en reposo en el referencial S’. Eso quiere decir que un extremo de la regla sigue la tra-
yectoria xf, = 0, mientras que el otro sigue la trayectoria 2§ = h’. El observador S percibe en cambio que 2o = vt,

y

/
T = E + vt (1.15)

Por lo tanto, la longitud de la regla, para S, es h = b’/ < h'. Esta es la Contraccion de Lorentz-Fitzgerald.

__________________________________________________

ct’=o0

N N

T
' '
| '
| '
| '
| '
' '
| |
Ao L.
| ]
' '
| 1
| |
' '
| '
| '
' '
L

6.37(-1/2)

Figura 1.5: Las lineas rojas son las lineas de mundo de los extremos de una regla en reposo en el sistema S’. S’ se
mueve con velocidad v = ¢/2 y la regla tiene longitud 2+/3. Para el observador S la regla tiene longitud (\/3 / 2) X

24/3 =3.

Si S’ lleva consigo un campanario que suena con un intervalo 7", entonces para S las campanas suenan con un
intervalo T = 8T" > T". S concluye que el reloj de la torre atrasa.

4.30M(-1/2)

Figura 1.6: El reloj de S’ suena en ct’ = 0y en ct’ = 4/+/3. Para S, las campanadas ocurrieron en ¢t = 0y en

ct = (2/V3) x (4/V3) = 8/3.

Por otro lado, si las campanas suenan cuando ' = ¢’ = 0, cuando vuelven a sonar en ' = 0, ¢ = T’ las
campanas estdn en t = 8T’ y x = BvT"’. S recién va a escuchar la campanada cuando le llegue el sonido, un tiempo
t+az/cs = B(1+v/cs)T'. Sien vez de campanadas discretas S’ lleva una sirena que emite con frecuencia w’,
entonces S percibe una frecuencia

w=-—w (1.16)
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Esto es el efecto Doppler. Siv > 0, w < W', y decimos que la sefial estd corrida al rojo.

1 e T R LE e E T E TR

______________ ,

ct’=0

A, |

ct'=4.37(-1/2)

N e N e D e N N .,

R E I W —

4/3

Figura 1.7: La sefial emitida en ¢t = 8/3 demora un tiempo ¢t = 4/3 en alcanzar el origen x = 0, por lo tanto se la
recibe en ¢t = 4. La frecuencia vista por S’ es w’ = V/3/4, la frecuencia vista por S es w = ((v/3/2) /(3/2)) x

(V3/4) = 1/4.

I —T

—dS 0.5 1
Figura 1.8: La frecuencia w en funcién de v/c para w’ = 1 (azul) segin Galileo, (rojo) segtin Lorentz.

Supongamos que S’ no es realmente un observador inercial, y lleva su reloj a lo largo de una curva cerrada I'. La
trayectoria puede pensarse como una sucesion de lapsos infinitesimales de movimiento rectilineo y uniforme. Cada
vez que el reloj de S” adelanta un tiempo dt’, S percibe transcurrir un tiempo dt = S (t') dt’. Como en todo caso
B (') > 1 siempre, el tiempo total transcurrido para S es mayor que el transcurrido para S’. Esta es la paradoja de los
gemelos. El experimento por supuesto no permite intercambiar los roles de S'y .S’, porque S es un observador inercial
y S’ no.

1.2. Relatividad en 3 + 1 dimensiones

Ahora podemos plantearnos, si las coordenadas (x, t) se transforman de acuerdo a una transformacién de Lorentz,
(qué ocurre con las coordenadas transversales (y, z)?

Como la transformacién de Lorentz por construccién preserva la velocidad de la luz, si para un observador el
intervalo

PP=—P 2+ +22=0 (1.17)

(es decir, el punto (z,y, z) se encuentra en la trayectoria de un rayo de luz que pasa por el origen), lo mismo ocurre
para cualquier otro observador inercial

S2=0=5 =+ +y*+27=0 (1.18)
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Es posible ver que en realidad s = s’ 2 aunque no sean cero. Tomemos (¢, x, y, z) tan pequefios que términos de orden
superior al cuadrético sean despreciables. Puesto que s2 y s’ % deben anularse juntos, debe ser s’ - fs%. Como el
espacio es homogéneo, f s6lo puede depender de la velocidad relativa entre los dos observadores, y como es isétropo,
s6lo puede depender del médulo de la velocidad relativa.

Supongamos que tres observadores 1, 2 y 3, tales que la velocidad relativa de 2 respecto de 1 es V51, la velocidad
relativa de 3 respecto de 2 es Va2 y la velocidad relativa de 3 respecto de 1 es V31, observan los intervalos s7, s3 y s3
para un mismo evento. Entonces

8% = f(V21)51
s5 = [(Vaa)ss=f(Via) f(Var)sT = f (Vi) st (1.19)
de manera que debe ser
J (Va1) = f(Vs2) f(Var) (1.20)

Nos damos cuenta que hay algo raro en esta ecuacién, porque el lado derecho depende sélo de los mddulos de las
velocidades, mientras que el izquierdo depende también de la orientacion relativa. Por ejemplo, si tomamos Vi, =
—Va1, entonces V31 = 0, y resulta f2 (Va1) = f (0) = 1, de donde f = 1 para cualquier velocidad.

Ahora, hemos demostrado que las transformaciones de Lorentz preservan el intervalo —c?t? + 22 + y2 + 22, pero
la transformacién ya preserva —c2t2 + 22, por lo cual 42 + 22 debe conservarse independientemente. Es decir, la
transformacién de las coordenadas transversales es una rotacion.

Decimos que una transformacién de Lorentz es propia cuando las coordenadas transversales no se transforman:
y' = yy 2z’ = z. Toda transformacién de Lorentz es una transformacidn propia compuesta con una rotacién ordinaria
(no necesariamente confinada al plano transverso), la inversion temporal y la inversion espacial.

El intervalo nos permite clasificar los eventos en temporales futuros (s> < 0 con t > 0), temporales pasados
(s2 > 0 cont < 0), espaciales (s> > 0) o nulos (s> = 0). Esta clasificacién es absoluta, todos los observadores
inerciales clasifican un evento dado de la misma forma.

So6lo un evento temporal futuro puede depender causalmente del evento en el origen, porque si un evento es
espacial, aunque ¢ > 0 para un observador (es decir, ese evento estd en el futuro del evento en el origen), existen otros
observadores para los cuales ¢’ < 0.

1.2.1. Transformacion de la velocidad

Supongamos que un mévil sigue, en el sistema S’, la trayectoria »’ = V;#', y' = V//t'. En el sistema S tenemos

!/
1)

x = ( +v) Bet’

ct

(1.21)

<
|
(d
Q
=

Por lo tanto .S determina que la velocidad es

Vi+w
1+ 2%

c2

v2

c2

Nétese que aunque y = ¢/, V,, # Vy’ .
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1 .
¢ ox * o
0.4 1
*
¢ & ¢ .
0.2 1 *
— : : — * .
-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.2 *
L L + [
*
¢ 0 ok * .
! .

Figura 1.9: Los diamantes verdes representan las velocidades de 12 mébiles moviéndose en distintas direcciones con
velocidad ¢/2 respecto a un sistema con velocidad ¢/2 en la direccién x. Los puntos azules representan cudles serfan
las velocidades respecto al sistema en reposo segin la transformacién de Galileo. Las estrellas dan el resultado que se
deduce de la transformacién de Lorentz.

1.2.2. La aberracion de la luz

Si se trata de la trayectoria de un rayo de luz, entonces V = ccos ', Vy’ = c¢sin #’. Encontramos que la velocidad
es invariante

Vi+Vi=¢ (1.23)

Pero la direccion de propagacién no

2 3 /
vy ], v? sind ,

este fendmeno es la aberracion de la luz.

Sl

Figura 1.10: Lo mismo que fig. pero ahora los mébiles se mueven con velocidad ¢ en el sistema S’. Nétese que en
S la velocidad sigue siendo c, pero la direccion de propagacién es distinta. Ese fenémeno es la aberracion de la luz.
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14
+ +
L] 0.5 *
+*
— 3
1 0.5 0.5 !
F*
+ 0.5 4 *
+ +
14

Figura 1.11: Lo mismo que fig. pero ahora la velocidad del sistema S” es v = 0,99¢. Nétese que aunque los
diamantes son isétropos en S’ las estrellas estdn fuertemente concentradas en la direccién de v en S. Si S’ estuviera
emitiendo radiacidn, en S la radiacion estaria concentrada en la direccion de movimiento. Este efecto es el relativistic
beaming, y es claramente visible en la radiacién de sincrotrén.

Debido a ésto, la posicién aparente de una estrella en el cielo depende de la velocidad de la Tierra, y cambia de
una manera perceptible a lo largo del afio (este efecto es independiente del paralaje, que también es un cambio de la
posicion de una estrella en un ciclo anual). Este efecto fue observado a principios del siglo X VIII.

Figura 1.12: El dngulo aparente con que se ve una estrella lejana depende de la velocidad del observador.

Una aplicacién importante de la férmula de composicion de velocidades es para calcular la velocidad de propaga-
ci6én de un rayo de luz en un material dieléctrico que a su vez fluye con velocidad v. La velocidad de la luz respecto
del material es ¢,, = ¢/n, donde n > 1 es el indice de refraccién. Por lo tanto la composicién de ambas velocidades

da
£t+o c 1 v c 1 v
_n v 1- =) ~fi(1-2 (1—— ) 1.25
Cn,v s n+( n2)1+£,€ n+( n2>v —+ (1.25)
Si despreciamos términos del orden de v?/c? recuperamos una férmula que fue deducida por Fresnel en 1818.

Fresnel trabajaba dentro del paradigma de la teoria del éter, pero igual se las arreglé para encontrar un resultado
esencialmente correcto 87 afios antes que Einstein. Recuerda a su contemporaneo Carnot que descubrié la 2a Ley
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trabajando dentro de la teoria del caldrico. Esto muestra que el proceso de cambio de la mecdnica Newtoniana a la
relativista fue mucho mas matizado que lo que a veces se presenta en los libros de texto y/o de divulgacion.

Cn,v

1.2

1.1

0.9 1

0.8 4

- v/c

T T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.13: La velocidad de la luz en un medio en movimiento predicha por Fresnel (azul) y la formula relativista
(rojo) en funcién de v/c paran = 1,4

Cn,v

0.9 7
0.8 7
0.7 4
0.6

0.5 4

0.4 4
)

Figura 1.14: La velocidad de la luz en un medio en movimiento predicha por Fresnel (azul) y la férmula relativista
(rojo) en funcién de n para v/c = 0,3

0.95 -
0.9
0.85
0.8 7
0.75 -

0.7 4

- n

Figura 1.15: La velocidad de la luz en un medio en movimiento predicha por Fresnel (azul) y la férmula relativista
(rojo) en funcién de n parav/c = 0,6
1.3. Acerca de la literatura

Este curso va a estar generalmente basado en [1]]. En temas de Relatividad, [2] es ineludible. Aunque un poco
viejo, mirar qué dice [3]] nunca esta de mas.
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La referencia cldsica sobre teorias del eter es [4], que reproduce los principales trabajos originales. Ver también

(3.

[6] es una excelente discusién del complejo camino que llevé de la Fisica de Newton a la de Einstein.



Capitulo 2

El espacio-tiempo de Minkowski

Figura 2.1: Hermann Minkowski (1864-1909).

Una consecuencia inmediata de la transformacion de Lorentz es que, mientras que distintos observadores inerciales
adjudican distintas posiciones y tiempos a un mismo evento, el valor del intervalo

2=t 42 +y? 4 22 2.1
es el mismo para todos. La gran innovacién de Minkowski fue pensar a las coordenadas espaciales y a ct (la ¢ se agrega
para que todas las coordenadas tengan las mismas dimensiones) como las coordenadas m“ﬂ de un nuevo espacio (el
espacio-tiempo) donde s2 define una (pseudo) distanci:ﬂ Visto desde este punto de vista la ecuacién [?] no es otra
cosa que la manera de escribir el Teorema de Pitdgoras en este espacio.

El intervalo se puede escribir como una forma cuadratica
%= Nt a” 2.2)

donde 2° = ct, 2* = (z,vy,2) para 1 < i < 3. Estamos usando la convencién de Einstein y la posicién de los indices
importa. La matriz

1.0 0 0
0 100

g 0 010 (2.3)
0 0 0 1

'En este curso, indices griegos 1, v, p, ... vande 0 a 3 y z° = ct; indices latinos 4, j, k, . . . van de 1 a 3 y denotan las coordenadas espaciales
zt = (z,y,2).

2El pseudo es porque para un matemético es anatema que una distancia pueda ser negativa u (jhorror!) imaginaria. Nosotros no somos mateméti-
COs...

12
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define la (pseudo) métrica de Minkowski. La invariancia del intervalo implica la invariancia de la métrica, ya que si
ante una transformacién de Lorentz tenemos que

’ ax//"l
n e v
= axt = z 24
py 24
entonces
"o dx' '’
/ — . v — L, P A0 .
s2=nuaxtx mw—axp axgxx 2.5)
pero también
§? =42 = Npo P2 2.6)
y como esto vale para cualquier conjunto de coordenadas, debe ser
dx't gz’
Npo = Nu'v’ 2.7
OxP Ox°

La invariancia del intervalo conduce a la cuestion de si hay otras magnitudes que tengan leyes de transformacion
definidas frente a transformaciones de Lorentz. Por ejemplo, si un termémetro mide la temperatura en un punto dado
en un momento dado, todos los observadores inerciales van a estar de acuerdo en cual es la lectura del termdmetro,
pero no van a estar de acuerdo en dénde estaba el termémetro ni cudndo se realiz6 la medicién. Es decir, si para un
observador S la lectura del termémetro en el punto - en el instante ct estd dada por la funcién T' (z#), otro observador
S’ dird en cambio que las lecturas del termométro estdn dadas por la funcién

T (:c’//) =T (z#) 2.8)

donde z* son las coordenadas en que se convierte z’ W bajo la transformacién de Lorentz que vincula a S’ con S. Es
importante no perder de vista que la funcién 7" (m’”/) podria ser completamente distinta de la funcién T' (x’”/) que

resultaria de simplemente reemplazar unas coordenadas por otras en la funcién 7.

Cuando una magnitud se transforma como en la ecuacién [2.8]decimos que es una magnitud escalar. El intervalo
es un caso muy particular de escalar porque no sélo es invariante (todos los observadores concuerdan en cudl es el
intervalo entre dos eventos dados) sino que también es invariante de forma, es decir, todos los observadores escriben a
la métrica de Minkowski como la misma matriz 23]

El concepto que sigue en nivel de complejidad es el de vector. Definimos un vector contravariante como un con-
junto de cuatro nimeros V* que se transforman frente a una transformacién de Lorentz como se transforman los X *.
Como la transformacién de Lorentz es lineal, vale que

8$“ ’
= p x'P (2.9)
Entonces, un vector V'# se transforma como
ozt /
VH = e v (2.10)

Las componentes del gradiente de un escalar NO son un vector contravariante, ya que

’
d¢ 0" 09 2.11)
oxr  Oxr Ox'M '
Definimos un vector covariante como un conjunto de cuatro niimeros V,, que se transforman como el gradiente de un
escalar.

La contraccién de un vector covariante V,, y uno contravariante W*,

o=V, WH=V,W°+ VW' 2.12)

define un escalar. Nétese el uso de la convencion de Einstein: indices repetidos, uno arriba y otro abajo, estan sumados
sobre su rango, de 0 a 3 si son griegos o de 1 a 3 si son latinos. Ademds, en atencion a lo que viene, hacemos notar que

Los signos en la ecuacion son correctos.
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Mas generalmente, se define un tensor m veces contravariante y n veces covariante como un objeto que se transfor-
ma como el producto de m vectores contravariantes y n vectores covariantes. La ecuacion implica que la métrica
de Minkowski 7,,,, es un tensor simétrico dos veces covariante. La contraccién de la métrica de Minkowski con un
vector contravariante da un vector covariante

Vi = nu, V" (2.13)

Por lo tanto V) = —V°, V; = V. Decimos que la métrica “baja” el indice del vector. Viceversa, todo vector contrava-
riante se puede pensar como proveniente de uno covariante

Ve = [, (2.14)
Osea V? = -V}, V* = V;. Como finalmente
-1 0 0 O
_ 0 1 0 O
n ! = o 01 0 |=7 (2.15)
0 0 0 1

se omite el “—1”, y se considera a n¥ como la forma dos veces contravariante del tensor métrico. Si “subimos” un
unico indice obtenemos la forma mixta, que es el tensor de Kronecker

775 = 77”’)77/)1/ = 55 = (2.16)

SO o=
o o= O
o= OO
o O O

Notese que la posicion de los indices importa, ya que la componente temporal de un vector cambia de signo
cuando el indice sube o baja. Entonces la contraccién de dos vectores resulta en

V,UR = WU+ VU = =VOU° + VU 2.17)

La propiedad mas importante de las leyes de transformacién que hemos introducido es la homogeneidad: si un escalar,
un vector o un tensor se anulan en un referencial, entonces se anulan en todos. Por el mismo motivo, si dos vectores
son iguales en un referencial, entonces son iguales en todos, ya que la diferencia entre ellos también es un vector y se
anula en el referencial original. Las leyes de la fisica, si estdn bien conformadas, no s6lo deben ser dimensionalmente
correctas, sino también deben asociar cantidades del mismo tipo tensorial. Este principio del buen arte se conoce
como Principio de Curie. A las leyes fundamentales se les pide algo totavia mds exigente, a saber, que no sélo sean
invariantes, sino también invariantes de forma. Por ejemplo, las ecuaciones de Maxwell

1 62 dr
2 _A| Ak = D e 2.18

LQ ot? c 2.18)
no sélo son invariantes porque implican la identidad entre dos magnitudes vectoriales, son invariantes de forma porque
todos los observadores las escriben con el mismo valor de c.

2.1. Cinematica relativista

Como en la fisica clésica, la cinemaética relativista se ocupa de la descripcion del movimiento, dejando de lado sus
causas. En la cinemdtica clésica, el concepto fundamental es el de velocidad, que es la tasa de cambio de la posicién
respecto del tiempo. Al pasar a la relatividad, es necesario preguntarse /el tiempo medido por quién? En general,
se privilegia el tiempo medido por un reloj que estuviera acompaiando el movimeinto del cuerpo en cuestién. Pero
debemos tener cuidado, ya que un sistema de coordenadas adherido al cuerpo podria no ser un sistema inercial. Para
salvar esta dificultad se introduce el concepto de sistema en reposo instantdneo, que es el sistema inercial en el que
ocurre que el cuerpo, en ese momento preciso, estd en reposo. No lo estard ni un instante antes ni un instante después,
pero justo en ese momento, sistema y cuerpo se mueven con la misma velocidad (ver fig.[2.2).
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Figura 2.2: Una bala en tiro vertical estd en reposo instantdneo en el punto mas alto de su trayectoria.

Definimos la velocidad (o tetra-velocidad) como

- dzt

- 2.1
cdt .19)

donde T es el tiempo medido en el sistema en reposo instantdneo. Notese que con esta definicion la velocidad es defi-
nida adimensional. La invariancia del intervalo nos ahorra el problema de construir explicitamente la transformacién
de Lorentz al sistema en reposo instantaneo, ya que en este sistema, por definicidn, el cuerpo no se desplaza. Entonces

ds® = —2dt? + d}Q = —c2dr? (2.20)

0 en otros términos

cdr = /—ds? 2.21)

Por supuesto la trayectoria de un cuerpo real estd contenida en el cono de la luz, de manera que —ds? > 0. Con esta
definicién
P datdz” = —1 2.22
u® = u,u 7(—752)”’“’33 T’ = — (2.22)
de modo que la velocidad siempre es constante en mddulo, pero puede cambiar su direccién. Por supuesto, en el
referencial en reposo instanténeo la velocidad siempre es u® = 1, u’ = 0.
La velocidad ordinaria de la particula es
dx?

i = 2.2
v T (2.23)

02
cdr = cdt 1|1 — =2 (2.24)

1
W= —e u

7
i1 v
v2 v2 C

usando que

es facil ver que

(2.25)



16 CAPITULO 2. EL ESPACIO-TIEMPO DE MINKOWSKI

El concepto que sucede al de velocidad es la aceleracién, es decir, la tasa de cambio de la velocidad. Como antes,
referimos esta tasa al tiempo medido en el referencial en reposo instantdneo, de manera que

dut
R 2.26
cdr ( )
Derivando la relacién[2.22] obtenemos
1 d
uyat = 5%11“11“ =0 (2.27)

De manera que la aceleracién siempre es “perpendicular” a la velocidad, lo cual recuerda al movimiento circular
uniforme de la cinematica cldsica. Hay que tener cuidado porque el concepto de perpendicular en un espacio de
Minkowski puede ser poco intuitivo, por ejemplo, un vector nulo es siempre perpendicular a s{ mismo.

La relacién[2.27)implica que la aceleracién es siempre un vector espacial (porque la velocidad es siempre temporal,
salvo que el cuerpo se esté moviendo con la velocidad de la luz) y que no puede haber un movimiento uniformemente
acelerado, salvo el caso trivial en que a* = 0. Efectivamente, derivando [2.27)encontramos

d d
0= —uua =u,——a + a’ (2.28)

Por lo tanto si da* /cdT = 0 debe ser a? = 0, que implica a* = 0 porque a es espacial.

Se define la aceleracion propia como el valor instantianeo de la aceleracion en el sistema en reposo. La aceleracion
propia si puede ser constante; esto no contradice lo que acabamos de decir porque al comparar las aceleraciones
propias en tiempos distintos estamos comparando aceleraciones medidas en sistemas distintos.

2.2. Mecanica relativista

En mecdnica, las ecuaciones de movimiento de un punto material se deducen de la accién

S = / dt L(q,q,t) (2.29)

donde ¢ y ¢ son las posiciones y velocidades de la particula a lo largo de una trayectoria parametrizada por el tiempo
t. La trayectoria que efectivamente sigue la particula es la que es un extremo de la accidn, y satisface las ecuaciones
de Euler-Lagrange

dp 9L

.l 2.30
dt dq ( )
Donde p es el impulso
oL
== 2.31
P= 5 (2.31)
En mecanica relativista asociamos a un punto material la accién
dxt dxv
=— d Ny —— —— 2.32
S mce / A Ny I (2.32)

donde A es un parametro (con unidades de longitud) a lo largo de la trayectoria. El factor mc se agrega para que la
accion tenga unidades de energia por tiempo, como en mecédnica ordinaria. La eleccion del pardmetro es arbitraria: si
reparametrizamos la trayectoria haciendo que A = A (\'), entonces

dX\
pero también
dat d\ dxt
N = AN AN (234

de manera que recuperamos el valor de la accién en la parametrizacion original.
En particular, podemos usar como parametro el propio tiempo coordenado, es decir A = cdt, en cuyo caso
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2
S:—mcz/ di\[1- 5 (2.35)
C

donde v es la velocidad ordinaria, v* = dz*/dt. En el limite no relativista v?/c? < 1

9 102
S ~ —mc dt |[1—5—=+... (2.36)
2c
La constante no contribuye, y vemos que se recupera naturalmente la accién para una particula libre no relativista (de
paso, aprendemos que el pardmetro m representa la masa de la particula).
Volviendo a un pardmetro general, definimos los impulsos

oL
Py = —0 (2.37)
" ('9fo 5
Haciendo la cuenta, encontramos
1 dz¥
Pu = (—mc) ——n—=(=2) N1~ (2.38)
2./ — dxt dxv dA
Nuv “ax" "dx
que se simplifica a
Pu = Mmcuy, (2.39)

Como en este caso el lagrangiano no depende de las coordenadas, las ecuaciones de movimiento se reducen a la
conservacion del impulso

dp,

dX
Supongamos que en vez de un Gnico mévil tuviéramos un gas de particulas llenando una regién del espacio-tiempo,
de manera que una particula tiene impulso p* cuando atraviesa el evento z*. Entonces podemos escribir la ecuacion
de movimiento como

=0 (2.40)

d
mccd—;—u”uff, —0 (2.41)

donde uf;, = du* /Ox”. Como el primer factor no es nulo, debe ser

u’ull, =0 (2.42)
que es la ecuacion geodésica y nos va a tener bastante ocupados el resto del curso.
Usando la parametrizaci6n [2.25] para la tetravelocidad encontramos que los impulsos

pl= (2.43)

de modo que pueden considerarse como la generalizacion relativista del impulso “masa por velocidad” de la mecénica
clasica. La componente temporal

0= (2.44)
1-4%
En el limite no relativista
o_ 1 o 1 9
p- = - |mc +§mv + ... (2.45)
c

Como el segundo sumando es la energia cinética ordinaria, esto sugiere asociar p° = E/c, donde E es la energia de la
particula. Vemos que la energia no tiende a cero cuando la velocidad tiende a cero, sino que en ese limite obtenemos
la energia en reposo

E =mdc? (2.46)
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que es probablemente la formula mas famosa de toda la fisica

Figura 2.3: La tripulacion del portaaviones Enterprise, el primer portaaviones nuclear del mundo, escribiendo la férmu-
la de Einstein[9.18|sobre la cubierta.

2.3. Acerca de la literatura

El tema de esta clase no presenta muchas variaciones entre los libros de texto usuales, el Schutz entre ellos. El
tema de la mecdnica relativista es una buena excusa para volver al Landau, [7].



Capitulo 3

Hacia la Relatividad General

e .
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Figura 3.1: Einstein, dibujo de George Gamow

Como hemos visto, hacia fines del siglo XIX se acumulaba la evidencia de que la Transformacion de Galileo tenia
dificultades, y por lo tanto es razonable esperar que tarde o temprano alguien hubiera propuesto reemplazarla por la
Transformacién de Lorentz, que por supuesto ya era ampliamente conocida. Pero el paso siguiente fue una conexién
de sentido que realmente es dificil de concebir sin la intermediacién de un genio como Einsteinﬂ

Concretamente, lo que postul6 Einstein es que los efectos no inerciales, la interaccién gravitatoria, y la curvatura
del espacio-tiempo no eran sino distintas descripciones de los mismos fendmenos, al menos localmente. Nosotros
vamos a ver a continuacién la equivalencia entre efectos no inerciales y gravitatorios, y luego como los efectos no
inerciales pueden ser duplicados por efectos de curvatura del espacio (para lo cual vamos a tener que explicar qué
entendemos por curvatura del espacio). La equivalencia entre gravitacion y curvatura va a seguir por transitividad, y
de hecho va a ser el tema de todo el resto del curso

IEsto se vuelve todavia mas desconcertante cuando se considera que las contribuciones de Einstein a la teorfa del movimiento Browniano co-
mienzan con un golpe de genio similar: La teoria de Einstein del Movimiento Browniano combinaba dos postulados que aparentemente no tenian
nada que ver entre st (quizds esto fuera tipico de Einstein). Tomd una formula de la hidrodindmica, para la fuerza sobre una esfera moviéndo-
se a través de un fluido viscoso, y otra formula, de la teoria de soluciones, para la presion osmdtica de moléculas disueltas. Insertando estas
caracterizaciones fisicas (aparentemente incompatibles) en su descripcion del movimiento aleatorio de la particula, llegé a su famoso resultado
para el desplazamiento cuadrdtico medio de la particula [9]. Y por supuesto, la teoria de Einstein del efecto fotoeléctrico introduce la dualidad
onda-particula [T0].

19
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Efectos
no inerciales

Figura 3.2: El golpe de genio de Einstein fue postular que los efectos no inerciales, la interaccion gravitatoria, y la
curvatura del espacio-tiempo, localmente, no son sino distintas descripciones del mismo fenémeno.

3.1. El Principio de Equivalencia

Mientras que las geometrias no euclidianas o curvas habian sido introducidas en las matemadticas por Gauss y
Lobachevsky desde principios del Siglo XIX, a principios del XX eran todavia un territorio poco explorado por los
fisicos. En cambio, la existencia de una conexién entre los efectos gravitatorios y no inerciales era algo de larga data,
por lo menos desde el experimento pensado de la Torre de Pisa que describe Galileo, ver la fig. (3.3) [T

A el

{ Y0 por PARLIAMENT W]
| SIENTO UNA GRAN |

Figura 3.3: El experimento de Galileo demostrando la igualdad de las masas inercial y gravitatoria.

El revolver humeante era el doble rol de la masa cuando uno escribe que en un campo gravitatorio ma = mg,
por lo cual las masas se cancelan y todos los cuerpos caen con la misma aceleracién. Cuando uno escribe la ecuacion
de Newton para una particula cargada en un campo eléctrico ma = gF, estd claro que m y ¢ son dos objetos com-
pletamente distintos: m es la masa inercial, que es el cociente entre la fuerza y la aceleracion, mientras que ¢ es la
carga, que mide el cociente entre la fuerza y el campo eléctrico. Por eso para una particula en un campo gravitatorio
uno querria escribir ma = pg, donde p seria una hipotética masa gravitatoria, es decir, la “carga” de la interaccién
gravitatoria. La demostracion empirica de que ;4 = m para todas las particulas sugiere que algo muy raro esta pasando.
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Y la misma cosa rara ocurre en relacion a las llamadas fuerzas no inerciales [12]]

FNI:(—m){cH—Qx(er)+29><v+Q><r} @3.1)

donde m, r y v son la masa, posicién y velocidad del punto material, a es la aceleracién del observador no inercial,
y Q es la velocidad angular con la que el sistema no inercial rota respecto de un sistema inercial. Como las gravitatorias,
las fuerzas no inerciales son proporcionales a la masa inercial, y por lo tanto imprimen la misma aceleracion a todas
las particulas.

Supongamos que dos observadores S (Aquiles) y S’ (la Tortuga), cada uno encerrado en una caja que les impide
ver el exterior, observan la trayectoria de un rayo de luz. Aquiles es un observador inercial, y ve que la trayectoria
es una linea recta. La caja de la Tortuga esta acelerada hacia abajo, y ella ve que la trayectoria se curva hacia arriba.
Aquiles atribuye que la Tortuga no vea una linea recta a su caracter de observador no inercial.

e e
-

Figura 3.4: Aquiles (el observador inercial) y la Tortuga (observador no inercial) observan un rayo de luz.

a= 10 az ()

Figura 3.5: El resultado del experimento. Aquiles (el observador inercial) ve una linea recta, y la Tortuga (observador
no inercial) ve una linea curva.

Ahora realicemos un experimento ligeramente distinto. Aquiles sigue siendo un observador inercial, pero ahora
estd inmerso en un campo gravitatorio, y observa que la luz se curva hacia abajo. La Tortuga sigue siendo no inercial,
pero ahora cae en caida libre, y observa que la trayectoria del rayo de luz es recta.
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Figura 3.6: Aquiles (el observador inercial) y la Tortuga (observador no inercial) observan un rayo de luz inmersos en
un campo gravitatorio. La Tortuga estd cayendo libremente.

a= 10 az(

Figura 3.7: El resultado del experimento. La Tortuga (el observador no inercial) ve una linea recta, y Aquiles (obser-
vador inercial) ve una linea curva.

La perplejidad de Aquiles se debe que, comparando su resultado del segundo experimento con el resultado de la
Tortuga en el primero, honestamente no es capaz de decir si él es un observador estacionario en un campo gravitatorio,
o un observador acelerado en ausencia de fuerza gravitatoria. Por supuesto, Aquiles podria resolver esta incertidumbre
si fuese capaz de expandir su caja hasta observar inhomogeneidades en el campo gravitatorio, o si pudiera mirar
fuera de la caja y ver si hay o no fuentes de campo gravitatorio (es decir, otras masas) en la cercania. Pero mientras
esté limitado a experimentos locales, es imposible para Aquiles decidir por una de las dos alternativas. Nosotros
vamos a tomar esta imposibilidad como un axioma, el llamado Principio de Equivalencia, y vamos a asumir que esta
equivalencia abarca todos los fenémenos fisicos.

3.1.1. Sistemas no inerciales y el balde de Newton

Un ejemplo mads sofisticado de comportamiento no inercial es el argumento del balde de Newton. Este argumento
es histéricamente significativo porque fue utilizado por el propio Newton para demostrar que la aceleracién respecto
del espacio absoluto, a diferencia de la velocidad, era un observable.
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Figura 3.8: El balde de Newton.

Consideremos un fluido no viscoso (agua) contenido en un recipiente (balde). El movimiento del fluido es descripto
por las ecuaciones de Euler

0 1

Donde ® = gz es el potencial gravitatorio, que tiene unidades de velocidad al cuadrado (m®, donde m es una masa,
tiene unidades de energia). La superficie libre del agua corresponde a una superficie de presion constante, igual a la
presién ambiente.

Si el agua estd quieta, v = 0, entonces p = py — pgz y la superficie libre es un plano horizontal. Pero si el agua
rota con velocidad angular 2 = 22, entonces v = {2 x r. Ahora

(eju¥r!) 0; (™ Q™™) = (euQr!) (€mIQ™)
= Q (Qur*) — Q% (3.3)
y entonces
(Qx7) V] (Qx7r)= %v [(Q xr)?— Q%ﬂ (3.4)
Por lo tanto
p=p [—gz + % [r2ﬂ2 —(Q- r)QH + constante (3.5)

En particular, la superficie libre del fluido es un paraboloide

Q2
za 29+ —12 (3.6)
2g

que no es un plano. Newton utiliz6 este ejemplo para argumentar que los movimientos acelerados son absolutos, ya
que realizando el experimento de mirar la superficie libre de un balde de agua en reposo podemos decidir si estamos
en un sistema inercial o no. Si vemos el agua quieta y una superficie plana podemos afirmar que somos un observador
inercial. Pero si vemos el agua rotar y una superficie plana tenemos una contradiccion. La contradiccién de debe a que
realmente el agua estd quieta, y los que estamos rotando (en sentido contrario) SOmos nosotros.

Por supuesto, la respuesta de Einstein es que, con experimentos puramente locales, no es posible descartar que
haya una distribucién de masas lejanas que efectivamente produzca un potencial gravitatorio igual al término entre
corchetes en la ecuacién [3.5] Al final del dia, no hay divisién jerdrquica entre los observadores inerciales y no iner-
ciales, cualquier observador ve fendmenos atribuibles a efectos no inerciales en ausencia de campos gravitatorios, o a
efectos gravitatorios en un sistema inercial, y no hay manera objetiva de decidir entre ambas alternativas [13].
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Figura 3.9: Einstein liderando a los observadores no-inerciales, que reclaman la igualdad con los inerciales.

3.2. El Espacio-tiempo curvo

Figura 3.10: M. C: Escher, Galeria de grabados (1956).

El paso siguiente de Einstein fue afirmar que, dado que observadores inerciales o no son equivalentes, si en el
caso de la fig.[3.5] Aquiles veia una linea recta, el rayo que vefa la Tortuga fambién era una linea recta. Pero mientras
Aquiles veia las rectas de una geometria plana, la Tortuga veia las rectas de una geometria curva.

El caso mds simple de geometria curva es probablemente una esfera en un espacio euclideo de 3 dimensiones, es
decir, los puntos (z,y, z) tales que 2% + 3? + 22 = R%.

Figura 3.11: Una esfera de dos dimensiones embebida en un espacio eucideo de tres.
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Dos puntos préximos sobre la esfera se pueden pensar como pertenecientes a un plano, y heredan la nocién de
distancia del espacio ambiente

ds® = dz® + dy? + dz? (3.7)

Una curva de extension finita puede descomponerse en incrementos infinitesimales, para cuya longitud vale la ec.
La longitud total de la curva es la suma de las longitudes de estos segmentos

sz/ ds (3.8)

Si parametrizamos la curva con un parametro ¢

ox\>  [oy\® [0z\°
5=/ W (%) (&) + (%) .

La longitud definida de este modo es independiente de la parametrizaciéon. La distancia entre dos puntos se define
como la longitud de una curva geodésica, que es un extremo del funcional en la ecuacién[3.9]

Cuando queremos calcular dicho extremo nos encontramos que no podemos variar , ¢ y z independientemente, ya
que debemos garantizar que la trayectoria permanece sobre la esfera antes y después de la variacion. Alternativamente,
poder agregar a la “accién” [3.9]un término de vinculo

Sy = / dt N [z* 4+ y* + 2* — R?] (3.10)

Ahora si podemos variar z, y, z y N como si fueran variables independientes, ya que la variacion respecto de N s6lo
se anula cuando estamos sobre la esfera.

Lo que nos interesa en este momento es que tanto la longitud S[3.9|como el término de vinculos[3.10|son invariantes
frente a rotaciones en el espacio ambiente, y como hemos aprendido en Fisica 1 al estudiar el problema de Kepler,
cuando un sistema es invariante frente a traslaciones, se conserva el momento angular L = r x p, y la trayectoria, que
debe permanecer ortogonal a este vector conservado, L - r = 0, debe permanecer en un plano que pasa por el origen

.

Esta tltima observacidn resuelve nuestro problema: las lineas rectas en la esfera son la interseccion entre la esfera
y planos por el origen. Estas lineas tambien se conocen como circulos maximos.

Notese que un segmento de un meridiando es una linea recta, pero un segmento de un paralelo no, salvo que sea el
Ecuador.

Polo Norte
¢

-9f @ o
Polo Sur Meridiano Cero v

Figura 3.12: Los meridianos son lineas rectas en la esfera, los paralelos no.

La geometria de la esfera es demostrablemente distinta a la geometria euclidea. Por ejemplo, la suma de los dngulos
internos de un tridngulo es mayor que 7. Es importante ver que mediante criterios como éste es posible determinar
que la geometria es distinta a la euclidea mediante mediciones realizadas sobre la esfera misma: podemos hablar de la
geometria de la esfera sin considerar en ninglin momento si existe o no un espacio ambiente.



26 CAPITULO 3. HACIA LA RELATIVIDAD GENERAL

Figura 3.13: Un tridngulo sobre la esfera. Si ponemos un vértice en el polo, y los otros dos en el ecuador, uno a
longitud 0 y el otro a longitud 90°, entonces los tres dngulos son rectos, y la suma de los dngulos internos es 37 /2.
Notablemente 37/2 = 7 + 7/2, y /2 = 47/8 es el drea del tridngulo (si el radio vale 1). En general, se define la
curvatura como el coeficiente R tal que la suma de los dngulos internos de un tridngulo de drea A es m + RA.

3.2.1. Variedades diferenciales

Para formalizar un poco el concepto de espacio (-tiempo) curvo, tenemos que introducir la nocién de variedad
diferencial. Una variedad diferencial es un conjunto, tal que cada elemento de ese conjunto pertenece a su vez a un
subconjunto que es isomorfo a un subconjunto de R"™. Es decir, si P pertenece a la variedad M, entonces P es la
imagen de algin punto xp = (x};, x5, .. x%) en R™ segin alguna funcién biunivoca ¢ de R™ en M, definida en
algin conjunto abierto de R"™ que contiene a x p. Definiendo que los conjuntos abiertos de M son las imagenes de
los conjuntos abiertos de R* segtin estos mapas (por lo cual ¢ es continua), la identificacién P <+ xp nos permite
construir un “sistema de coordenadas” en un entorno de P.

Una funcién ) de M a R define una funcién ¥ de R™ en R de acuerdo con la construccién ¥ (zp) =1 (P). La
funcién U tiene un diferencial

ov
dV = —dzx* 3.11
Eye (3.11)
1 < p < n, y estamos usando la convencién de Einstein. Notese que estamos pensando los desplazamientos infini-
tesimales alrededor del punto P como si fueran los elementos de un espacio vectorial, el plano tangente en P. Por

definicidn, los diferenciales de las coordenadas son una base en ese espacio.

Figura 3.14: Dado un punto P, un punto préximo () se puede identificar con un vector en el plano tangente de P.

Supongamos que el punto P pertenece a dos sistemas de coordenadas distintos, el sistema en que las coordenadas
de P son los 2 y el sistema en que las coordenadas son los £%. La funcién que conecta = p son p para cada P es un
isomorfismo de R"™ en si mismo. En el nuevo sistema de coordenadas podriamos definir
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dv = %dﬁa (3.12)
pero de hecho d¥ = dW, porque

oV QU dat

9g" ~ dar 0~ G

de = gfw da” (3.14)
y

i e
%giy — st (3.15)

es la delta de Kronecker. En general, decimos que una funcién ¥ que es invariante frente a cambios de coordenadas
(en el sentido que ¥ (£p) = ¥ (xp)) define un escalar. Un conjunto de cuatro funciones A,, que se transforman como
las derivadas de un escalar definen un vector covariante

Aa (€p) = o6 A, (zp) (3.16)
Un conjunto de cuatro funciones A* que se transforman como los diferenciales de las coordenadas definen un vector
contravariante

_ o
T Oz

(nétese que la “contraccién” A, B* de un vector covariante y otro contravariante define un escalar). Un tensor mixto de
orden (n,m) es un conjunto de funciones T}:! /= que se transforma como el producto de n vectores contravariantes
y m vectores covariantes.

Todo esto es lo mismo que vimos en el espacio de Minkowski, la diferencia fundamental es que en Minkowski
las matrices de cambio de base se daban una vez y para siempre, mientras que ahora las matrices de cambio de base
0™ /dx* y su inversa cambian de punto a punto.

Como en el espacio de Minkowski, la propiedad fundamental de la regla de transformacién de un vector es que es
homogénea: si todas las componentes de un vector se anulan en algun sistema de coordenadas, entonces se anulan en
todo sistema de coordenadas. Por eso mismo, si damos las componentes de un vector en algin sistema de coordenadas,
éste queda automdticamente definido en todo sistema de coordenadas.

A% (¢p) AF (zp) (3.17)

3.2.2. El tensor métrico.

Mientras que el Unico ejemplo de variedad diferencial que hemos visto hasta ahora era una superficie embebida en
un espacio ambiente, el objetivo de la geometria diferencial es obtener una descripcidn intrinseca de las propiedades
de la variedad. Es decir, queremos ver a la esfera desde el punto de vista de una hormiguita viviendo sobre la esfera,
ignorante (e indiferente) acerca de la existencia o no de un espacio mayor.

Para avanzar en esta descripcién intrinseca, vamos a asumir que nuestra variedad posee una estructura adicional a
las que ya hemos visto (ya introdujimos una topologia, es decir una nocién de conjunto abierto, y la estructura vectorial
de los espacios tangentes), a saber una nocién de distancia (o pseudo distancia en el caso de un espacio tiempo curvo).

La manera mds bésica de inttroducir una distancia de manera intrinseca es mediante el tensor métrico.

En el plano euclideo, un desplazamiento arbitrario ds se puede descomponer en dos desplazamientos ortogonales
dz y dy. Entonces el desplazamiento total estd dado por el Teorema de Pitdgoras

ds?® = dz® + dy? (3.18)

El Teorema de Pitdgoras dice que ds? es el resultado de aplicar una forma cuadritica al vector de desplazamientos

(dz, dy), explicitamente
2 1 0 dx
ds® = ( dx dy)(o 1><dy (3.19)
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En realidad no es necesario que los desplazamientos sean segun las coordenadas cartesianas; cualquier par de despla-
zamientos sirve, pero la forma cuadratica puede ser mas complicada. Por ejemplo, uno puede usar coordenadas polares
x = rcosf, y = rsin6. Entonces

dr = cosfdr—rsinf df
dy = sinfdr+ rcosf df (3.20)
y el Teorema de Pitdgoras se convierte en
ds?® = dr? + r%d6? (3.21)
de donde leemos el tensor métrico
1 0
Gab = < 0 2 > (3.22)

La distancia sobre la esfera, para desplazamientos infinitesimales, es la misma que en el espacio

ds?® = dz® 4+ dy® + dz? (3.23)

Pero un punto sobre la esfera (de radio 1) se puede parametrizar como

= cosf
x = sinf cosy
= sinf singp (3.24)
de donde
dz = —sinfdf
dr = cosf cosp df —sinf sinp dy
dy = cosf sing df+sinf cosp dp (3.25)
por lo que obtenemos el Teorema de Pitdgoras para la esfera
ds* = df? + sin® 0 dy? (3.26)

Nétese la diferencia con el caso plano(3.21

Hasta ahora hemos considerado solamente distancias sobre desplazamientos infinitesimales. Si queremos calcular
la distancia entre dos puntos x;, xy a una distancia finita, consideramos una curva que comienza en x; y termina en
2y y sumamos las distancias infinitesimales a lo largo de la curva

zf
S = / ds (3.27)
T
La idea es extremar esta expresion sobre todas las curvas con extremos fijos, y entonces la distancia a secas es la

integral calculada sobre la curva extremal o geodésica.
Para poder calcular la integral es necesario parametrizar la curva, y entonces

S = / dr— (3.28)

Usando la métrica ds? = gqpda®da’

a b
S = / dr gabdz dx (3.29)

La invariancia del intervalo requiere que el tensor métrico sea un tensor dos veces covariante, pero a diferencia del caso
del espacio de Minkowski, ya no pedimos que sea invariante de forma. Es decir, en Minkowski todos los observadores
inerciales ven el mismo tensor métrico, la métrica de Minkowski 1, = diag (—1,1,1,1). En cambio, ahora sélo
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pedimos que distintos observadores conecten sus tensores métricos mediante las leyes de transformacién tensoriales
correspondientes, pero las matrices que expresan al tensor métrico en distintos sistemas de coordenadas pueden ser
distintas hasta lo irreconocible.

Cabe decir que aunque la geometria diferencial era un recurso poco explorado en fisica, tampoco carecia comple-
tamente de antecedentes. Por ejemplo, el Principio de Fermat afirma que la trayectoria de un rayo de luz entre dos
puntos es la que minimiza el camino Sptico [13]]

S :/ n ds (3.30)

donde n es el indice de refraccién y ds el intervalo euclideo. Ahora reconocemos que Fermat estd diciendo que los
rayos de luz son las geodésicas de una geometrfa en la que el intervalo es ds® = n? (da? + dy* + dz?).

Un ejemplo mds sofisticado es el Principio variacional de Jacobi, que determina la trayectoria que sigue una
particula para unir dos puntos, moviéndose con una energia dada [14], en vez de en un intervalo de tiempo dado. Las
soluciones son las geodésicas de la geometria ds®> = (E — V) (dx2 +dy? + dz2), donde E es la energiadaday V la
energia potencial.

3.3. Geometria, efectos no inerciales y gravitacion en el limite newtoniano

Para terminar este primer encuentro con la geometria diferencial, vamos a exhibir la forma de la métrica del
espacio-tiempo que reproduce los efectos no inerciales que percibe un observador en rotacidon y un campo newtoniano
débil, en ambos casos en el limite en que las velocidades y el potencial gravitatorio son chicos comparados con c.

El tratamiento habitual de sistemas en rotacién [12]] comienza con la observacién de que la velocidad v percibida
por un observador inercial es la velocidad v en el sistema rotante mas un término de arrastre €2 X r

vo=v+QAx7T (3.31)

Repitiendo este argumento, encontramos que para la aceleracion

d v+ QX7+ QX [v+ QX7 (3.32)

a():%[

demodo que si la rotacién es constante

a=a+2Qxv+Qx (Qx7) (3.33)

Reemplazando ésto en la ley de Newton del observador inercial, encontramos que

ma=Ff—2mQ xv—mQ x (2 x7r) (3.34)

El primer término es la fuerza de Coriolis y el segundo la fuerza centrifuga.
Para describir ésto mismo como un efecto geométrico, observamos que si para el observador rotante se produce un
desplazamiento dr en un lapso dt, el observador inercial observa

dro=dr +Q xrdt (3.35)

(asumimos que ambos observadores perciben los mismos tiempos). Por lo tanto el intervalo es

ds? = —Pdt®+ (dr + Q x r dt)?
1
= - {1 -3 (Q x 7")2} Adt* +dr* +2(Q x r) - dr dt (3.36)

La trayectoria de la particula es la curva geodésica, que es el extremo del funcional

1 o . dt?  dr? dr dt
= [ an1- =@ 20 gaxr). X 37
S / \/[ 2 XT)]Cd)\ o e (3-37)

Como la distancia es independiente de la parametrizacion, podemos poner A\ = ct, en cuyo caso
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1 s 1ldr? 2 dr
= — dt \[1— = (QAxr) — —— — — Q - — 3.38
s /C \/ 62( xT) c2 dt 02( xT) dt (3-38)
Desarrollando la raiz cuadrada a primer orden en 1/ 2, obtenemos la “accién”
1dr? 1 9 dr
Que genera las ecuaciones de Euler-Lagrange
d
— v+ 2Xxr]=—-Qx(2AXx7)—2 XV (3.40)

dt
donde reconocemos los mismos términos no inerciales que en[3.34]
Consideremos ahora la trayectoria de una particula bajo un potencial Newtoniano ¢ en el limite ¢ < 2. Desde el
punto de vista de la mecanica, dirfamos que la trayectoria es un extremo de la accién

S:/ dt Bva —map] (3.41)

Repitiendo los pasos del ejercicio anterior, pero en orden inverso, reconocemos el desarrollo a primer orden de

S = —ch/ dt /14 0—12 (2¢p — v2) (3.42)

que resulta de poner A = ct en el principio variacional

3 207 ,dt? dr®
S——mc/d/\\/{l—kcz]cd)\ I (3.43)

que corresponde encontrar las geodésicas de un espacio-tiempo curvo con tensor métrico

9 o
st — (1 + Cf) Cdi? + §iydada (3.44)



Capitulo 4

La descripcion intrinseca de un
espacio-tiempo curvo
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Figura 4.1: Einstein descubre que E = mc?.

En esta clase vamos a introducir herramientas que nos van a permitir describir la curvatura de un espacio-tiempo
en el resto del curso.

4.1. Sistemas localmente inerciales

Volviendo a la geometria del espacio-tiempo, vamos a asumir que la variedad M esta dotada de una métrica, es
decir, un tensor dos veces covariante simétrico g,,,,. Entonces

ds® = g, (P) da*dz” 4.1)

define un escalar, que interpretamos como el “intervalo” entre los puntos Tp y £g = Tp + dx. Asumimos que g,
es una “métrica de Minkowski”, es decir, que en cada punto la matriz g,, (P) tiene un autovalor negativo y tres
positivos (a diferencia de las métricas de Riemann, que tienen todos sus autovalores positivos), ninguno de ellos nulo.

31



32 CAPITULO 4. LA DESCRIPCION INTRINSECA DE UN ESPACIO-TIEMPO CURVO

Asociamos la coordenada 20 con el autovector de g con autovalor negativo, es decir el tiempo, 20 = ct. También
conviene definir

g =det g, “4.2)

Claramente g < 0.

Vamos a usar la convencién de que las componentes g,,,, de la métrica son adimensionales y los desplazamientos
dx* tienen unidades de longitud. Para eso debemos identificar dx® = cdt.

Puesto que asumimos que g,,,, no tiene autovalores nulos, es invertible. Si

o™ o¢P
L= ——(a 4.3
In §n I8 G (4.3)
Entonces, invirtiendo el producto de matrices, su inversa
ox” oxt
vp _ af Z= 4.4

Por lo tanto g"” es un tensor simétrico dos veces contravariante. En general, si A, es un vector covariante, entonces
Al = ghP A, es contravariante, y viceversa. La forma mixta de la métrica

95 = gupgpu = 55 (45)

es el tensor de Kronecker.

En cada punto P es posible definir un cambio de coordenadas z# — &“ tal que, en las nuevas coordenadas,
gap (P) = nap, donde 1,53 = diag (—1,1,1,1) es la métrica de Minkowski. Para eso introducimos una rétrada. Una
tétrada es un conjunto de cuatro vectores e, cuyas componentes e satisfacen, en el sistema original,

eggﬁweg = TNap (46)

La matriz e” posee una inversa, que llamamos e¢%, de modo que
@ p

€Nl = Guv (4.7)

Nétese que aunque «, 3, ... no son indices vectoriales (sino que identifican a los distintos miembros de la tétrada)
igual los “subimos” y “bajamos” con la métrica de Minkowski. Los vectores de la tétrada forman una base en el plano
tangente en el punto P, ya que para cualquier vector

Al = A%et (4.8)

donde los A% = efj A* son escalares. La tétrada no es dnica, una tétrada se convierte en otra mediante una transfor-
macién de Lorentz; en particular, A, A* = 1,3 A% AP es invariante.

Volviendo al problema de reducir la métrica a la forma de Minkowski en un punto P dado, definimos, para cada
punto ) préximo a P

y por[4.¢]
oxt dx”
= = 4.10

Trabajando un poco més podemos lograr que las derivadas primeras de g,,,, se anulen en el punto P dado.
Supongamos que ya estamos trabajando con las coordenadas £“ y que en esas coordenadas el punto P es el origen.
Hacemos un cambio de coordenadas a nuevas coordenadas (* de la forma

1
£ = (@ — icgvgﬁgv +... 4.11)
Entonces go5 (P) = 13 en ambos sistemas, y

5’9&[3
acy

9Ga ,
(P) = 89@‘3 (P) — C" gus — 9o C, 4.12)

Jopy = 0si
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1
Clljtp = Fﬁp = 59/& {gVMp + oy — glxp,)\} (4.13)

Esta combinacién de derivadas de la métrica va a volver a aparecer, se la llama la conexion (a veces se define un
concepto mds general de conexién, y en este caso se dice que [d.13]es la conexion de Levi-Civita). Decimos que el
sistema de coordenadas (“, donde la métrica tiene la forma de Minkowski y derivadas primeras nulas en el origen, es
localmente inercial en P.

Por supuesto, si calculamos la conexién en un sistema localmente inercial, nos da cero en P. Como en otros
sistemas no es cero, eso indica que la conexion no es un tensor. En general, si en un sistema de coordenadas z* la

métrica es g,,,, y la conexion es I') , en otro sistema de coordenadas {* tenemos

L o
By = §9a [958, + 96v.8 — 9B~.9]

10&¢ o8 [ 0 (0x° Oz d (0x° 0x* g [0z 0xP
= 520" 55 | 550590 | + 525 | 35 5900 ) — 725 o Iy

20007 9a* | 967 \ 967 OB 9e8 \ aev agv 77 ) aed \ 9P aer e

9¢* z* Qar .\, 10€% 308 [0 (Oxfdx’\ O (Oa¥dar\ O (0da*Ox’
dri 0B g e T 2 9xn T G | e \ 9ed 9eB ) T 9eB \ 9ed aev )~ aed \ aeB ag
0E® Ox¥ OxP - o 9%t

— il = 4.14
Dur 087 967 0 T Dur 0€POET (4.14)
Noétese que la conexién es simétrica en el par (p, \)
I, =15, (4.15)
Las derivadas de la métrica se pueden expresar en términos de la conexion
Guv,p = F;\#g)\u + Fi)\yg#)\ (416)
Recordemos que por la formula
In det M = tr InM 4.17)
para cualquier matriz M, tenemos
1 v
gg,p =3 Guv,p (4.18)
y entonces por la féormulal4.16
re = 1 (g)=12o,m (~g) (4.19)
o= (mag) TR Y |

(agregamos los signos porque g < 0, para evitar un logaritmo complejo).

Ya hemos visto que mediante un cambio de coordenadas a un sistema localmente inercial es posible anular las
derivadas de la métrica, y por lo tanto la conexién, en cualquier punto dado, pero ;Podriamos matar igualmente las
derivadas de la conexi6n?

Supongamos que ya tenemos un sistema de coordenadas (* que es localmente inercial en el origen, y buscamos
una transformacion a nuevas coordenadas 7 que también son localmente inerciales en el origen, pero donde ademads
las derivadas de la conexién en el origen se anulan. Para preservar que ambos sistemas sean localmente inerciales, el
cambio de coordenadas debe tener la forma

1
C* =7r* 4 EMSVPTMTVTP 4+ ... (4.20)
Como las derivadas segundas se anulan, la conexién se anula en el origen en ambos sistemas. Pero, derivando la regla
de transformacién [d.14] encontramos que
83 a
e (P)
ArBarvor

(en el lado izquierdo es la conexién evaluada en las coordenadas r“, en el lado derecho la conexidn estd evaluada en

r)e Py =1%(P) +

B8 Bv,8 4.21)

el sistema original (). Queremos encontrar las derivadas terceras 93¢ /9r®0r79r° que hacen que Fg;z(; = 0. El
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problema es que la derivada tercera es simétrica en (8, v, d), pero la conexién sélo es simétrica en (3, 7). Para poder
matar las derivadas de la conexion es necesario que se anule la combinacion antisimétrica I'g; - — T'3. 5, de manera
que las derivadas primeras de la conexion sean completamente simétricas.

Definimos el tensor de Riemann como el tensor cuyas componentes en un sistema localmente inercial son las
diferencias

Ris =185, — T35 (4.22)

Y en un sistema general se obtiene usando que el tensor de Riemann es, efectivamente, un tensor (vamos a dar la
férmula explicita mds adelante).
El tensor de Riemann obedece

Raﬁ'yé = R’yéaﬂ = _Raﬁé'y
Raﬂ'y& + Ra'ySﬂ + Raéﬁ'y =0 (423)

Estas simetrias son faciles de demostrar cuando las coordenadas son localmente inerciales, pero por su cardcter tenso-
rial valen en cualquier sistema de coordenadas. Debido a estas simetrias el tensor de Riemann tiene 20 componentes
independientes (en vez de 4* = 256)).

4.2. Derivacion Covariante

Las derivadas de las componentes de un vector respecto a las coordenadas NO definen un tensor. Efectivamente,
si un vector tiene componentes A en las coordenadas £%, entonces en las coordenadas x* tenemos

oxH

W 2
A= e

A~ (4.24)

B
pA"  9¢f 0 {aqua] 25)

Oxv  Ox¥ OEP | D&
que no es la manera en que debe transformarse un tensor. Por eso reemplazamos la derivaciéon convencional por la

derivacion covariante. La derivada covariante V,, A* o A", es el tensor cuyas componentes son iguales a las derivadas
ordinarias en un sistema localmente inercial. Es decir, si las £€* son un sistema localmente inercial en P, entonces

_o¢r (91’“Aa

K - -
VoA (P) = 5o S e A

(P) (4.26)

Esta expresion se puede elaborar un poco mas

&P ozt
VANP) = GG (P)
ozt 0
T axl’A (P)
Caar 9 o,
w3 ) )
g 0t e
v 9EY Qxv OxP

(P) AP (4.27)

Como la conexién se anula en P en las coordenadas £, reconocemos que en el segundo término se ha formado la
conexion en las coordenadas z*

V,A* = 0, A" + FﬁijF’ (4.28)

Al escribir la derivada covariante de esta forma hemos eliminado toda referencia al sistema localmente inercial.
La derivacién covariante se define para tensores arbitrarios pidiendo que la derivada covariante de un escalar
coincida con la derivada ordinaria, y que valga la regla de Leibniz. Entonces, por ejemplo,
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V, (AuB") = A, ,B" + A, BY, (4.29)
pero también
V, (AuB") = (V,A,) B" + A, (B, +T,B") (4.30)
Por lo tanto
04, N
V,A, = 8;10; =17, A\ (4.31)

La derivada covariante de la métrica se obtiene transformando las derivadas ordinarias calculadas en el sistema local-
mente inercial, pero éstas son cero, de modo que

VoGuw =0 (4.32)

de donde recuperamos la relacién
Notese que esta definicion vale solamente para las derivadas primeras, derivadas de orden superior deben calcularse
iterativamente. Por ejemplo, para calcular V,,V,, A” usamos que V,, A” es un tensor mixto; entonces

ViV AP =8, (V,AP) +T0 V, A =T V5 A? (4.33)
y ahora si podemos usar para las derivadas primeras. En general, esta expresion no se reduce a las derivadas
ordinarias segundas en un sistema localmente inercial (ni en ningtn otro).
A diferencia de las derivadas ordinarias, las derivadas covariantes NO conmutan. En cambio vale la relacion de
conmutacién

[V, Vo — VoV, A* = RI A¥ (4.34)

vpo

Es notable que no haya derivadas en el lado derecho de esta ecuacién. Como el lado izquierdo define un tensor, R},
también es un tensor, nuestro ya conocido Tensor de Riemann[4.22] Con esta ecuacion es ficil leer las componentes
de Riemann en un sistema de coordenadas cualquiera
" T T B A T A
RE =T r + oI =I5, I0, (4.35)

vpo vo,p vp,o

El tensor de Riemann, que ya habia aparecido como el obstadculo que impide convertir un espacio-tiempo curvo en el es-
pacio de Minkowski mediante un cambio de coordenadas, reaparece entonces como la medida de la no-conmutatividad
de las derivadas covariantes, lo cual subraya la diferencia cualitativa entre las derivadas covariantes (que tienen caracter
tensorial definido) y las ordinarias (que no lo tienen). No hemos agotado los motivos que hacen que el tensor de Rie-
mann sea el objeto central en la relatividad general.
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4.3. Geodésicas

Dada una curva z* (r) en M, que empieza en el punto P = «* (r;) y termina en el punto ) = z* (1), entonces
el intervalo entre P y @ se define como

Tf dxH dx?
S = —mc/ dr —gl“,;—?q% (4.36)

Una geodésica entre Py (), si existe, es un extremo de S (nétese que S no depende de la parametrizacion particular
que se use para calcularlo).

Figura 4.2: La geodésica entre dos puntos Py () es la curva extremal del tiempo propio

Resolviendo el problema variacional, encontramos la forma de la ecuacién geodésica

d dz” 1 dz? dz”
— — | == - 4.
ds {g“” ds ] 29 s ds 37
Introduciendo la tetravelocidad
dat
= H (4.38)
ds
Entonces
Rl i 4.39
ds " 92 (4.39)
y recordando la forma de la conexién obtenemos la ecuacidn geodésica como
uWVaut =0 (4.40)

La tetravelocidad es un vector (a diferencia de la velocidad ordinaria v¢ = dz*/dt). Las componentes u* son adimen-
sionales, y por definicion u,u* = —1.
A partir de la forma (@.36) de la accién podemos definir los impulsos

Pt = meut (4.41)

Por la normalizacién de la tetravelocidad p,p* = —m?c?. Se identifica E' = ¢p° como la energia de la particula y p’

como el impulso. Por lo tanto, en un sistema en que g,,,, es localmente la métrica de Minkowski, obtenemos la férmula
de Einstein

E? = m2c* + &p? (4.42)
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4.3.1. La ecuacion de desviacion geodésica

Figura 4.3: Buscamos la condicién para que una curva proxima a una geodésica dada también sea una geodésica.

Supongamos que tenemos un sistema de coordenadas x* tales que la superficie ¢ = 0 estd parametrizada por
coordenadas ¢7. Consideramos el flujo de las geodésicas que emergen de esta superficie. Esto quiere decir que cada
punto P queda identificado por a) el valor de las coordenadas &7 del punto en el que comienza la geodésica que pasa
por P,y b) el tiempo propio s entre t = 0y P alo largo de esa geodésica. En otras palabras, las coordenadas z# de
P se pueden pensar como funciones de s y £/, de modo que z* (s, & ) describe una geodésica mientras £/ permanece
constante. Dicho de otra manera, las £’ son coordenadas Lagrangianas para el flujo geodésico.

En cada punto tenemos una tetravelocidad

At
w = 2 (4.43)
05 |¢s
y vale la ecuacién geodésica
0?2zt y
5.2 TLupu'u” =0 (4.44)
Como tenemos una ecuacion de éstas para cada &7, la derivada respecto de &7 se anula
0% Ozt oxP , 0%xr
w55 T e pasuu” +2I0 u" ——— =0 4.45
P Y i T (4.45)

La idea es simplificar sisteméticamente esta ecuacién usando que a) dx#/9¢7 es un vector, ya que ante un cambio
de coordenadas

' s n
€T X xr

- - 4.46
0&I OxH 0&I (4.46)
y b) que si A* es un vector, entonces
0AH
=u"Al, = u" Al —u'Ty AP (4.47)
s
El resultado final es que
ozt ox°
Iz _
VoVy—— 9g7 + Ry, aer aE7 =0 (4.48)
Esta es la ecuacion de desviacion geodésica, y describe la aceleracion relativa de dos geodésicas vecinas.
A esta altura podemos tomar simplemente (s, & ) como coordenadas. Nétese que
or* | .
dzt = utds + —d¢&’ (4.49)

gl
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Por lo tanto en las nuevas coordenadas el intervalo se reduce a

oxt oz .
G IE aed
a7 oer

m
»J

© .
—ds? + 2uu%dfj ds + gy de* (4.50)

Pero se deduce de la ecuacién geodésica que, si inicialmente uuac‘} y (uux ) ,se anulan, entonces uua:“j permanece

idénticamente cero. Entonces el intervalo toma la forma

—ds® + g;rdéi de* (4.51)

Un referencial donde el intervalo toma esta forma se dice sincrono.
Mis generalmente, podemos reparametrizar el tiempo haciendo s = s (7), Entonces el intervalo

~N2dr? 4 g;.de? de” (4.52)
donde N = ds/dr se llama el lapse. Nétese que la normal a las superficies 7 = constante es

1
"= —(1,0,0,0 4.53
n N(???) ( )

en forma covariante

n, = (—N,0,0,0) (4.54)

de modo que n,n* = —1

4.4. El Teorema de Gauss

Como en la formulacién matemadtica del electromagnetismo, el Teorema de Gauss juega un rol central en la for-
mulacidn de la relatividad general.
Empecemos analizando la divergencia covariante de un vector contravariante

VvV, Af =AY+ T AP (4.55)
Por la definicién de la conexién tenemos que

lg, 1 9
=57

de modo que podemos escribir

P A W,
VA = N [NA ] (4.57)
El signo menos se pone porque sabemos que g es un nimero real negativo.

Ahora analizamos el elemento de volumen. Definimos que en un sistema localmente inercial con coordenadas £
el elemento de volumen es dv = d*¢ = d€0derde?de3. En un sistema de coordenadas arbitrario 2, el elemento de
volumen es definido por la férmula de cambio de variables

¢ |
det@ d*z (4.58)

Para evitar tener que resolver el cambio de variables al sistema inercial cada vez, observamos que

dv = d*¢ =

0E> 9¢P
L= N 4.59
I ozt Oxv Mg ( )
Tomando determinante a ambos miembros encontramos que
9e*\*
9=- (detamu) (4.60)

de manera que el elemnto de volumen resulta

dy = \/jg d*r 4.61)
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Esto define una medida de integracidon que es invariante frente a cambios de coordenadas.
El teorema de Gauss es un enunciado acerca de integrales del tipo

I= / dv V7, A* (4.62)
Vv

sobre regiones del espacio tiempo. Como hemos visto, esto se reduce a

3]
I= [ d*z — [/—gA? 4.63
[t 5 V=] (463)
a la que es posible aplicar el Teorema de Gauss habitual.

Por ejemplo, consideremos el caso en que tenemos un sistema de coordenadas con un intervalo del tipo yV
es el volumen comprendido entre las hipersuperficies 2° = ct_ y 20 = ct,..

\ ct,
A
L
I ’//
f /1/
/ 1
A 4
f ct.
R
[
Figura 4.4: Un volumen cuyo borde son superficies espaciales.
Aplicando el teorema de Gauss habitual en4.63] obtenemos
I= / &Pz [[V=9gA%] (cty,a", 2% 2%) = (cty > ct_)] (4.64)

Ahora,

V—g =+/det gjx N (4.65)

donde N es el lapse. Reconocemos que d*z/det g, es la medida de integracién invariante sobre cada hipersuperficie,
mientras que por su lado N AY = —n,, A* donde n* es la normal a cada hipersuperficie. El signo menos aparece porque
la normal es un vector temporal.

Resumiendo, la expresion del Teorema de Gauss, vélida para cualquier volumen, es
1= / dv V, A" = / ds e (n,A*) (4.66)
1% v
donde

e =nynt (4.67)

y dS = d3z/det g;i, es la medida de integracion invariante, con g, la métrica inducida sobre la superficie.
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N

n

P S

w9

Figura 4.5: El teorema de Gauss relativista requiere incluir un signo cuando la normal a la superficie es temporal.

4.4.1. Leyes de conservacion relativistas

La idea bdsica en la forma en que se describe la dindmica de la materia en relatividad general es que la misma se
expresa mediante una serie de leyes de conservacion.

En fisica no relativista, una ley de conservacion para una cantidad extensiva ) (nimero de particulas, carga eléctri-
ca) se expresa como

ap

j = 4.68
En +Vji=0 (4.68)

donde p es la densidad y 7 el flujo. Dividiendo por ¢ esto toma la forma

n
aJ _0

977 _ 4.
Dk (+:69)

donde J* = (p, j/c) es la tetracorriente. Para que esta expresions ea invariante Lorentz J* debe ser un vector.

El paso a relatividad general se obtiene asumiendo que la expresion relativista [4.69| sigue valiendo en un sistema
localmente inercial. Entonces en un sistema arbitrario

Vg8 =0 (4.70)

Noétese que la densidad y flujo no relativistas son integrados en un tinico objeto con una naturaleza vectorial definida.
En general

J" = (densidad, flujo/c) 4.71)

La densidad de la cantidad @ tiene unidades de [Q] /L3, mientras que el flujo tiene unidades de [Q] /L*T, por lo cual
todas las componentes de la tetracorriente tienen las mismas unidades.

Consideremos nuevamente un sistema de coordenadas del tipo[4.52] Si la cantidad @ se conserva, la variacién de
la cantidad Q contenida en un volumen tridimensional V(®) entre dos instantes sucesivos t_ y ¢ se debe al flujo de
la cantidad Q a traves del borde de V), es decir

t+
Q) =QU) == [ [ is @) (472)

donde n es la normal ordinaria y j es la corriente ordinaria.
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Figura 4.6: Si la cantidad () se conserva, la variacion de () entre dos instantes sucesivos t_ y ¢ se debe al flujo de la
cantidad Q a traves del borde de V3.

Agrupando, vemos que esto se puede escribir como

Q) - Q) = —/[0 oo 25 ") @.73)

donde las componentes espaciales de la corriente J* = j’/c, que tiene unidades de densidad. Por otro lado, aplicando
el Teorema de Gauss a la identidad obvia

/ dv V,J" =0 (4.74)
t_,t4]xV(3)

Vemos que podemos identificar

Qt) = /V 48 (- A) 4.75)

Es decir, la cantidad de Q en un volumen tridimensional es el flujo de la tetracorriente a través de ese volumen. J°
representa la densidad de la magnitud extensiva en cuestion vista por un observador en reposo.

Para saber la densidad de energfa vista por un observador con velocidad v (digamos, en la direccién x) debemos
hacer una transformacién de Lorentz local al referencial en que éste observador estd en reposo. Usando que un vector
contravariante se transforma igual que las coordenadas encontramos que para el nuevo observador

o _ L= (w/e)
1 (v/e)

(4.76)

Resulta claro que

JO = —u, J* 4.77)

El caso de la energia es especial porque ya en relatividad restringida la energia y el impulso se conectan en una tinica
cantidad de naturaleza vectorial, con p* = (E, ¢p). Por lo tanto, su tetra corriente corresponde en realidad a un tensor
dos veces contravariante 7%, donde asociamos T°° con la densidad ordinaria de energia, 7% con el flujo de energia
dividido por ¢, T con la densidad de impulso por ¢, y 7% con el flujo de impulso.

Ty _ ( densidad de energfa flujo de energia/c ) 4.78)

¢ x densidad de impulso  flujo de impulso

Los factores de ¢ hacen que las unidades sean consistentes.
La corriente de energia - impulso vista por un observador con tetravelocidad u* es —T"*"u,,.



Capitulo 5

Fluidos ideales

Nuestro objetivo es mostrar que las ecuaciones de movimiento de un fluido ideal no relativista (es decir, uno que
fluye sin creacién de entropia) se puede decribir en términos de un sistema de leyes de conservacidn, y encontrar las
relaciones constitutivas correspondientes. Las leyes de conservacion relevantes son a) la conservacion de la energia

pa =07,
b) la conservacién del nimero de particulas

ny = 783 J]]V
y ¢) la conservacién del impulso

ply = —0;T"

Vamos a asumir la forma de la corriente de particulas
J]{, = nv?
y de la densidad de impulso

P = nmo®

queremos deducir la forma de la corriente de energia y del tensor de esfuerzos.

Nuestro punto de partida es la Primera ley, escrita como

TdS = dU + pdV — uDN — v;dP’

Por homogeneidad debe ser

TS =U+pV — un —v; P’

Dividiendo por el volumen encontramos una identidad para las densidades

Ts=p+p—,un—vjp7

Mientras que la primera ley se convierte en

Tds = dp — udn — vjdpj

De las ultimas dos ecuaciones encontramos la identidad de Gibbs-Duhem

sdl = dp — ndp — pjdvj

Para un fluido ideal, la entropia se conserva

st =—0;J%

Pero por la primera ley
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Tsy = pu—png —vpph
= =0, J} + pd; Ik + v 0;TH

Dividiendo por la temperatura encontramos

1 . . )

St = aj |:_TJI]] + %Jlj\f + Q;IkaJ]
; 1 ; o i (3

o0 (T) -1 () -0 (7)

1 5w Uk

1 . . T 1.
g O [T+ w0 T = ST — RO
ahora
1 1 L g
TJNaj/,L = v nojp = v [0;p — 50, T — p"uy 5]
1 1 . 1 1 , 1 .
= 9 [ijp] + P’ Ty — P — i (T8)v?0;T — fvjpkvk,j
De modo que ahora
1 - Vi 1 1 .
s¢ = 0; {TJ(]] + f‘]zjv + ?Tkj — Tv]p}

1 . . A , . 1 , A A
+ T2 (0,T) {fJfJ + pJy + v TH — pv? + (T's) vj] -7 [Tkﬂ — poki — vjpk] Uk, j
Como el segundo renglén debe anularse, deducimos que

Tk = pgkd oI pk

y entonces

1 . wo Vi
St = aj |:—TJ(J]+TJ]]V+TUka:|
1 . . ) .
t T2 (0,T) {—J{] + udy + vgvipF + (T's) vj}

Para terminar, ponemos

Th=(p+p)v

De paso, encontramos la expresion para la corriente de entropia,

Jg = sv’
Las ecuaciones de movimiento resultan
ng+0; (m?) = 0
pi+0;(pv?) = —pv;—vip;
& -1
Vit TV k= ——Dj

mn
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5.1. Fluidos ideales relativistas

La teoria de los fluidos ideales relativistas se basa en las leyes de conservacion para el nimero de particulas

Ty =0 (5.21)

y para la energia-impulso

TH =0 (5.22)

En términos de densidades y corrientes tridimensionales, tenemos que

1
JO =n, T =y

00 0
T = P, TJZEJ[]]

7% = ¢p?;, T = flujo de impulso (5.23)
Ademas, tenemos la tetravelocidad
(1%)
ut = ‘ 5.24)
-3

Para obtener las relaciones constitutivas relativistas, pedimos que las corrientes relativistas se reduzcan a las no rela-
tivistas en el referencial localmente inercial en el que el fluido estd instantdneamente en reposo, es decir u* = (1,0).
Nétese que debemos considerar a la energia en reposo de las particulas, de modo que en este referencial p = nmc? 4.
Entonces, en el referencial en reposo

JO=n, J=0
T =p, TV =0
Ti0 _ 0;, T — p5ij (5.25)

Eso determina las corrientes en cualquier referencial

Jhyoo= nuf
™ = pufu” +p (g™ + ulu”) (5.26)
Observamos que A} = 68 + u*u, obedece ARAL = A, por lo cual puede considerarse un proyector, y Afu” = 0,

es decir que proyecta sobre la hipersuperficie ortogonal a la tetravelocidad.
Notese que el tensor de energia-impulso es simétrico. En particular, para pequefias velocidades encontramos

1
P=Z(p+p)o (527)

que efectivamente coincide con el limite no relativista porque p estd dominada por la energia en reposo.
Es interesante escribir las ecuaciones de conservacion de la energia-impulso

(p+p),wu” + (p+p)uu’ + (p+p)uul, +p” =0 (5.28)

Proyectando en la direccién de u* y en la direccién ortogonal encontramos

pu” + (p+p) u;, = 0
(p+p)uru” + (¢ +u'u)p, = 0 (5.29)

s

Notese que en la teoria relativista la presion contribuye a la inercia. También que las trayectorias de los elementos
de fluido no son geodésicas, lo cual es natural ya que no son particulas libres, sino que estdn sujetas a las fuerzas de
presion.
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5.2. Acerca de la simetria de T/

La forma del tensor de energia impulso que hemos deducido para el fluido ideal es simétrica. Eso es importante en
relatividad general porque mas adelante vamos a querer escribir las ecuaciones de Einstein

_ 8nG
=

G T (5.30)

c
y el tensor de Einstein en el lado izquierdo es simétrico por definicién. Sin embargo, cuando pensamos que 7%
representa una corriente de energia mientras que 77° representa una densidad de impulso no es obvio que éstas sean
idénticas para todo sistema fisico.

El libro de fluidos de Batchelor tiene un argumento a favor de la simetria del tensor de esfuerzos no relativista 77%
(ver la seccién 1.3). Esencialmente dice que asociada a la densidad impulso p? y su flujo 77% es posible definir una
densidad de momento angular

Lk = gipk — ok p (5.31)
con un flujo dado por el torque de las fuerzas
LIk — ikl _ kil (5.32)
de manera que la ley de conservacién
O L% + 9L =0 (5.33)
implica que
Tk — Tk =0 (5.39)

Este argumento se puede trasladar a relatividad restringida definiendo un tensor de momento angular
LHYP = gh VP — gV THP (5.35)
de tal manera que

LHP =0 = T = TH (5.36)

El argumento tiene un loophole, porque lo que se conserva no es el impulso angular “orbital” L**# sino el momento
angular total

Jhve — [Hvp + Srvp (5.37)
donde S#¥* es el flujo del spin, de manera que
J’;Zyp =0= TVF _TH — _S’l;’//) (538)

En otras palabras, cuando las particulas del fluido tienen spin, cabe esperar que 7" no sea simétrico.
La préxima clase vamos a ver somo salimos de este lio.
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5.3. El Teorema de Noether

Dada la importancia de las leyes de conservacion, es importante contar con maneras sistemadticas de encontrar las
leyes de conservacion que se aplican a un sistema dado. Cuando la dindmica admite una formulacién variacional, la
manera mas potente de encontrar leyes de conservacion es mediante el Teorema de Noether.

Supongamos una particula cuya dindmica se deduce de una accién

S = / dt Lq, ] (5.39)

y que existe una transformacién ¢ — ¢’ = ¢+ dq tal que deja invariante la accién. Eso quiere decir que el Lagrangiano
se transforma en una derivada total

L—>L’=L+@ (5.40)
dt
Pero tambien
Lo =0+ 25,4 905 (5.41)
dq dq
Si
d
5= —06 5.42
1= 30 (5.42)
Entonces
d oL 0L d oL
L'=L+—|6g—| +¢{ — — —— 5.43
+dt{q6q]+q{8q dtaq'} (5:43)

El tdltimo corchete se anula porque ¢, que es un extremo de la accién, cumple con las ecuaciones de movimiento.
Comparando las dos maneras de calcular § L obtenemos

d[. oL
o [5(184 - } =0 (5.44)

que es la ley de conservacion que estamos buscando.
Por ejemplo, consideremos la accion para la particula relativista

oxt dxv
S=- d Ny 545
o f i -
La accidn es invariante ante una traslacion rigida
at — at +&#, €M = constante (5.46)
En este caso § L = 0 y finalmente
©lepl =0 (5.47)
ds > P = '

que como los £ son arbitrarios implica la conservacion del impulso.
La particula relativista también es invariante frente a transformaciones de Lorentz. Una transformacién de Lorentz
infinitesimal se escribe como
ot — o' =t + et (5.48)

con

€ur = —€uy (5.49)
Como el Lagrangiano no depende de las coordenadas, nuevamente 6 L = 0 y obtenemos

d
o €’ pt] =0 (5.50)
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que es la generalizacion relativista del momento angular.
El Teorema de Noether se generaliza a teorias de campos. Ahora el sistema se describe por variables ¢ (), que
tomamos simplemente como un nimero enorme de coordenadas generalizadas. La accién

S :/ d*z L [ (), ¢°% (2)] (5.51)
y las ecuaciones de Euler-Lagrange
oL oL
l‘/ia - @ = (552)
s, Oy

Supongamos que los campos se transforman como escalares. Ante una traslacion rigida, tenemos

" () = " (2" + &) = o™ (a) + €M7, (2) (5.53)

La densidad Lagrangiana L también se transforma como un escalar

L(z") = L(a"+&")=L(a")+&"L, (x) (5.54)
de modo que finalmente
a aL v
"o, [9‘7»# D, — 5,14 =0 (5.55)
Lo que nos permite identificar un tensor conservado
oL
THY = —p®H + "L (5.56)

can = —¥ 3@“

que es el tensor de energia-impulso candnico. Por ejemplo, para un campo de Klein-Gordon

1
L=— [0"ub, +m*¢’] (5.57)

v v 1 v v
TiGrean = 810" = 50" [0 66, +m*¢7] (5.58)

que es simétrico.
Para el campo de Maxwell las variables de campo son las componentes del tetrapotencial A,, y el Lagrangiano es

-1
L= TFWFW (5.59)
donde
_ _( 0 —E
F,uy - a,uAl/ - 8VA,u - ( Ej Ejlel > (560)
Ahora
oL 1
Hv _ s vy __ s v v o
T]\/[aa:well,can - _‘4/)'u aAp,u + 77# L= _Ap#Fp - 177# F? Fpa (561)
Cuando se cumplen las ecuaciones de Maxwell F'/)” = 0, T’ N fozwell.can €8 UN tensor conservado
v v loa 1 g
TJ\MJarwell,can,u = _nM AP,UHF/J + §Fp Fpo’,u =0 (5.62)

pero no es simétrico en general.
Para entender lo que esta pasando tenemos que ver cual es la ley de conservacién asociada a la invarianza frente a
trasformaciones de Lorentz. Ahora vamos a tener que

50" = eha¥ %, + € A ¢ (5.63)
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A#V]Y es el elemnto (a,b) de la matriz A*¥. Estas matrices son los generadores de transformaciones de Lorentz
infinitesimales correspondientes a la representacioén del grupo de Lorentz a la que pertenece el multiplete de campos
¢“. Por ejemplo, para un campo escalar A*” = (, para el campo de Maxwell

§A, = LA, + €A, (5.64)

El teorema de Noether conduce a la ley de conservaciéon

0,J""P = (5.65)
donde
oL
€t = —0¢"— + ela”L (5.66)
! 095,
Reconocemos que efectivamente
JHYP — [P 4 GHVP (5.67)
donde L#¥* representa la parte “orbital”
LHvP — muTé;f;l _ qucDapn (568)

y S#¥P es el término de spin, que proviene de los A#¥. La conservacion del momento total implica que

THY —THE 4 SHP =0 (5.69)

can can

o0 sea, la parte antisimétrica del tensor de energia-impulso canénico es la fuente del momento angular de spin.
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5.4. Simetrizando al EMT

El resultado de la clase anterior indica que, en general, no podemos utilizar al EMT (energy-momentum tensor)
candnico como fuente en las ecuaciones de Einstein. Por suerte, el EMT candnico no es el tinico tensor conservado en
la teoria.

En general, si T"" es un tensor conservado, también lo es

TH 4 ,TH° (5.70)

provisto que
PP e = () (5.71)
Ademds, tanto el tensor viejo como el nuevo tienen en mismo significado, en el sentido que
/ APz TH = / Pz [T+ 9,01 = / d*x [T+ 4 9;WH] (5.72)
En este caso, queremos que ademads

TH — T 4 9,UH — §, WV = () (5.73)

que para el EMT canénico se convierte en

8p\Ij,uvp _ 8[,\111/“’) — 8pSlWP (5.74)

Con condiciones de contorno razonables esto se convierte en

PP gy = )
PHVP + prer —  QHYp (575)
Es natural probar con
YHP = qSHVP 4 BSVPI 4y GPHY (5.76)

Entoncesa+vy=1,a+ 8=+ =0,0sea

WHve — % [SHvP 4 GPRY _ GUPK] 5.77)

que es conocido como el Tensor de Belinfante. M4s adelante vamos a ver una forma mucho més sencilla de encontrar
un EMT conservado y simétrico.

5.5. Derivada de Lie

Ademéds de la derivacidn covariante, la derivada de Lie también un juega un rol protagdénico en la teoria.
Consideremos una funcién escalar ¢ y un punto P del espacio tiempo que tiene coordenadas z* en un sistema de
coordenadas y x* + £* en otro. Entonces en el segundo sistema el escalar esta representado por la funcién

¢’ (at + &) = ¢ () (5.78)
Si £ es infinitesimal, podemos desarrollar
QS/ (I#) - ¢ (l‘#) = ‘Cﬁ(b = _gﬂqs,u (Z‘) (579)

esta identidad define la derivada de Lie L¢¢ del escalar.
Si consideramos en cambio un vector contravariante, entonces

9 (a# + &)

A a4y = S

A7 (2% (5.80)

Definimos
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AP (V) = AF (2¥) + LAY + ... (5.81)
donde o A
p_YS Ap _¢p
LeA BacPA £ D (5.82)

por la simetria de la conexién podemos escribir igualmente
LAV = APV & — PV A (5.83)
que muestra que la derivada de Lie es un tensor. Para un vector covariante
LeA, =—-A,NV .80 —E°V,A, (5.84)
Para el tensor métrico, cuyas derivadas covariantes se anulan, encontramos que

Leguw = —V,u& — V€, (5.85)

5.6. El EMT simétrico

Vamos a considerar una teoria cuyas ecuaciones de conservacion se deducen de una accién covariante

S = / 'z V=g L[6", 0,6, g) (5.86)

Notese que la accion es covariante a pesar de que la expresamos en términos de derivadas ordinarias de los campos.
Por ejemplo, en el caso de Klein-Gordon

L= (21) (9" 0,00, ¢ + m*$?] (5.87)

y en el caso de Maxwell
L= (_41> 9" 9" FpF (5.88)

con el tensor de campos
F,, =0,A, -0,A, (5.89)

Noétese que esta expresion efectivamente define un tensor por la simetria de la conexién de Levi-Civita, ya que igual-
mente podemos escribir

ELV = v,uAy - VVA/L (5.90)

Las ecuaciones de movimiento se obtienen pidiendo que la accion sea estacionaria frente a variaciones en los campos,
para una métrica fija, de modo que

O0vV=gL 0y—gL
9, oo = ogn (5.91)

Para el campo de Klein-Gordon obtenemos

Ouv/=99"" 6. = V=gm?¢ (5.92)
Donde reconocemos la forma de la tetradivergencia de un vector contravariante
1
V)

de manera que obtenemos la ecuacién explicitamente covariante

VAl = B,/ —g A¥ (5.93)

9"V 0,0 —m*p =0 (5.94)
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Por definicién la accién no cambia si hacemos un cambio de coordenadas. El formalismo de derivadas de Lie nos
permite pensar en el cambio de coordenadas como una transformacién de los campos, dejando las coordenadas sin
transformar.

0v=g L 0y=g L av=g L
58 = / iz {agﬁggw + Tﬂﬁg(ba + a(ﬁfap.cgqba} =0 (5.95)
Juv )

Entonces, si 0¢® = L¢¢*, también §0,,¢0* = 0, L¢¢%, y si imponemos las ecuaciones de movimiento, la variacién
de los campos no va a inducir cambio alguno en la accién. Pero ahora debemos considerar también la transformacién
de la métrica

ov—g L
58 = —2 / dia I, =0 (5.96)
Gy
Integrando por partes encontramos que el tensor simétrico
2 0y—gL
P T (5.97)
V=g ag/_w

debe ser conservado. Este es el tensor que vamos a usar como fuente en las ecuaciones de Einstein.
Para calcular las derivadas, observamos que de la identidad obvia

d (9”7 gox) = déy =0 (5.98)
resulta
d(g”7) gox = 97 dgox (5.99)
y finalmente
99”7 —1 pL pv i
=5 v Ygh? 5.100
D9 (2)[gg+gg] (5.100)
Mientras que de la identidad
In g=tring,. (5.101)
con
In [g/w + dg/w] =1In [gup (55 + gpadgm/)] (5.102)
se deduce que
d
Y = g7 dgs, (5.103)
g
y por lo tanto
O/— 1
Y= Vg™ (5.104)
09 2

Con estas dos férmulas podemos calcular el emt de cualquier teoria. Para el caso de Klein-Gordon

1
T = 0" 0" ¢ — 59" [9°70,005¢ + m*¢*] (5.105)

En este caso TH¥ = T*" | como cabia esperar ya que éste ya era simétrico. En el caso de Maxwell

1
™" = FFY, — Zg“”Fp"F,,,, (5.106)
que efectivamente se conserva cuando F%)” =0y F(,, ,) = 0,y ademas

T —Thy = 0,AVFYP (5.107)

can

cuando se cumplen las ecuaciones de movimiento, lo cual muestra la equivalencia fisica de ambos tensores.
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5.7. Campos de Killing

Los campos de Killing son aquéllos para los cuales L¢g,,, = 0. Estos representan las isometrias del espacio
tiempo, ya que generan cambios de coordenadas en que la forma funcional del tensor métrico permanece invariante.

Los campos de Killing estan asociados con leyes de conservacion. En efecto, si £ es un vector de Killing y u* la
tetravelocidad de una particula que se mueve a lo largo de una geodésica, entonces

d "
gfuu‘ =0 (5.108)
Ya que
d b =u"0 ) = Yo, ut Fu”0,€, =0 5.109
£§u“ =u’0, (§uut') = {uu Oput + u'u”0,€, = (5.109)
El primer término se anula por la ecuacion geodésica y el segundo porque £ es Killing.
Cuando la métrica es independiente de una coordenada, digamos z“, entonces el vector £# = 0% es Killing.
Efectivamente,
¢ = Ta
Lo
= 59" [9arw — gav] (5.110)

que va a dar algo antisimétrico cuando “bajemos” u. Entonces, en un espacio-tiempo estacionario —ug se conserva,
y puede asociarse con la energia de la particula. Si el Universo tiene simetria axial, u,, se conserva y puede asociarse
con el momento angular.

Los vectores de Killing también estdn asociados a leyes de conservacion en sistemas extensos, ya que si 7" es
un tensor simétrico conservado, entonces J# = £¥T# es una corriente conservada. En un espacio tiempo estacionario
T)' se conserva, y en un espacio tiempo con simetria axial T/ se conserva.

Supongamos un espacio-tiempo estacionario con métrica

ds? = —N? (%) dz" + g;1, (¥) do? dx® (5.111)
Entonces £# = (1, 0,0, 0) es Killing, y por lo tanto
—/ d*x\/g n, TY :/ d*z\/g N T3 (5.112)

es una cantidad conservada. Esto es curioso porque la densidad de energia vista por un observador estacionario es
p =mn,n’TH = T, de modo que la cantidad de energfa total serfa

/ dBry/g T (5.113)

Vemos que la cantidad que se conserva no es la energia total. Cabe sospechar que la diferencia se relaciona con una
reencarnacion relativista de la “energia potencial” Newtoniana.



Capitulo 6

L.as ecuaciones de Einstein

Las ecuaciones de Einstein tienen la forma

GH = KTH 6.1)

donde T*" es el tensor de energia-impulso, G*¥ es un tensor que caracteriza a la métrica, y K es una constante. La
conservacion de 7" ademds impone el vinculo G = 0, que como vamos a ver es determinante.

La primer eleccién de G*” que a uno podria ocurrirsele seria poner simplemente G*¥ = g*¥. Eso no tendria
mucho sentido porque las derivadas covariantes el tensor métrico son idénticamente cero, no asi las del EMT.

La segunda cosa que viene a la mente es echar mano a la conexién

1
Iy, = igl»\ [guk,a + Gory — gua,)\} (6.2)

No sirve porque no tiene el nimero correcto de indices y ni siquiera era un tensor. Sigue el tensor de Riemann
[ ) _TH BN TR A
Rupa - Fva,p Fup,a + Fp)\rua Fg)\va (63)

Este es un tensor pero le sobran indices. Sin embargo, una vez que tenemos Riemann podemos definir el tensor de
Ricci
— RH
Ryo = R}, 6.4)

Ya nos estamos acercando, pero falta ver si el tensor de Ricci cumple con la condicién de conservacion.
Para eso es util notar que el tensor de Riemann satisface las identidades de Bianchi

Ry o\t Ry, Ry, =0 (6.5)

voA;p vAp;o

Estas son faciles de verificar en un referencial localmente inercial

0 = Flljto',p)\ - Flljp,o)\
+ 1—‘fj/\,ap - Fﬁa,Ap
+ Fllfp,)\a' - Fg)\,pa (66)
Contrayendo las identidades de Bianchi en i1 y p obtenemos
RVU;A + Rgg,\m - RIJ/\;O' =0 6.7)
Ahora contraemos en v y \ y obtenemos
2R;., —R,=0 (6.8)
donde
R=g¢""R,, (6.9)

es el escalar de curvatura. Entonces en general el tensor de Ricci no es conservado, pero el tensor de Einstein

53
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1
G" =R — 29" R (6.10)

si lo es. Encontramos el lado izquierdo de las ecuaciones de Einstein.

La venganza de la curvatura es que el tensor de Einstein es simétrico, por lo cual el EMT también tiene que ser
simétrico, lo cual descarta usar el EMT candnico como fuente en las ecuaciones de Einstein.

Notese que la traza del tensor de Einstein

"G =—R=—¢g""R,, (6.11)

decimos que el tensor de Einstein es el inverso de traza del tensor de Ricci. La inversién de traza es una conjugacion:
el inverso del inverso es el tensor original.

6.1. La accion de Einstein-Hilbert

Ya que nos tomamos el trabajo de demostrar que el EMT simétrico se pueed deducir de un principio variacional,
es licito preguntarse si el tensor de Einstein se puede encontrar de una manera similar.

Empecemos repasando el concepto de derivada variacional. Tenemos un funcional, es decir, una funcién que
atribuye un nimero no al valor de los campos en un punto dado, sino a toda la configuraciéon de campos en la variedad
M (por ejemplo, M podria ser un espacio-tiempo)

F=F[{¢(z),z e M}] (6.12)

Si comparamos el valor de F’ para dos configuraciones de campo similares, digamos ¢ (z) y ¢ () + ¢ (x), esperamos
que los valores de F' tambiés sean similares, y escribimos

Flp+ 60| = F¢] + / d*x 522)5(;5 () (6.13)

que generaliza e concepto de diferencial a funciones de variables continuas. El coeficiente de d¢ (z) es por definicién

la derivada variacional de F'.
Una clase importante de funcionales son los funcionales locales, es decir aquéllos para los que

Fl¢] = / dz f [ ()] (6.14)

donde d es la dimension de la variedad y f es una funcion ordinaria de los campos (y eventualmente, un nimero finito
de derivadas) en cada punto. En este caso, se comprueba facilmente que

oF _df
6¢ (x)  do
La derivada en el lado derecho es en el sentido del cdlculo ordinario. Esta férmula se generaliza facilmente al caso en

que hay varios campos definidos en cada punto, y cuando f también depende de las derivadas en ese punto.
Volviendo a Einstein, la idea es tener un funcional de accion

() (6.15)

S=8Su+Se_n (6.16)

donde Sj; es la accion de la materia, por ejemplo para un campo de Maxwell escribiriamos

1
S = -1 / d*z\/—g F*"' F,, (6.17)
La vez pasada vimos cdmo calcular la derivada variacional
oS 1
M g T (6.18)
0guw (z) 2

donde T"” es el EMT simétrico y conservado. El problema ahora es mostrar que podemos encontrar un funcional
Sp_p tal que
0SE—_H

1
YE-H _ - v
5o (2) 2K\/ gG (6.19)
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ya que de esa manera el principio de que la accién sea estacionaria frente a variaciones de la métrica

6 (S SE_
0(Su +Sp-n) _ (6.20)
0guw ()
nos devuelve las ecuaciones de Einstein.
Efectivamente, el funcional de accion correspondiente es la accion de Einstein-Hilbert

1 1
SE_g = ﬁ/ d*z\/—g R = ﬁ/ d*z/—g g" Ry (6.21)

Ante una variacion de la métrica tenemos

1
0Sp—H = ﬁ/ d*z {(5\/—9) 9" Ry +—9 (0g") Ry + \/—gg””5R,“,} (6.22)

Ya hemos visto que

1
0/—g = 5\/—gg’wéguu (6.23)

69”7 = —g"" 97" 59, (6.24)

de manera que

1
0SE_u = ﬁ/ d*zy/—g {-G*" 69, + ¢""OR } (6.25)

Lo cual es extrafio porque parece que el tltimo término sobra; con el primero mas la accién de los campos de materia
nos alcanza para encontrar las ecuaciones de Einstein.

El tema es que el ultimo término es una divergencia total, y por lo tanto no contribuye a la variacién. Para ver ésto,
observamos que aunque la conexion no es un tensor, la diferencia de dos conexiones si es un tensor. En particular, la
variacion de la conexion es un tensor, y la variacion del tensor de Ricci entonces

SRy =V, [0T%,] =V, [6T%,] (6.26)

(esto se puede ver haciendo la cuenta en un sistema localmente inercial y volviendo a un sistema genérico usando el
caricter tensorial de la variacion de la conexion). Ahora es evidente que podemos usar el teorema de Gauss y convertir
el término molesto en una integral en el borde.

Sin embargo, subsiste una singularidad. Normalmente cuando uno aplica un principio variacional para obtener las
ecuaciones de una teoria de campos, uno pide que la variacioén de los campos se anule en el borde. Acé es evidente
que lo que tenemos que pedir es que se anule la variacion de la conexion. Es posible agregar una divergencia total a
la accién de Einstein-Hilbert para convertirla en un principio variacional normal. Eso es irrelevante desde el punto de
vista de obtener las ecuaciones de Einstein, pero importa si uno quiere cuantificar la gravedad.

Notese que el hecho de que el tensor de Einstein pueda obtenerse por la variaciéon de un funcional de accién
covariante demuestra que el tensor de Einstein es simétrico y conservado, sin apelar a las identidades de Bianchi.

6.2. El tensor de Weyl

Una consecuencia inmediata de las ecuaciones de Einstein es que el EMT determina el tensor de Ricci en un
punto, pero el tensor de Riemann tiene 20 componentes independientes y el tensor de Ricci sélo tiene 10. Por lo tanto
conocer el EMT no determina univocamente el tensor de Riemann, en particular, es posible tener curvatura en ausencia
de materia.

Si conocemos el escalar de curvatura, es posible construir un tensor con las simetrias del tensor de Riemann

R[4 guo — 04 gu,) (6.27)

similarmente si conocemos el tensor de Ricci

0B Ryo — 0L Ry + RO Guo — REguy (6.28)
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Entonces podemos formar un tensor tal que todas sus trazas son nulas

CcCt =R{ —« [55RW — 05 Ryp + REguo — Rﬁgl,p} + BR [55%0 — 559%] (6.29)

vpo vpo

Efectivamente trazando en i y p obtenemos

0=Rus — a[2Rys + guoR] + 38,0 R (6.30)
de modo que debe ser
1 1
_ <. i 6.31
a=3 b= (6.31)

Cl,, es el tensor de Weyl, y es la parte de la curvatura que no es determinada por la materia.
Incidentalmente, en d = 3 dimensiones tanto el tensor de Riemann como el de Ricci tienen 6 componentes

independientes. En 3 dimensiones, por lo tanto, no puede haber curvatura en ausencia de materia.

6.3. La masa de Planck

Como vamos a ver la préxima clase, la constante K en las ecuaciones de Einstein se relaciona con la constante de
gravitacion universal de Newton

871G
K=" (6.32)
c
G aparece en la ecuacion de Poisson
A¢p = 4nGp (6.33)
donde p es la densidad de materia y ¢ es el potencial gravitatorio newtoniano. Para una masa puntual M
GM
¢=—"— (6.34)
r

Como el potencial Newtoniano tiene unidades de velocidad al cuadrado, las unidades de la constante de gravitacion
Universal tiene unidades de

1;3

Gl = —— 6.35
y su valor es de 6,6 10! m® s~2 kg—!. Con la constante de Planck

=M (6.36

=7 .
y la velocidad de la luz, podemos fabricar una constante con unidades de energia
2 he? 9 19
Myc* = e ~ 10° J = 10" GeV (6.37)

M, es la masa de Planck. El hecho de que G o< 1 /Mg explica porqué los efectos gravitatorios son tan débiles.
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6.4. Las pequenas oscilaciones del espacio de Minkowski

Es obvio que las ecuaciones de Einstein admiten una solucién en que T#” = 0y g,,,, = 1, Queremos encontrar
las pequeiias oscilaciones alrededor de esa solucidn.
Para eso escribimos

uv = Nuv + h;ux (6.38)

y vamos a linealizar en h,,,,. También escribimos, a orden lineal

gty =9t — k" (6.39)
donde
hY = ntPn" by, (6.40)
y
h=n""hu, (6.41)
Resulta que es conveniente tomar como variable independiente no h,,, sino su inverso de traza
- 1
R = hyw — §nm,h (6.42)

Al perturbar la métrica, también tenemos el derecho de realizar un ajuste en las coordenadas

ah — ot + &H (6.43)
Ante este cambio de coordenadas
huu — h;w - é,u,z/ - gu,u (644)
h—h— 257‘/3 (6.45)
y entonces
B;w — B/u/ - gu,u - f,u,z/ + nuuffo (646)

usamos esta libertad para imponer las condiciones de gauge de Lorenz

R =0 (6.47)

Vamos a ver que ésto es efectivamente posible. Si en el sistema original vale el gauge de Lorenz no hay nada que
mostrar, si no, tenemos que encontrar un campo de vectores £ tales que

R —Ogh =0 (6.48)

(d = n*"9,,0,) lo cual es efectivamente posible; notar que la solucién no es tnica.
Habiendo aclarado el tema de la eleccién de gauge, continuamos con el calculo del tensor de Einstein linealizado.
Primero tenemos que calcular la conexion

1
Flljo = 577”)\ [hz/)\ta + ha/\,u - hua,)\]
1 - - - 1 —_ _ _
= 57’]“)\ [huA,U + ho)\,u - hya,)\] - 1 [55}170 + 6gh)y — 77”)\771/0}7/,)\] (649)
Ahora Riemann
Rﬁpa - Fﬁa,p - Fllfp,a
1 - = 1 _ _
= 57711)\ [hax\,up - hua,/\p] - Z [5gh,up - n#Anuah,/\p]
1

_ _ 1 _ _
= 51 [horwe = hup o] + 7 (05w = 1" uph o] (6.50)
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Ahora Ricci
RVU = Rﬁ/m
1_- 1 - - 1- 3-
= _7Dh’ll0'_7 hua_ VO'Dh —-h vo —h vo
2 7 o = o0 = Shuo + 20,
1 - 1 -
= ——Ohye + -mue0h 6.51
5 T (6.51)
Por lo tanto la curvatura escalar
1 -
R = §Dh (6.52)
y el tensor de Einstein
1 -
Go = _imhua (6.53)
Finalmente las ecuaciones de Einstein linealizadas
Ohyy = —2KT,, (6.54)

6.5. El campo lejano en el caso estacionario

Para una solucién independiente del tiempo, encontramos que cada componente de h,,, obedece la ecuacién de
Poisson

Ahy,, = —2KT,, (6.55)
cuya solucién es
- K s Tue (Z)
hvo () = 7 ! ERET (6.56)
Si la fuente es compacta, lejos de la fuente podemos hacer un desarrollo multipolar
_ K (1 . 4 1 A
hye (T) = 5 {r/ 3z’ T, (Z') + %/ A3z’ Tyo (&) 2" + 2—34)5 [xjmk — 35jkr2] / 2’ Ty ()22 + ...
(6.57)

Los multipolos estdn restringidos por la condicién de que 7)., es un tensor conservado, que en el caso estacionario se
reduce a T, ; ; = 0. Por ejemplo, tenemos que

- o 0z _ )
/ d’x' T () :/ &' T} (&) 97k —/ s’ TF (&) 27 =0 (6.58)
O sea que todos los monopolos se anulan, salvo el correspondiente a (0, 0). Al orden més bajo, entonces
- K2 M
hoo = 277 (6-59)
T

- K M
h— - (6.60)
2T r
y
K2 M
hop = ——— (6.61)
47 r
Al principio del curso habiamos visto que un campo Newtoniano ¢ podia reproducirse con una métrica tal que
2
hoo = — 20 (6.62)
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El desarrollo monopolar del campo Newtoniano es

p=_M (6.63)
-

donde G es la constante de gravitacién universal. Comparando, vemos que

8rG
K=" (6.64)
c
Pudimos recuperar nuestro resultado “ingenuo”, pero ademas
1. - 2¢

En nuestro anélisis “ingenuo” no vimos éstos términos porque s6lo aparecen en la ecuacién geodésica en términos de
orden superior.

Los términos dipolares estan sometidos a limitaciones parecidas. El término 00 puede anularse simplemente eli-
giendo bien el origen de coordenadas. Para los otros términos, tenemos

/ 3z’ TF (&) 2" = / d3x’ T) (&) 2" gﬁll = —/ a3z’ T3 (7)) «'* (6.66)
o sea que podemos escribir cada dipolo como
1 X . p
3 / ' (T (&) 2" — T (&) 2'") (6.67)

Si v = n también es un indice espacial, el tensor entre paréntesis se conserva, por la simetria de T},

(Tkn (Li"/) x/j _ Tjn (JE'/) ,’E/k) o= 0 (668)

Y de ahi vemos que los términos dipolares se anulan. Los tinicos términos dipolares no nulos son los que tienen v = 0,
en cuyo caso reconocemos que el dipolo es

1 , N
3 / 3z’ (T (&) 2'F — T (F) 27) = iel’wy (6.69)

donde L es el momento angular de la fuente. La métrica adquiere un término
Rhoredtda® = 2N Licdtda* = cat (7 x L) - di (6.70)
r

que muestra la relacion entre los términos 0k de la métrica y la rotacién de la fuente.

Aunque nosotros asumimos que la fuente era débil, atin para una fuente no lineal el campo lejano fuera de la fuente
es armoénico y admite un desarrollo multipolar. En este caso, la estructura que hemos visto sigue vigente, debido a las
restricciones impuestas por el gauge de Lorenz. En otros términos, cualquier funcién arménica para » > R, digamos,
puede escribirse como un potencial Newtoniano con una fuente que se anula para » > R,y si la métrica es simétrica y
obedece el gauge de Lorenz, la fuente debe ser un tensor simétrico y conservado, que es lo inico que hemos asumido.
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Ondas gravitatorias

Continuamos con el estudio de las ecuaciones de Einstein linealizadas

- 1
Chyo = — 20T, .1
c
donde
. 1
h;w = h;w - §Thwh (7.2)

La conservacion de T*” implica que h,,, estd en el gauge de Lorenz

ht, =0 (7.3)

Para empezar, vamos a considerar las soluciones en vacio, T = 0. En este caso, las ecuaciones de Einstein se
reducen a ecuaciones de onda para cada componente de la métrica, y las soluciones correspondientes se denominan
ondas gravitatorias.
Cualquier onda gravitatoria se puede considerar una superposicién de ondas planas
7 0) ik z"
= Q) et (7.4)

A partir de ahora vamos a sobreentender el superfijo O para las amplitudes y el factor exponencial. En estas ondas
k2 = 0. Vamos a suponer que k° > 0 de manera que k® = k = k2, y por lo tanto

kyat =k - & — ckt (7.5)
lo que muestra que la onda tiene frecuencia w = ck.
Las amplitudes h,,,, no son todas independientes, ya que estdn vinculadas por la condicién
K"y, = khoy + k7 hj, =0 (7.6)

Una onda plana sigue siendo una onda plana ante un cambio de coordenadas

ot f(O)Neiku-’ﬂ“ )

Las amplitudes se transforman como

huw = bl = By + ik &y + ik €y — inu k™ En (7.8)

La condicién de gauge de Lorenz es invariante ante esta transformacién. Explotando esta libertad suplementaria po-
demos pedir mds condiciones sobre las amplitudes A, a saber a) hg, = 0, y b) hﬁ = 0. Cuando h,,, satisface estas
condiciones decimos que es transverso y sin traza.

Podemos pedir cinco condiciones en vez de cuatro porque no son todas independientes; como la combinacién
lineal hg, k¥ = 0, hgg = 0 se deduce de hy; = 0. Por invariancia Lorentz, si podemos lograr a), también podemos
lograr u” h,,,, = 0 para cualquier vector temporal u*.

Supongamos que tenemos una métrica que no satisface ni a) ni b). Buscamos un vector constante £, tal que

60
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Ry +ikol” + kY& —ingkrex = 0
hit =2k, = 0 (7.9)
o usando la segunda en la primera
= 1 5 o w v
hg — §n5hﬁ + Zk()f + Zk 5() = 0 (710)

que a su vez se divide en

0

Lrrg =51 o
i[hgfhﬂJrszfo
Ry —iké; +ikig = 0 (7.11)

Este sistema tiene solucion tnica, por lo que vemos que hemos agotado nuestra libertad de gauge.
El nimero de onda k* es invariante frente a este cambio de coordenadas. Respecto a las nuevas componentes de
Lgrn ;2 oo n 3y — Lk
la métrica, tenemos por construccion que hoy = hy; = hj; = k"h};, = 0. )
Por ejemplo, consideremos una onda que se propaga en la direccién z, k* = k (1, 1,0,0). Entonces, si h;w es
: N N N N L/ L/
transverso y sin traza, tenemos que hy, = hlu,: 0. Adf,mas /}lﬁ =0= hay + hi3 (de paso, hy,, = hy,). Las
tinicas componentes independientes son b/, = hby, = —h%s y b, = hb,. Por la regla de transformacién con
ko = k3 = 0, encontramos que

(haz — has) (7.12)

N =

B, = has (7.13)

Estos dos tipos de onda representan las dos polarizaciones lineales independientes de una onda gravitatoria.

7.1. Deteccion de ondas gravitatorias

Habiendo determinado que las ecuaciones de Einstein admiten soluciones que se propagan en forma de ondas
planas, el paso siguiente es ver como el paso de una onda impactaria sobre la materia en su camino.

Supongamos una particula libre que en el momento de ser alcanzada por la onda estaba en reposo, u* = (1,0, 0, 0).
A partir de ese momento obedece la ecuacidn geodésica

du¥
T+ Dt =0 (7.14)
s
En el instante inicial
du*
— = —Thy (7.15)
pero
m 1 y75%
FOO = 5’[7 [2}101,70 — hoo,y} =0 (716)

de modo que si la particula esta en reposo respecto al sistema de coordenadas, seguird en reposo indefinidamente.

Sin embargo, el paso de la onda afectara las distancias entre particulas: si la onda se propaga en la direccién
, el intervalo entre dos particulas en la direccién y es ds> = (1 + h,)dy?, y por lo tanto la distancia propia es

Por ejemplo, supongamos que las dos particulas estdn unidas por un resorte, inicialmente en reposo. Es decir, la
longitud en reposo del resorte y la distancia entre particulas, antes del paso de la onda, son ambas /. Bajo el efecto de
la onda, la longitud en reposo del resorte sigue siendo [y, pero la distancia entre las particulas es | = (1 + hy/2) lo.
Por lo tanto el resorte estd en tensién, y comenzard a oscilar. De paso, como el resorte gana energia de esta manera, y
la energia solo puede provenir de la onda, queda demostrado que la onda transporta energia.
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Este fue el método empleado en el primer intento de deteccion directa de ondas gravitatorias, usando como “re-
sortes” los modos normales de una barra de aluminio. La historia de este experimento (y la controversia a la que di6
lugar) estd contada en Harry Collins, Gravity’s shadow (University of Chicago Press, 2004).

Otra manera de explotar el cambio de las distancias entre objetos por el paso de una onda gravitatoria es haciendo
rebotar un ldser en un espejo. Al cambiar la distancia entre la fuente y el espejo cambia el tiempo de vuelo del laser (la
velocidad de la luz no cambia) y por lo tanto la fase acumulada de la luz cuando el haz vuelve a la fuente. Midiendo
ese cambio de fase podemos determinar el cambio en la distancia.

Este es el principio de funcionamiento de los interferémetros como LIGO, del cual volveremos a ocuparnos mds
adelante.

Por el mismo motivo, una onda gravitatoria que pase por el vecindario del planeta Tierra afecta los tiempos de
llegada de los haces emitidos por pulsares. Esto es significativo porque estos haces llegan a intervalos extremadamente
regulares. Por supuesto, el periodo de un pulsar en particular puede verse afectado por una serie de efectos sin relacion
alguna con las ondas gravitatorias. Lo que distingue a la onda es que afecta a fodos los pilsares simultineamente,
y en una manera que depende de una forma relativamente sencilla de la posicién del pulsar respecto de la direccién
de propagacion de una onda. Por lo tanto, si uno monitorea un gran nimero de pulsares, y busca las correlaciones
esperadas entre las alteraciones del periodo de pares de pulsares, puede determinar el paso de ondas gravitatorias. Para
eso es necesario disponer de un pulsar timing array, que también describiremos en mds detalle mds adelante.

Todos estos métodos apuntan a la deteccién directa de ondas gravitatorias. Histéricamente, la demostracién de
la existencia real de las ondas gravitatorias siguié un método indirecto. Como las ondas transportan energia, cuando
un sistema binario emite gravitacionalmente (como veremos en la préxima clase), pierde energia, y eso disminuye el
periodo de la 6rbita. La coincidencia entre la reduccion del periodo de un pulsar particular y la prediccion a partir del
calculo de la energia emitida bajo forma de radiacién gravitatoria ha sido la primer demostracién concluyente de la
existencia de las ondas.

7.2. Acerca de la ecuacion de D’Alambert

Si pasamos ahora al tema de la generacion de las ondas gravitatorias, tenemos que volver a las ecuaciones[9.18]

En principio, estas son diez ecuaciones de ondas escalares desacopladas para cada componente de la métrica, por
lo cual podemos tomarlas de a una. Ademas, como todo es lineal e invariante frente a traslaciones, basta con encontrar
la respuesta a un impulso o solucion fundamental o funcion de Green

OG (t,Z) =4 (t) 6 (Z) (7.17)
ya que entonces
—167G
B (8, %) = 074” /dt’d% Gt—t,&—7)T, (') (7.18)
Resulta conveniente buscar no a GG sino a su transformada de Fourier
G(t,7) = / iy (%) (7.19)
o @ ’
que obedece la ecuacion de helmholtz
AG, (T) + k*G, (%) = 6 (F) (7.20)
donde
p= (7.21)
c

El laplaciano de un escalar ¢ es la divergencia del vector g*” ¢ ,, y por lo tanto se aplica la férmula
1

Ad = e, 7.22
0] NG u\/gg 0, ( )

Usamos esta férmula en un espacio con métrica

ds?* = dr® + r? (d6? + sin® 0dp?) (7.23)

9= r2 sin ) y obtenemos el famoso Laplaciano en esféricas
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1 9 1 1 . 1
= —0,r°0, = |=— 0 — 7.24
Vo r28r 8¢5+r2 Smeagsm 80+sin296“02 ( )
En nuestro caso, esperamos que la funcién G, sélo dependa de r
1 - - -
T—zaﬂ“Q&Gw (%) + k*G,, (%) = 6 (%) (7.25)
Para todo r # 0 esto se reduce a una ecuacién homogénea. Conviene definir
G, =2 (7.26)
r
de este modo
(2) - g 9
T roor2
!/
SO
T

!
2 gl . "
(r (T)> — rg (7.27)
Osea,sir #0

J"+kg=0 (7.28)

Esta ecuacién admite las soluciones Ae’*" y Be~* " Reemplazando en vemos que la primera representa una
onda saliente y la segunda una onda entrante. Como el comportamiento esperado es el primero, rechazamos la segunda
solucioén.

Para encontrar la constante A integramos la ecuacién de Helmholtz en una bola de radio € centrada en el
origen. En el primer término usamos el teorema de Gauss, y obtenemos

ikr\ / € )
dme? A (e ) (r=¢)+4rA / rdr e*" =1 (7.29)
r 0
que en el limite ¢ — 0 da
A=t (7.30)
T Arw ’

Finalmente obtenemos nuestra solucién

4 d 7.w|x T ‘/c
B (t, @) = G/dtd3 / et (&) (7.31)

|7 — 2|
Acé tenemos dos alternativas. La primera es transformar Fourier ambos miembros, con lo cual obtenemos una relacién
entre las transformadas del EMT y de la métrica

. 4G 5 61w|x z ‘/c ~
hwuy (33) = CT /d X WTUJ“V (Jf/) (732)
La otra es integrar explicitamente en w
4G T (', ) |7 — &
By (t,7) = dt'dx ST s (g 7.33
po (£ 7) 04/ |7 — 7| c ( )

que muestra que al adoptar la solucién de ondas salientes impusimos causalidad, ya que la ¢ sélo se enciende si ¢ > t'.
Ahora integramos en ¢’

T‘/Ll/ <t clvf/>
o (t, %) = 4G / 3z (7.34)

que es analogo a usar potenciales retardados en electromagnetismo.
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7.3. Ondas gravitatorias II

Retomamos la clase anterior

7
- ‘

. 4G 6ik|f _
hwluj (I) = CT /dSJj/ WTWHV (33/) (735)

Como habiamos hecho en el caso estacionario, en el campo lejano es suficiente hacer un desarrollo multipolar. En este
caso, nos quedamos sélo con el primer término

4G etkr
h ~ —
wpv C4

. / 32" Tpop (7') (7.36)

Las componentes del EMT estan relacionadas por las leyes de conservacién

- 7.0 J _
—ikT,, + T, ;=0 (7.37)
Por este motivo las componentes temporales se anulan
—ik / P T, = — / Pr T, =0 (7.38)
En cuanto a las espaciales, tenemos
k
/d3x Tk = /dgx leai
w w 8xl
= — / B T b = —ik / P T2 (7.39)
Repitiendo el teorema con el otro indice, encontramos
/ d3z TIF = —k? / d3x T2 2" (7.40)

que es la llamada férmula cuadrupolar de Einstein. Notese que la conservacion del EMT implican que los momentos
monopolares y dipolares de 7.0 se anulan, si w # 0. También que es conveniente escribir

o —4G ez’kr )
Wi (%) = — k> / d3z TOz7 2% (7.41)
c r
w

Ahora podemos resolver nuestro primer problema de readiacién de ondas gravitatorias. Consideramos un sistema
binario de dos masas m iguales en una drbita circular. Primero ponemos un sistema de coordenadas (z’,y’, z") con
origen en el centro de masa del sistema y la direccién z’ perpendicular a la 6rbita. Cada masa ocupa dos puntos
opuestos respecto del centro de masa a distancia r. El problema es equivalente al de una masa m/2 orbitando a una
distancia 2r de un centro de fuerzas fijo. Por la tercera ley de Kepler la relacion entre r y la frecuencia 2 de la 6rbita
es

©2Gm
rd = o (7.42)
y entonces podemos escribir para una de las masas
y = rcosQt
72 = rsinQt (7.43)

y los valores opuestos para la otra.
Supongamos que miramos la radiacién en una direccién

& = cos0%’ + sin62’ (7.44)

Para discriminar al maximo entre la radiacién y accidentes relacionados con la eleccién de coordenadas, queremos
escribir la onda en el gauge transverso y sin traza. Para eso definimos nuevas coordenadas
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/

= Y
z = —sinfa’ + cosfz7 (7.45)

Las componentes del momento cuadrupolar que necesitamos son

T = mc*r? [l + cos 201]
T* = mc?r?cos® 0[1 — cos 20]
TV = mc*r?cos 0 sin 20t (7.46)

Esta claro que la radiacidn va a ser monocromadtica con una frecuencia 2(2, el doble de la frecuencia orbital. Descar-
tando los términos constantes, obtenemos que, a una distancia D

1 ikD
hiw = #G eD O2mr2 cos 20 [6 (w — 2Q) + 6 (w + 2Q)]
C
1 i(kD+m/2)
hyw = 647TG ¢ D Q2mr? cos 0 [0 (w — 2Q) — 6 (w + 2Q)] (7.47)
C

Noétese la diferencia de fase entre ambas componentes.

El pulsar de Hulse y Taylor tiene dos estrellas de neutrones de m = 1,4 Mg (=~ 3 103 kg) cada una, con un
periodo de 3 10* s. Usando G =~ 6 10~'' m? kg~! s~2 obtenemos un radio de la érbita de 10° m (la distancia de la
Tierra al Sol es 150 veces éso). La amplitud de la onda emitida es alrededor de 1073 m D~'. Con una distancia de
alrededor de 10'7 m, la amplitud en Tierra es del orden de 10~2. Si consideramos un interferémetro con un largo de
brazos efectivo de 10 m, tenemos que detectar un desplazamiento de 10~14 m, mds o menos el tamaiio de un nicleo
atémico.
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7.4. La energia de una onda gravitatoria

Aunque ya hemos visto que la onda gravitatoria transmite energia, no es posible asociar un EMT con la onda. Sin
embargo, sabemos que el tensor de Einstein depende no-linealmente del tensor métrico. De manera que si definimos

Guv = Npv + huu (7.48)
esperamos encontrar que
G =GO [hw] + G2 (] + ... (7.49)

1 . 2 L. P . . .
donde wa) es lineal en h,,, wa) es cuadrdtico, y asi siguiendo. Eso sugiere buscar una solucién a las ecuaciones de
Einstein en la que

huw =h) + 0 + .. (7.50)
y una expansion andloga para el EMT
T =T + T + ... (7.51)
de manera que las ecuaciones quedan como
8rG
1 1 _ 0
cfy] -
81 ct
1 2 _ 1 2 1
o 2] = %5 [ - g ]
= ... (7.52)
Esto sugiere definir
row __ ¢ e [hu)} (7.53)
pro 87TG % g .

como el mejor candidato que tenemos a EMT de una onda gravitatoria.
Para hacer la cuenta mas facil vamos a considerar sé6lo el caso de una onda plana que se propaga en la direccién

T, y vamos a asumir que hf}y) ya estd en el gauge transverso y sin traza. De manera que si definimos coordenadas
27 = (ct,x), 2% = (y, 2), las Gnicas componentes no nulas de la métrica son las hyp, y éstas dependen sélo de las
coordenadas z7. Es obvio que en este caso la energia fluye en la direccién z, por lo cual s6lo necesitamos conocer la
componente 01 del tensor de Einstein, que coincide con el tensor de Ricci, ya que hg; = 0. Ahora

Roy = R);) + Ri,, (7.54)
Para calcular los tensores de Riemann necesitamos de la conexién. Por ejemplo,
Ry =T01; —Toj0 + F;krgl - F{krgj + 17,16 — 1,15, (7.55)
La férmula para la conexién es
j 1
Fku = 5 [hkjyﬂ + hﬂj,k - hﬂk’j] (7.56)

y en el gauge TT todos estos términos se anulan. El otro término en el Ricci es

Rgal = Pgl,a - Fga,l + ngrgl - Ftllk]'—‘ga + Fabrgl - F%bl—‘ga (757)

a

No hay nada que dependa de (y, z), asi que nos podemos quedar con
Rgal = _F8a71 - I—‘Cllb]‘—‘ga, (758)

Ahora

1
9= 3 (0™ = h) hep 5 (7.59)
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de modo que (recordemos que en el gauge TT A% = 0)

1 1
Roy = 5 [h*heao] ; — Zh;,ﬁlhg0 (7.60)

Finalmente
1 ab 1 ab
R()l = lh"l hd,y() + ih hab,Ol (761)
Si Ze~ ™!y We™* son dos variables que oscilan con la misma frecuencia, el promedio sobre un ciclo da
1 *
WZz)= §Re w*z (7.62)
En nuestro caso obtenemos

1 1
Roy = k*h hay = 7k [|hs P + o] (7.63)

Nétese que como h o w?, el flujo de energia escalea como wY; en el caso electromagnético va como w?.

Ahora, este es solo el tensor de Ricci. El “EMT de los gravitones” es

6

4
_ ¢ 2 2 2
Tor = =k || + || (7.64)

y por la interpretacién fisica de 77 como “flujo de energia dividido por ¢’ y w = ck encontramos

3
327G
La combinacién particular de pardmetros dimensionales podia preveerse por andlisis dimensional. Que el flujo de
energia seria proporcional al cuadrado de la amplitud era de esperar por experiencia con ondas acusticas y electro-
magnéticas.
En este tema seguimos el libro de Robert Wald, General Relativity (University of Chicago Press, 1984).
Si ahora volvemos a mirar la fuente, ésta tiene que estar perdiendo energia debido a la radiacién gravitatoria

Jp = W? [|h+|2 + |y |2] (7.65)

dE
— =-W 7.66
7 (7.66)

donde W es la integral del flujo sobre una esfera que incluya la fuente. Dejando de seguir los pardmetros adimensio-
nales, tenemos que

3 2

c G

W —w® | S w’mr? (7.67)
G c

donde identificamos la frecuencia de la onda y la frecuencia de la 6rbita, descartando los factores adimensionales. Para

simplificar el andlisis, vamos a asumir que la fuente se puede describir como dos masas iguales en una 6rbita circular

Kepleriana, en cuyo caso

s G
=2 (7.68)
w
E ~ —mw?r? = G*/3m>/3,2/3 (7.69)
y finalmente
1 dw Gm\°/?
g (03) (7.70)
cuya integral es
w=—20 (71.71)

donde
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3 5/3
to = L ( i ) (1.72)

wo \ Gmwyg

Para el pulsar de Hulse y Taylor es factor entre paréntesis da del orden de 10%°, que serfa el ndimero de érbitas que
le quedan al sistema antes de colapsar (en este caso en particular nuestras aproximaciones sobreestiman el resultado
real). Incidentalmente

C2T Cc

—_— 7.73
Gm wor ( )

El primer factor es el cociente entre el tamafio de la fuente y su radio Schwarzchild, y el segundo entre la velocidad de
la luz y la velocidad de cada masa. Esto muestra que este factor s6lo puede hacerse del orden de 1 cuando el sistema
estd al borde del colapso gravitatorio.

Una consecuencia importante de este andlisis es que si uno puede determinar w para una frecuencia dada, entonces
puede calcular la masa de la fuente, y por lo tanto la luminosidad absoluta, en ondas gravitatorias, de la fuente. Por
este motivo una fuente de ondas gravitatorias puede servir como una “sirena standard”, permitiendo una medicién
muy precisa de la distancia a una fuente de luminosidad absoluta conocida. Complementada con observaciones en el
espectro electromagnético para determinar el corrimiento al rojo, las sirenas standard prometen convertirse en nuestra
forma mads precisa de determinar la relacién corrimiento al rojo-distancia en un futuro préximo.

Un andlisis més sofisticado requiere tener en cuenta que el efecto de la onda sobre un detector, por ejemplo, un
interferémetro, depende de la direccién de propagacion y de la polarizacion de la onda. Para determinar éstas hacen
falta varias detecciones simultdneas (por lo menos tres o dos y la deteccién de la sefial electromagnética de la fuente).
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7.5. Deteccion de ondas gravitatorias

En esta clase nos basamos fundamentalmente en M. Maggiore, Gravitational Waves, 2 Vol., Oxford, 2008 y 2018.

7.5.1. Una onda propagandose en una direccion arbitraria

Hasta ahora elegiamos la direccién de propagacion de una onda gravitatoria en la direccién & de manera que,
en el gauge transverso y sin traza, las Gnicas componentes no triviales de la onda fuesen hy = hyy = —h..y

hx = hy. = h.,. Si la onda se propaga en una direccién arbitraria k, tenemos que completar la rotacién de nuestro
sistema de coordenadas a un nueva base derecha (&', 9, 2'), con, digamos &' = k. El versor ¢’ puede ser cualquier
versor ortogonal a k, por ejemplo, si k& # Z podemos tomar

N>
X
>

~/
= _ (7.74)
|2 x K|
y entonces
¥ =kxy (7.75)
El intervalo queda entonces como
ds® = —c*dt* + [0ij + hy €l + hye)s]| da'da’ (7.76)
donde hemos introducido los tensores de polarizacion
o= -
€5 = Uiz — 2] (1.77)

7.6. Detectando ondas con un resorte

Conceptualmente, el detector de ondas mds simple seria un resorte. Supongamos una masa m en el extremo de un
resorte de longitud en reposo L y constante k = mw3. Llamamos a x la diferencia entre la posicién L de la particula y
la longitud en reposo Lg. El resorte tiene pérdidas que provocan una fuerza de friccion —m~yv. Entonces en ausencia
de la onda la ecuacién del resorte es

i+ i +wir =0 (7.78)

En presencia de la onda, L va a fluctuar segun la ecuacidn de desviacidn geodésica (clase 5)

L=R},L (7.79)
A orden lineal, y usando que ho,, = 0, queda
1 ik
Rpyo = jw’ha Lett=tmet (7.80)

El efecto es maximo cuando k, = 0. Ademds, si la masa se desvia poco de la posicién de equilibrio, podemos
aproximar L por Ly. Entonces, en presencia de la onda, fodo ocurre como si debemos agregar un forzado a la ecuacién
del resorte

1 )
4 yd+wic = §w2h11Loe’“"t (7.81)
con solucién
x = —szh Loe™ ™t (7.82)
27 ] 1140 .

donde Z es la impedancia

Z [w] = w? + iyw — w? (7.83)



70 CAPITULO 7. ONDAS GRAVITATORIAS

Una figura de mérito para medir la eficacia del resorte como detector es el cociente entre la potencia entregada al
resorte por la onda y el flujo de energia de la onda. Este cociente tiene unidades de 4rea y por lo tanto se lo llama
“seccion eficaz”. La potencia, promediada sobre un periodo, es

1 2
W = -Re [F*v] = \h|* L 7.84
5 Re [F7] 4|Z|gm7w |haa|” Ly (7.84)
Mientras que el flujo de energia
J= S lhia)? (7.85)
= —w .
a 11
de modo que la seccién eficaz
472
o= myw™ L (7.86)
a3 |z e
En resonancia, w = wy, resulta
Gmw
oow = TP)OL%Q (7.87)

donde Q) = wy /7 es el factor de calidad del oscilador.

7.7. Some like it hot

Ademds de la dificultad de medir desplazamientos muy pequefios, es vdlido preguntarse si es posible rescatar
el desplazamiento generado por la onda entre otros desplazamientos generados por una multitud de factores. Para
fijar ideas, vamos a considerar solamente los desplazamientos causados por el hecho de que todo detector fisico se
encuentra a una temperatura finita.

Cuando el oscilador se encuentra a una temperatura 7', el teorema clasico de equiparticién asegura que se producen
fluctuaciones en la posicién con un valor medio cero y varianza

(a?) = FpT (7.88)

2
mwg

donde kp ~ 10723 J K~! es la constante de Boltzmann. Para zanjar la contradiccién entre la existencia de disipacién
y la constancia de <x2> se postula que, de alguna manera, el medio ambiente del oscilador se las ingenia para crear una
fuerza I que restaura la amplitud de las fluctuaciones a medida que la disipacién las va amortiguando. Con la idea del
grano de polen de Brown siemdo bombardeado por moléculas de agua, se supone que esta fuerza varia bruscamente en
el tiempo, de manera que en cualquier instante dado se la puede suponer como una variable aleatoria con valor medio
cero. Si se supone que ademds es una variable gaussiana (lo cual es sugerido por una aplicacién algo arbitraria del
Teorema central del limite, ya que la fuerza serfa la resultante de un gran niimero de procesos elementales), entonces
s6lo queda determinar la autocorrelacién de la fuerza. Otra vez con el grano de polen en mente, se postula

(FOF () =c%(t—1t) (7.89)

La covarianza 02 queda determinada por la condicién de que esta fuerza genere el valor cuadritico medio del despla-
zamiento adecuado a un estado térmico. Tenemos que

t , : — N F (¢t
T (t) — / dt’ e—'y(t—t )/2 s [w’Y (t t )] (t ) (7.90)
oo Wy m
donde
2
wy =\ wd — Vz (7.91)

Asumimos un oscilador subamortiguado, es decir que w., es real. Notese que es innecesario considerar una solucién
homogéena, puesto que ésta ya a va haber decaido en cualquier tiempo finito. Por lo tanto
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2 o’ > t 2
= — dt e 7" si t
<x > mzwg /0 e in® [wyt]

o? 1 1 1 1 o?
= m{z( “oin T2 )}2 (7.92)
5 LY ¥ wy Y+ 2wwg mewgy

De esta manera obtenemos el Teorema de fluctuacion-disipacion

0% = 2m~kgT (7.93)
En vez de la fuerza en dominio tiempo, podemos introducir la transformada de Fourier
F(w) = / dt e™'F (t) (7.94)

y entonces

(F (W) F (W) = dmmrykpTs (w+ W) (7.95)

La descomposicién de Fourier del desplazamiento entonces es

=1 Flw]
xw] = 7] m (7.96)
de donde
(@ @)z W) = TFEL 5 4w (7.97)
m|Z [w]|
y ahora
2 dw 2'kaT
(x?) = / Izl (7.98)

Este es el Teorema de Wiener-Khinchine. Este resultado da la descomposwién espectral del ruido térmico.

La logica de este andlisis es que si el oscilador estuviera fluctuando con frecuencias distintas a la de la onda, seria
irrelevante porque podriamos filtrar la sefial. Pero como cualquier filtro realizable va a tener un ancho de banda finito
Auw, hay una componente de ruido que no podemos filtrar, que es

Z’VkBT
m|Z W]’

Para poder detectar la onda, necesitamos que este ruido esté por debajo del valor cuadratico medio del desplazamiento
causado por la onda

(7.99)

b
41Z )"

Por esto este tipo de osciladores sélo es eficiente a alta frecuencia, a temperaturas muy frias, y con anchos de banda
muy estrechos.

w [hyy|* L2 (7.100)

7.8. Antenas

Una antena es un sélido y no un unico resorte. Si consideramos una antena unidimensional, entonces las vibracio-
nes de la antena obedecen la ecuacién de ondas

e — 22 =0 (7.101)

donde ¢; es la velocidad del sonido y £ (z, t) el desplazamiento de un elemento del material respecto de su posicién de
equilibrio x. Las ondas obedecen la condicién de contorno de extremo fijo en los limites de la antena, digamos x = 0
y z = L, y por lo tanto admiten una descomposicién de Fourier
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=> & (t)sin mr— (7.102)
cada modo normal es un oscilador
D26, + w2, =0 (7.103)
con
n?n2c?
w2 = 3 (7.104)

La onda agrega una fuerza sobre cada elemento del material, de modo que en presencia de la onda

1 ,
C—Qafg — 0%¢ = WPhy xe™ (7.105)

S

Para ver como esta fuerza afecta a cada modo normal tenemos que descomponer

2L
T=Y ()" = sinnﬂ'% (7.106)

de manera que cada modo normal se comporta como un resorte. El modo que més se acopla a la onda es el fundamental.

7.9. Pulsar timing arrays

Los pulsar timing arrays (PTAs) buscan detectar ondas gravitatorias correlacionando las fluctuaciones en los
periodos de las sefiales de un grupo de pulsares.

Supongamos un pulsar a una distancia L en la posicion 7 en el cielo. Una sefial emitida en el tiempo ¢, sigue la
trayectoria, en ausencia de la onda

b= 1,4t
C
i = [L—0n (7.107)

0 < ¢ < L. En presencia de la onda, la ecuacién geodésica
cdt = di [1 + Shyiind e th(L=O[1—kn]—ickt. (7.108)

en el exponente hemos aproximado la trayectoria por la trayectoria en ausencia de la onda. Para un interferémetro el
factor que depende de k (L — ) seria despreciable, pero no para un pulsar. Integrando, obtenemos el tiempo de llegada

L 1 o [t —ik(L—0)[1—k kt
to = te + - + 7hzjnzn] dg e v )[ n} e
C 2c 0
L ) hi‘AiAj g kR ic
- = + iuw [1 e sz[l knq e ickte (7.109)

El efecto de la onda se descompone en dos términos, uno que sélo depende de 7, y otro que depende de 7 'y de L. En
una primer aproximacion, es suficiente quedarse con el primero.

En la préactica, no tenemos una sola onda sino una superposicién de ondas de distinta direccién de propagacion,
frecuencia, amplitud, polarizacién y fase. al promediar sobre todas las ondas, el residuo t,, = t, — to — L/c se anula
en promedio. Ahora, cuando comparamos dos pulsares, uno en la direccién # y otro en la direccién 7/, vemos que los
residuos estan correlacionados. Asumiendo que el fondo de ondas gravitatorias es is6tropo y no polarizado, resulta

X 5100 1]

dw R €nind 6+n”n’3 esnind  eXn'n
i) = [ 1Pl [ i k] k] k] (.10

donde estamos asumiendo que
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(hy [w] hy [W']) = (hx (W] by [W']) = 27P [w] 6 (w + ') (7.111)

(hy (W] hx W) =0 (7.112)

La integral angular se puede hacer, lo cual da un patrén de correlaciones que depende solamente del dngulo entre 7 y
7/, la curva de Hellings y Downs. La deteccién de este patrén al correlacionar los residuos de un nimero tan grande
como sea posible de pares de pulsares es una manera de hacer manifiesta la existencia de un fondo estocéstico de ondas
gravitatorias. Ademads, esta técnica es util en el rango de frecuencias de nano-Hertz, muy por debajo de las accesibles
a interferémetros (atn los futuros interferémetros en 6rbita) y antenas.

0.3 4
0.2 4

0.1

T T T T T T
0.5 .0 15 2 2.5 3.0
—0.14

Figura 7.1: La curva de Hellings y Downs, en funcién del dngulo entre las direcciones 7 y 7.

7.10. Sensibilidad de detectores interferométricos de ondas gravitatorias

Figura 7.2: Esquema de LIGO.

Supongamos que el beam splitter divide el haz del laser en dos partes de igual intensidad. Entonces, si en el
tramo a el campo eléctrico es E,, en los brazos b y c tenemos E, . = E,/ V/2. Cada haz adquiere un desfasaje
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e = G0,b,c + azp . donde 2, . es el desplazamiento del espejo respectivo (nétese que o =~ N/ Ap, donde Af, es la
longitud de onda del ldser y N, el nimero efectivo de veces que el haz “rebota” contra el espejo. Al recombinarse
los haces pasan al brazo d con una amplitud

E, = (eiwowmb) i ei<¢oc+azc>) (7.113)

SIE

Lo que se mide es

1
I = |Ey4|* = 21y, cos? 5 [pop — doc + aAz] (7.114)
Az =2z, — 2., I, = |Ea|2. Nétese que un error 6z en Az induce un error

8T = Ipsin [poy — poc + alz] %& (7.115)

Descontados todos los ruidos controlables (ruido térmico, sismico, ruido en la electrénica, etc.), quedan dos ruidos
irreductibles: fluctuaciones en la intensidad del laser (shot noise), y el desplazamiento de los espejos debido a la
presion de radiacion de los haces sobre los espejos. Para poder compararlos, vamos a convertir el error

1
61 gpor = 2017, cos? 3 [pob — Poc + alz] (7.116)
en un desplazamiento efectivo de los espejos

201410 261
8Zshot = : hot = L (7.117)
alr sin [po, — goc + @Az]  alp tan 3 [¢op — Poc + aAz]

Para estimar § /7, vamos a suponer que el nimero de fotones en el haz sigue una distribucion de Poisson

p(n)=e" (7.118)
donde el nimero medio de fotones es i» = I,/ (Awy,). Entonces n2—n?=m,y
81 = hw I, (7.119)
de donde
KS O
522, = Ih ! (7.120)
L

donde lo tnico que necesitamos saber de Kgp,: €s que es una combinacion de pardmetros conocidos que no depende
de la frecuencia a la que se esta midiendo.

Para calcular el desplazamiento de los espejos debido a la presion de radiacidn, observamos que, como el tiempo
de colisi6én de un fotén contra el espejo es mucho mas corto que el tiempo de relajacién o de la frecuencia propia de
oscilacion de la montura del espejo, el espejo responde al impulso como si fuera una particula libre,

of
Mw?
donde f es la fluctuacion en la fuerza sobre el espejo, M la masa del espejo y w la frecuencia a la que se mide. La
fuerza es el impulso 27wy, /¢ transferido al espejo en cada colisién por el nimero de colisiones por unidad de tiempo,
que es proporcional a ncA/V, donde A es el drea del espejo y Vel volumen del brazo del interferémetro. Por lo tanto,
la fluctuacién en la fuerza es nuevamente debida a las fluctuaciones en el nimero de fotones, y

zpr = — (7.121)

K,.I
522 = L (7.122)

pr w4

Asumiendo que estos errores son independientes, encontramos

Kshot + KpT4IL
IL w

Para una frecuencia dada, existe un limite inferior absoluto, que se obtiene cuando

2 _ 5.2 2 _
02° = 0zgp0 + 02, =

(7.123)
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K
I = %uﬂ (7.124)
pr
y vale
Koot K
2 o sho pr
02fqr =2— 53—+ (7.125)

Este es el standard quantum limit (SQL).



Capitulo 8

L.a solucion de Schwarzschild

Queremos estudiar soluciones de la ecuacién de Einstein con simetria esféric Eso quiere decir que el espacio
tiempo puede foliarse en una coleccién de variedades 2-dimensionales con la geometria de una esfera, en la que no
hay direcciones privilegiadas. Definiendo la coordenada radial por la condicién de que el area propia de la esfera valga
47r2, una métrica con simetrfa esférica tiene la forma

ds® = —fdt® + gdr® + 12 (d92 + sin? 9dg02) + 2hdtdr 8.1

donde en princio f, g y h son funciones de ¢ y r. A partir de este punto vamos a asumir que G = ¢ = 1. Eso no
es problema porque estas constantes sélo van a aparecer en la combinacién 2G'M /c?, donde M es una constante con
unidades de masa. Por lo tanto, reteniendo el parametro M es obvio como reinstalar a G'y c en las ecuaciones.

Si ademads de la simetria esférica pedimos que la métrica sea estacionaria, entonces desaparecen las dependencias
respecto de t, y si pedimos que sea estdtica, entonces h = 0. En estas condiciones encontramos el Teorema de
Birkhoff: 1a inica solucién de las ecuaciones de Einstein en vacio, estdtica y esféricamente simétrica es la solucion de
Schwarzschild, que corresponde a

f= 1 -1 % (8.2)
g r
donde M es el parametro ya mencionado. Comparando con el limite de campo débil para r — oo, vemos que esta
métrica representa el campo de un objeto de masa M y sin rotacion.

Notese que t es el “tiempo” sélo si r > 2M; si r < 2M, la coordenada temporal es r (0 mejor, como veremos,
2M — r). La esfera r = 2M (llamada el horizonte es especial; ver porqué es especial nos va a llevar gran parte de lo
que queda del curso.

En vacio las ecuaciones de Einstein se reducen a que se anula el tensor de Ricci; sin calcular todas las ecuaciones
vamos a verificar que en la solucién de Schawrzchild, Ry = 0. Para eso necesitamos calcular primero la conexién y
el tensor de Riemann.

Una manera de encontrar la conexién que es un poco mds eficiente que simplemente usar la definicioén es encontrar
la ecuacion geodésica

d dx" dx¥ dx?
——— =-T% 8.3
ds ds vPds ds (8.3)
e identificar los coeficientes en el lado derecho. la ecuacién geodésica puede deducirse de la accién
dxv dxP
S=[d y 8.4
/ T\ Gve dr dr 8.4)

donde 7 es un pardmetro arbitrario; nétese que el Lagrangiano es simplemente ds/dr. Las ecuaciones de Euler-
Lagrange son

d 1 dxz” 1 dz¥ dx”

a1 odr 1 detdi? 8.5
drggﬂp dr 2$gp"“ dr dr ®8.5)

Ahora, podemos usar la libertad en elegir 7 y poner 7 = s, en cuyo caso obtenemos

IEn esta clase nos basamos fundamentalmente en K. Thorne y R. Blandford, Modern Classical Physics, Princeton U. P. (2017).
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d dx” 1 dx? dxP

- = Gy —— 8.6
dsg”p ds Qg PHds ds (8.6)
Estas ecuaciones pueden deducirse de la accion
1 dz” dxP
S=-[dsg,——— 8.7
2 / 5 Jvp ds ds .7
donde nos hemos ahorrado la raiz cuadrada. Asumiendo desde ya una solucidn estatica, encontramos por ejemplo
d ,dt
——f=—=0 8.8
ds / ds (8.8)

o sea (usando ' = d/dr)

d*t  fdtdr

— == 8.9
ds? f dsds (8.9)
de donde
!
It, == 8.10
rt 2f ( )
y todos los otros elementos de la conexién de la forma I‘;lgo son cero. Para r encontramos
2r 1 C(dt\?, (dr\? o\ > 5 (do\?
— = |- — | - — 2 — in“ 0 ( — 8.11
ds?  2g [ / (ds) g (ds) e (ds) s ds @10
Entonces
T f/ T gl Is r Is LA
Ftt:% F’r"l‘: % 99:—5 Fww:—QSIH 0 (812)
Para 6 encontramos
20 2 dr df dp\?
— = ———— +sinfcosf | — 8.13
ds? rdsds T OmYeos (ds) (8.13)
o sea
e L e G coso 8.14)
o= Ly =—sinfcos (8.
Finalmente
d d
—r?sin?9=F =0 (8.15)
y entonces
1 cos
'Y =2 1% = 8.16
Ty 02T ging ( )
Con este resultado terminamos de calcular la conexién. Para calcular Ry;, observamos que
Ry = R}, + Rjy, + RY,, (8.17)
Con los valores de la conexién que hemos encontrado
!
R, = R?,= I
t0t tet = 9y
N\’ ’opl Y
R, = Yy, 98 1 (8.18)
29 2929 292f
En la solucién de Schwarzschild tenemos ademés que g = 1/f y poreso ¢'/g = —f'/f. Usando estas propiedades

para eliminar a g, encontramos que
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2
Ry = g <f// + ;) (8.19)
que efectivamente se anula si
2M 2M aM
f=1- — = 5 = -5 (8.20)

Una observacién importante es que el tensor de Ricci se anula, pero el tensor de Riemann no (esto es obvio, por
ejemplo, viendo el valor de Rf@t calculado més arriba), de modo que estamos tratando realmente con un espacio-tiempo
curvo. Una segunda observacion es que las componentes del tensor de Riemann no son singulares en el horizonte
r = 2M, que por lo tanto no es una singularidad del espacio-tiempo, sino sélo de las coordenadas de Schwarzschild.
Por otro lado, las componentes del tensor de Riemann se comportan como M /73, de manera que 7 = 0 si es un punto
singular. Por ejemplo, las fuerzas que aparecen entre dos particulas préximas, calculadas a partir de la ecuacién de
desviacién geodésica, divergen si las particulas se aproximan a la singularidad. Estd claro que cualquier objeto extenso
seria destrozado por estas fuerzas diferenciales mucho antes de alcanzar la singularidad.

8.1. ;Qué es especial acerca del horizonte?

Aunque el horizonte no sea una singularidad fisica, tampoco es una esfera cualquiera. Una parte importante del
trabajo que tenemos por delante es entender sus propiedades.

La primer cosa que salta a la vista es que la linea de tiempo r = 2M, 6, o = constantes es la trayectoria de un
rayo de luz, ya que a lo largo de esta linea el intervalo se anula ds? = 0. En la medida en que un observador fisico no
puede viajar més rapido que la luz, debe haber obstrucciones para salir del interior de la esfera r = 2M, por el mismo
motivo que un observador en Minkowski no puede salir de su cono de la luz.

Una manera de visualizar la naturaleza del horizonte es encontrar la expresién para todas las otras trayectorias de
rayos de luz radiales. Es decir, queremos resolver

d 2
ds? = — fdi? + % -0 (8.21)
con f=1-2M/r.
Empecemos considerando el caso f > 0. Tenemos que en una trayectoria nula

d
dt =+ (8.22)
/
En un rayo de luz saliente, dr/dt > 0. Entonces un rayo de luz saliente es tal que
d
at— L =0 (8.23)
/
Esta combinacién de dt y dr es un diferencial exacto, es decir, existe una funcién u tal que
d
du = dt — 77" (8.24)

y entonces los rayos de luz salientes corresponden a las lineas © = constante. Por la misma razén, existe una funcién
v tal que
dr

dr
dv=dt+ — =du+2— (8.25)
f f

v es constante en los rayos de luz entrantes. Integrando la ecuacion para dv encontramos

T d/
U:u—l—?/ ﬁ:u—i—r—kQMln(r—ZM) (8.26)

r’

y la ecuacién para un rayo de luz entrante es

u+2r +4M In (r — 2M) = vy = constante (8.27)

Para fijar la constante, pedimos que en u = 0 el rayo se encuentre en r = 7y, y entonces
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To — 2M

=2(rg— AMIn ———

u (ro—m)+ 0

Cuando r > r( esto se reduce a u = rg — 7, pero cuando r — 2M el logaritmo diverge, y el rayo no alcanza el
horizonte para ningin valor finito de .
Cuando f < 0, tenemos en cambio

(8.28)

dr
dt = +— (8.29)
|f]
Nuevamente definimos
d
du=dt — & (8.30)
£
Recordemos que ahora el “tiempo” es 2M — r. La otra familia de rayos estd dada por
dr dr
dv=dt + — = du+2+— (8.31)
£ £
Integrando obtenemos
u—2r —4MIn (2M — r) = v{, = constante (8.32)
Nuevamente cambiamos la constante por la abscisa
2M —r
=—2(rg — AMIn —— 8.33
u (ro —r) + YV (8.33)

Vemos que todas estas curvas son asintéticas a r = 2M cuando ©u — —oo, mientras que cuando » — 0 encontramos

P _ o _
u o= —2r 4M1n<1 2M)+27‘+4M1n(1 2M>
r 1 r N2 1 ro\3
= uO+2T4M{2M+2<2M) +3 (331 *]
,,,2
~ up— —— 8.34
U= 57 (8.34)

Observamos que no solo todos los rayos alcanzan la singularidad en un valor finito de u, sino que ademads los conos
de la luz se van estrechando, haciendo que sea imposible escaparle a ese destino.
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8.2. La estructura causal del espacio de Schwarzschild

De los resultados de la clase pasada se desprende que en el espacio de Schwarzschild hay dos esferas con carac-
teristicas especiales, correspondientes a 7 = 0y ar = 2M (seguimos usando unidades naturales con G = ¢ = 1).
La primera es una singularidad fisica, caracterizada por la divergencia de las componentes del tensor de Riemann. La
segunda es s6lo una singularidad del sistema de coordenadas, pero atn asi tiene caracteristicas que es ttil desarrollar.

Respecto a la singularidad en » = 0, notamos que el interior del horizonte 1 = 2M, r es la coordenada temporal,
de manera que = 0 es el futuro de todos los observadores que atraviesen el horizonte. Por otro lado, observamos
que las trayectorias con r = 2M, df = dy = 0 son geodésicas nulas, es decir trayectorias de un rayo de luz. Por
este motivo, ninguna sefial originada dentro del horizonte puede escapar al exterior - deberia moverse mas rapido que
la luz. Es en este sentido que la esfera r = 2M se comporta efectivamente como un horizonte para los observadores
lejanos.

Los diagramas de Penrose son una representacion grafica de las propiedades causales de un espacio-tiempo que
facilitan visualizar este tipo de propiedades.

Consideremos un espacio tiempo estacionario y supongamos que “congelamos” dos de las cuatro coordenadas del
espacio tiempo, 22 = 3 = 0. Entonces el intervalo se expresa respecto de las coordenadas restantes z° = cty #! = r
como

ds* = —c*N (r) dt? + 2cF (r) dtdr + G (r) dr? (8.35)
que puede reescribirse como
ds®* = —NdUdV (8.36)
donde
dU = cdt— E + F : + kil
B N "\N N
dVv = cdt+ E—F kil 2—5 (8.37)
B N '\N N '

(U, V) se llaman coordenadas nulas, porque las curvas U = constante o V' = constante son geodésicas nulas, es decir
trayectorias de un rayo de luz. Generalmente las coordenadas (U, V') toman valores en toda la recta; definiendo nuevas
coordenadas (u, v) tales que

U = tanu
V = tanv (8.38)
entonces
—-N
ds? = —————dudv (8.39)

cos?u cos?2v

podemos mapear todo el espacio tiempo original en el cuadrado [—7 /2, 7/2] X [—7 /2, 7 /2]. El diagrama de Penrose
del espacio tiempo es entonces una representacion de este cuadrado, donde las lineas © = constante o v = constante
se representan como rectas a 45° grados.

Por ejemplo, la fig. (8.1) representa el diagrama de Penrose del espacio de Minkowski, donde U = ct — 7y

V = ¢t + r. Los rayos de luz con v = constante nacen del lado v = —7/2 y terminan en el lado v = 7/2;
similarmente, los rayos de luz con v = constante nacen en u = —7 /2 y terminan en v = 7 /2. Por lo tanto, los lados
v = —m/2yu = —m/2 representan el pasado infinito nulo, mientras que v = 7/2 y u = 7/2 son el futuro infinito

nulo.
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Figura 8.1: Diagrama de Penrose del espacio de Minkowski

En cambio, las trayectorias de particulas reales comienzan en el vértice w = v = —7/2 y terminan en u = v =
/2, estos vértices representan el pasado y el futuro temporales, respectivamente, mientras que un plano ¢ =constante
interpola entre los vértices v = —u = —7/2'y v = —u = 7/2, que representan el infinito espacial.

Un diagrama de Penrose mds interesante es el correspondiente al espacio de Rindler, que es el espacio de Min-
kowski visto por una familia de observadores uniformemente acelerados.

Asi como la tetravelocidad es una generalizacion del concepto de velocidad que es un vector, es conveniente
generalizar el concepto de aceleracion e introducir la tetra aceleracion

a* =u"V,ut (8.40)
Por la normalizacién de la tetravelocidad u?> = —1 debe ser
u,at =0 (8.41)

Por lo tanto, no existe una trayectoria no trivial en que a” = constante idénticamente. Lo mdas parecido a un mévil
uniformemente acelerado es un moévil tal que a,,a* = constante.

Consideremos un mévil moviéndose en la direccion x en el espacio de Minkowski. Entonces la velocidad ordinaria
v = dx/dt. El intervalo

ds® = dt* [1 — v?] (8.42)
Por lo tanto la tetravelocidad es
u = 71
V1 —0?
ut = v
V1—0?
C=ud = 0 (8.43)
La tetraaceleracion
O - 1 i 1
V1—02dt/1—2
A - 1 d v
V1—02dt\/1 =2
a?>=d> = 0 (8.44)

Calculando las derivadas con a = dv/dt
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0 v
a =
[1 -
1
ol = i 2]2 a (8.45)
—v
La condicién de aceleracién uniforme por lo tanto es
a? 1
a,at = W = — = constante (8.46)
- P
Si parametrizamos v = tanh 7, entonces
t = psinhr
r = cosh T (8.47)
p

Podemos pensar a (7, p) como nuevas coordenadas en la region 0 < |¢| < x (fig. (8.2))). Esta es la cusia de Rindler

T
0.5

Figura 8.2: La cufia de Rindler. La linea roja es una trayectoria con p = constante, la linea verde corresponde a 7 =
constante.

Entonces dt = (t/p) dp + (z)dr, dx = (z/p)dp + tdT y
ds® = —p?dr? + dp? (8.48)

Las lineas p = constante describen las trayectorias de observadores uniformemente acelerados, con aceleracion a =
1/p. El tiempo propio de cada observador es p7.

Para dibujar el diagrama de Penrose del espacio de Rindler [8.3] observamos que todas las curvas p = constante
son asintéticas a la geodésica t + x = 0 cuando 7 — —o0, y a la geodésica t — x = 0 cuando 7 — oo. Esta geodésica
funciona como un horizonte para estos observadores. Ninguna sefial originada en un punto con ¢ > x (por ejemplo, el
punto marcado con una estrella) puede alcanzar la cufla de Rindler, ya que para eso deberia moverse mas rapido que
la luz.
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Figura 8.3: Diagrama de Penrose de la cuifia de Rindler (la zona coloreada)

El espacio de Schwarzschild comparte con la cufia de Rindler la existencia de un horizonte. La diferencia es que
mientras que los observadores no acelerados que crucen el horizonte de Rindler van a encontrar del otro lado un
espacio de Minkowski no muy distinto del que dejaron, a los observadores que crucen el horizonte de Schwarzschild
los espera la verdadera singularidad en » = 0. Por eso el diagrama de Penrose del espacio de Schwarzschild se ve

como en la fig.

Figura 8.4: Diagrama de Penrose del espacio-tiempo de Schwarzschild.

8.2.1. Referencial sincrono

Otra manera de visualizar las propiedades del espacio de Schwarzschild es construir un referencial sincrono.
La idea es que en algtin momento dado ¢ = 0 poblamos el espacio con observadores, cada uno llevando un reloj
sincronizado con los de los demads, de manera que todos marcan un tiempo s = 0, y los soltamos, partiendo del reposo,
de manera de dejarlos caer sobre el agujero negro siguiendo curvas geodésicas temporales. De ese modo, en cada
evento estard presente uno de nuestros observadores, y podemos caracterizar al evento por las coordenadas quee se
observador ocupaba en ¢ = 0, y por el tiempo propio (el tiempo marcado por su reloj) de ese observador al ocurrir el
evento.

Por simpleza vamos a considerar que los observadores caen todos radialmente sobre el agujero. Una geodésica

temporal obedece
oM\ [dt\? (&)
(1= - _N\ds/ 1 8.4
(-2 (%) fa-m ¢4

r

y su ecuaciéon de movimiento se deduce de la acciéon

5= fag - (1-2) (%) "+ s 50

T
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Como t es una coordenada ciclica su momento conjugado se conserva

2M
(1 — ) <dt) = FE = constante (8.51)
r ds

Podemos llegar a la misma conclusién notando que {# = (1,0,0,0) es un vector de Killing y por lo tanto &, u’ es
constante a lo largo de una geodésica. Ahora tenemos

(%) - "
o
dr\” 2M
<dr> =B 14— (8.53)
s r
La condici6n de que dr/ds = 0, r = rg en s = 0 indica que
dr\” 1 1]
<d7"> —oM |- = (8.54)
S |r 7o
La solucion que cae al agujero corresponde a
d (1 1]
dlz— oM |- — — (8.55)
S |m 7o
o0 sea
VaMds = —, | 2" qr (8.56)
ro—7T

La idea es buscar una solucién paramétrica, es decir una solucién donde la relacién entre r y s estd dada indirectamente
a través de la relacién de cada uno con una tercer variable & r = r(§), s = s(&). Para la primer dependencia
proponemos

r = 1o Ccos? I3 (8.57)

Este observador arranca en { = 0y cae a la singularidad cuando £ = /2. En algiin punto intermedio atraviesa el
horizonte, y queremos ver si hay algun comportamiento anémalo asociado con ese evento. Reemplazando en
obtenemos

2M 9
de = cos“ & d€ (8.58)

—\/Tg LI 8.59
s = 8]\4[5‘1‘25111 5] (8.59)

El observador cae a la singularidad cuando su reloj marca

que se integra inmediatamente a

0 (8.60)

y nada extrafio ocurre cuando cruza el horizonte.
La situacién cambia si describimos la trayectoria en términos del tiempo coordenado, que es el tiempo propio de
un observador en infinito. Ahora tenemos

dt 1 3 (ro —2M)
dr — (r—2M)\| 2M (ro — 1) ®.61)

Cuando r — 2M, dt/dr exhibe una divergencia no integrable, y vemos que
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1
t_QMln(erM)—i_”' (8.62)
Para el observador en infinito, el observador mévil no alcanza el horizonte en ningtin tiempo finito. Este es uno de los
casos mds extremo de dilatacién temporal en registro.

Incidentalmente, hemos resuelto el problema del colapso de un cuerpo esféricamente simétrico y sin presion. Por
la simetria esférica, fuera del cuerpo la métrica corresponde a la solucién de Schwarzschild, y por continuidad eso se
aplica hasta en la superficie del cuerpo. Por la ausencia de presion, un punto en la superficie se mueve describiendo
una geodésica, o sea lo que acabamos de resolver.

Un caso particular curioso es cuando el cuerpo es una nube de polvo, inicialmente con densidad uniforme. Por
la simetria esférica y la ausencia de presion, ahora cada punto del cuerpo, inicialmente en el radio 7y, sigue una
geodesica en la métrica de Schwarzschild determinada por la masa dentro de la esfera de radio r(. Si la densidad
inicial es uniforme, entonces esta masa se relaciona con el radio como M = (47/3) prd, y de la ecuaci(’)nvemos
que todos los elementos del cuerpo caen a la singularidad al mismo tiempo propio.
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8.3. Orbitas en el espacio de Schwarzschild

En esta clase nos interesa estudiar las drbitas de particulas test en el espacio de Schwarzschild.
Empecemos por la érbita de una particula de masa no nula. La normalizacién de la tetravelocidad da

2\ (AN () L (de)
(@) e (@) - oo

donde hemos asumido una érbita en el plano ecuatorial, sin pérdida de generalidad. Tenemos las leyes de conservacion

(-5 ()

d
r? <<p> = L = constante (8.64)
ds

FE = constante

de manera que

(dr)QiEZ L2

ds
(f_imvf) tog=-1 (8.65)
o bien
dr\?> 2M L2 2MI?
S T T T

Excepto por el término ctibico, es idéntica a la conservacién de la energia newtoniana. Como en el caso Newtoniano,
conviene hacer la sustitucién

1
w= - (8.67)
r
entonces
1 (du)? 2,2 2,3 2
— |72 —2Mu+ L°u” —2ML°uw’ = E° -1 (8.68)
ut \ ds
por otro lado
d du d d
W _ e 2%t (8.69)
ds dp ds dy
de modo que
1/ du\’ 9 _
3\ —|—V[u]—2L2 (E°—1)=e¢ (8.70)
donde
M 1
Vu] = —Tzut §u2 — Mu? (8.71)
El potencial efectivo es ceroen u = 0y en
1 1602
0
=— |[1£4/1— —— 8.72
YT L2 (8.72)
Si L < 4M, el potencial efectivo es negativo para todo u positivo.
Los puntos criticos del potencial efectivo estan en
M
+u—3Mu?=0 (8.73)

2
O s€a
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1 M?
T=—|1+£4/1-12— 8.74
U T M L2 ] 8.74)
La derivada segunda del potencial efectivo es
V"=1-6Mu (8.75)

de manera que u = 1/6M es siempre un punto de inflexién. Cuando L = 4 M el punto critico mds préximo al agujero
negro, o sea el de mayor valor de u, se encuentra en 1/4M, como debe ser. Los puntos criticos son los radios de
Orbitas circulares; V"’ [uc_r} > 0, de modo que esta 6rbita es estable, mientras que la 6rbita con uS" es inestable.
Si L < 2v/3M, las érbitas circulares desaparecen, y todas las 6rbitas eventualmente caen sobre el agujero negro.
El menor radio que puede tener la 6rbita circular inestable es v = 1/3M. El menor radio que puede tener la 6rbita
circular estable es ursco = 1/6M.

—0.005 i

Figura 8.5: El potencial efectivo en funcién de u para distintos valores de L.

0.010

0.005

0.000

—0.005 4

—0.010 4

Figura 8.6: El potencial efectivo en funcién de r para distintos valores de L.
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0.0001 4

0.0000 4

—0.0001 A

—0.0002 A

—0.0003 -

—0.0004

Figura 8.7: Comparacion entre el potencial Newtoniano (rojo) y relativista (azul) lejos del centro de fuerzas.

0.30 4
0.25
0.20 -
0.15
0.10 -

0.05 4

Figura 8.8: Los valoes de u correspondientes a las érbitas circulares en funcién de L: rojo, estable; azul, inestable.

80
60
404

201

Figura 8.9: Los radios de las 6rbitas circulares en funcién de L: rojo, estable; azul, inestable.

Para que una Grbita sea finita, es necesario que (E? — 1) /L? sea menor que cero y mayor que V [u"]. Si L <
4M, debe ser (E? —1) /L? <V [uS] < 0.

8.3.1. El desplazamiento del perihelio
Consideremos el caso enque ¢ = V' [ucf} + 4. Entonces
L(du\’ 1,0 2 Lomt o eryd
2<d¥’) +§V [u_](ufu_) +6V [u_}(ufu_) =6 (8.76)
donde
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V" [u] = 41— 127
Vv [uc_r} - _6M (8.77)
vemos que si despreciamos el término cuibico, entonces
M2 1/4
u = u” + ducos [1 — 12112} ®
2
o2 = (8.78)

\/1— 122

Si M /L — 0 recuperamos el resultado newtoniano, y la 6rbita es cerrada. En general, u no vuelve a su estado inicial
cuando ¢ varia en 27, lo cual marca el desplazamiento del perihelio.

0.0010 4

T T T T T T
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

—0.0010~

—0.0015+

—0.0020+

Figura 8.10: Aproximacion del potencial efectivo por una pardbola.

8.3.2. Fotones

Para particulas de masa cero, encontramos

oM\ [dt\? (&) o (do\?
<1r> (ds> e <ds> —0 (8.79)

donde hemos asumido una 6rbita en el plano ecuatorial, sin pérdida de generalidad. Seguimos teniendo las leyes de

conservacion
2M dt
(1 — ) () = FE = constante
T ds

d
r2 <(p> = L = constante (8.80)
ds

de manera que

-, 1

(DN

1 /dr\? L2 oM E2
3 <d8> + 53 (1 - r) == (8.82)

Este potencial tiene un dnico punto critico en

—0 (8.81)

o bien
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Fer = 3M (8.83)

que corresponde a una Grbita circular inestable. No hay otras 6rbitas ligadas. Orbitas con L? > 27M2E? vienen y
vuelven al infinito, érbitas con L? < 27M?E? caen sobre el agujero.

Lejos del agujero la érbita puede aproximarse por una linea recta. Supongamos que ésta es la recta y = b, con la
particula viniendo desde x = oo. Entonces sinp = b/ry

do_ b dr
ds  r2cospds

(8.84)

con cos ¢ ~ 1. Entonces, cuando r — oo, L — b|dr/ds|y E — dt/ds ~ |dr/ds|, de manera que b = L/E. Por lo
tanto, las Grbitas con b < 3v/3M caen al agujero. Si b = 3v/3M, la 6rbita se enrolla asintticamente alrededor de la
orbita inestable con r = 3 M.

Vamos a calcular el dngulo de deflexion de un rayo de luz que se mantiene lejos del agujero negro. La trayectoria
puede aproximarse por lineas rectas tanto en el pasado lejano como en el futuro lejano.

tan x

Figura 8.11: Esquema del célculo del dngulo de deflexién de un rayo de luz por una masa concentrada.

En el pasado lejano ¢ = 0, y en el futuro lejano

dy dsdy
t _ % _ 99y 8.85
ane dx drds ( )

Como el dngulo de deflexion es pequeio, la érbita no se separa mucho de la linea recta en que

dx

—=-F (8.86)

ds
Para encontrar el valor asintético de dy/ds, observamos que la dindmica corresponde a la de una particula sometida a
un potencial central

ML?
V=-—; (8.87)
r
de manera que
d dy 0 ML?
- TV =— 8.88
ds ds Oy 5 Y (8.88)
y
ddy dsddy 3ML?
il A i A 8.89
dx ds  dxdsds Ers Y (8.89)
En el lado derecho aproximamos y == b en todos lados, de manera que
d 1 o d 6ME [ d
dy = ——SMLQb/ = / L (8.90)
ds|,, o E oo [22 452/ b Jo [a2+1]

y el angulo de deflexion es
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6M [ dx
X =~ tan x ~ —/ _— (8.91)
b Jo [22+1)7?

La integral se resuelve con la sustitucién z = tanu y vale 2/3, de manera que finalmente

_4M

b (8.92)

X



Capitulo 9

Estructura estelar

Nos interesa resolver las ecuaciones de Einstein para una métrica estdtica esféricamente simétrica, pero ahora en
presencia de materia, lo cual es un primer modelo de estructura estelar en relatividad general. por lo tanto, postulamos
una métrica

ds®> = —f (r)dt*> + g (r) dr® + r* (d6? + sin® 0d?) 9.1)

Puesto que la materia esta en reposo (si no la métrica seria estacionaria, pero no estatica) no hay efectos de friccion,
de manera que no hay pérdida de generalidad en asumir que se la puede describir como un fluido ideal (ver la clase 6),
con EMT

TH = p(r) uPuy + p (r) [6F + u'uy] 9.2)
conut = (f~1/2,0,0,0), u, = (—f*/2,0,0,0). Ademds, como la dindmica de un fluido ideal preserva la entropfa

por particula, no hay pérdida de generalidad en asumir un fluido barotrdpico, es decir, un fluido con ecuacién de estado

p=p(p) 9.3)
Tenemos por lo tanto un modelo definido por cuatro funciones f, g, p y p, de manera que vamos a necesitar cuatro
ecuaciones independientes. Una es[9.3] a través de la cual introducimos el dato de la composicion de la estrella. Una
segunda ecuacion es la ley de conservacion

T,,=0 94

donde es esencial que la derivada es covariante. Desarrollando

T = Pty +poy [ + uuu] + (p+p) (wpu” + uul)) ©.5)

Como la velocidad sélo tiene componente temporal, resulta

pou’ =pu’u, =0 9.6)
y también
v 1 174
’U/;V = ﬁay\/ —gu = 0 (97)

d},p, sOlo es distinto de cero cuando y = r, y lo mismo pasa con el término restante

U’ = =T uluy =T, (9.8)
Cuando p = r obtenemos
I = fo 9.9)
Reuniendo los dos términos no nulos, la ley de conservacién nos da
/
p’+(p+p)ﬁ=0 (9.10)

92
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o bien, redefiniendo

f=e? 9.11)

P +(p+p @ =0 9.12)

Lejos del cuerpo f ~ 1 + 2®, y ® se convierte en el potencial Newtoniano (recordemos que ¢ = 1). De hecho, la ec.
[0.12)es 1a versién relativista de la ecuacién de equilibrio hidrostatico

P+ pmd =0 9.13)

Las diferencias entre las ecuaciones y son que p,,, es la densidad de masa, mientras que p es la densidad de
energia, y ¢ es el verdadero potancial Newtoniano. Las ecuaciones convergen porque en el limite no relativista p estd
dominada por la energia en reposo, de modo que, conc = 1, p = p,, > p.

Fisicamente, la diferencia fundamental entre y[9.13]es que en la teoria relativista la presion “pesa”. Por eso, a
igual masa, las estrellas relativistas van a ser mds compactas que las no relativistas. También aparecen masas limites,
ya que no siempre la estrella va a poder compensar un aumento en la masa con un aumento en la presién; llega un
momento en que aumentar la presion eleva peso de la estrella méas que lo que agrega a la fuerza de sustentacion.

9.0.1. Einstein

Teniendo ya las ecuaciones[9.3]y[9.12] necesitamos dos ecuaciones mds, que van a ser elegidas entre las ecuaciones
de Einstein

GF = 8xT* (9.14)

Concretamente, vamos a usar las ecuaciones correspondientes a 1 = v = 0y 1, es decir (ver apéndice)

! 1 1
@ = L L) g,
rg*  r? g
297 1 1
Gi = - = <1 — ) = 8mp (9.15)
rg r g
La primer ecuacién sugiere redefinir
1 2
S 9.16)
g T
para obtener
m' = dnr?p 9.17)

Con la parametrizacion de f y g dada por y[9.16] la ecuacién (1,1) de Einstein queda como

4 3
o = m+ 4AnrTp 9.18)
r(r—2m)
Eliminando ®’ entre las ecuaciones y obtenemos una ecuacién auténoma para la presion
+ m + 4mrd
yo_ptp) ( p) ©.19)

r(r —2m)

que es la ecuacion de Tolman, Oppenheimer y Volkov. Notese que si asumimos que 7 > 2m en todo radio (de otra
forma, tendriamos un agujero negro en el interior de la estrella), entonces p’ < 0 en toda la estrella. Con una ecuacién
de estado barotrépica p = p(p), podemos obtener la estructura de la estrella integrando las ecuaciones y
con las condiciones iniciales m (0) = 0, p (0) = p.. El borde de la estrella se encuentra en el primer punto R en que
p (R) = 0. Ahi la métrica se convierte con continuidad en una métrica de Schwarzschild con el valor de M = m (R),
que de esa manera es la masa de la estrella (que no se corresponde con el flujo de la corriente de energia T/ u", ya
habiamos encontrado esta curiosidad en la clase 10). Eventualmente uno puede integrar la ecuacién[9.18|para encontrar
®, con la condicién de contorno e2®(®) =1 — 2M/R.
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9.1. Estrellas de Schwarzschild

Para entender un poco més de qué se trata, vamos a comparar la solucion relativista con la Newtoniana en el caso
de una estrella de Schwarzschild, es decir una estrella con ecuacion de estado p = constante.

El caso Newtoniano se obtiene reemplazando p = uc? con p finito, y tomando el limite en que ¢ — co. Redefini-
mos m = myc?, m)y = 4rr?p y hacemos explicito el factor G/c? en[9.18] de modo que

G
o = TN (9.20)
T
que es equivalente a la ecuacién de Poisson
Ad =47Gpu (9.21)
La ecuacién [0.12]se reduce a la ecuacion de equilibrio hidrostatico[9.13]
Si 4 = constante, entonces
4 3
my = i (9.22)
Entonces
2
p=pe— gnGu*r* (9.23)

El radio de la estrella es

| 3pe
= .24
R 2rGu? ©-24)

4 3P 8/2
M=
3™ [QﬂG/ﬂ]

y la masa

(9.25)
Notese que la masa es una funcidn creciente de la presion, y que tanto la masa como el radio pueden ser arbitrariamente

grandes.
Veamos ahora el caso relativista con p = constante. Ahora m = 4mpr? /3 y la ecuacién se integra a

+ 3 e+ 3 8
PLsP Pl 3l 1 Srpp 9.26)
p+p Pe+p 3

petzp [ 8 1

301 — CmpR2 = < 9.27
ot p 3P 3 9.27)

3P, 14 2EBe
R— D L (9.28)

2
27p (1 + 3%)

R es una funcidn creciente de p, pero tiene un limite finito cuando p. — oo

Roo =4/ 1 (9.29)
3mp

My = —p———— = —Rep (9.30)

La superficie de la estrella corresponde a

O s€a

correspondiendo a una masa

La configuracién limite es “casi” un agujero negro.
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9.2. Calculo del tensor de Einstein

Queremos calcular

Gi = RI- %R 9.31)
Ahora
R=Ry+R; + R+ RS (9.32)
de modo que
@ = LR Rl- R RY
G = % [Ri — R) — R — Rj] (9.33)

Empecemos por

Ry = R101 + R(Q)()Q + ———5— R, (9.34)

5in? 0

El primer término es

Ry =T% 0T 1 +T9xIY — T (9.35)

El primer término es idénticamente cero y los dos ultimos s6lo son distintos de cero cuando A = 1y A = 0, respecti-
vamente. I'); ya fue calculada en y

/

g
Il = 2 (9.36)
de manera que
AN 1 I ’
Ry = (L + oz My A
2f 2f 2f
1 f/
= 9.37
SLrer(ed) 037
Seguimos con
Ry, = FgQ,O - FgO,Q + T2, — T9,I); (9.38)
El tnico término que no es cero es
Ry =913, (9.39)
Nuevamente usamos 9.9} y
r
I3y =—— (9.40)
22 g
de modo que
rf!
Ry = — = 9.41
202 2fq 9.41)

Ahora es facil ver que
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rf’
RYys = sin? 6 (9.42)
303 2fq
Juntando [0.41]y [0.42] obtenemos
! !
R} = [ "+ ( f )] _ (9.43)
771 AR AN TR T) ]
Ahora seguimos con R}
1 1 1
Rl = ——R} —R!} ———R} 9.44
1 71010 ol T 5o e (9.44)
donde
1 1
R(lno = ;Rlolo = *ROIOl = chR(f(n (9'45)
que ya calculamos en[9.37} Siguiendo
Rjyp = F%2,1 - F%1,2 +T1\I%, — T, (9.46)
El segundo término es nulo; para los otros necesitamos [9.40} [0.36] y
1
I3, =- (9.47)
de manera que
N r (g 1
e (5
21 9) 9\29 v
_ g
= 2792 (9.48)
Notando que I'}; = I'?, y I'}; = I'}, sin? § encontramos que
!/
1. = ;—;72 sin? 0 (9.49)
y ahora integramos todo
R} = pap (L L : + s g (9.50)
f 2f
Incidentalmente
!/ /
R _plo_d 9 9.51
0 1 ng 7"92 ( )
Sélo nos falta una componente del tensor de Ricci ya que RS = R2. Calculemos
1
Rj = R020 + R121 + 71%%23 (9.52)
o f n’é
Ahora
1 1
Riy = 232020 = 77230202 521?302
1 1 g
2 _ _ _ 1
Riy = SBRunm = Rz = 58y, (9.53)
Sélo necesitamos calcular
Rips =T33 + 15,055 — T35, 9.54)
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. T, cos
I'Z, = —cosfsinf; Tiy= 5 sin?0; T35, = e (9.55)
y ahora
2 LY .o
Rigs = (1 — g) sin” 6 (9.56)
Juntando todo
1 14 1 1
R =Rj=—3 S5t 1= 9.57
2 3 2rfg+2rg2+r2 g ( )
Entonces
g 1 1
Gy = -+ - (1-=
0 rgz 2 ( g)
! 1 1
o = L1 (1 - ) (9.58)
rgf v g9

que son las expresiones que usamos en|9.15| agregando que f = 2.
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9.3. Politropicas no relativistas
Queremos investigar la estructura de estrellas no relativistas con ecuacién de estado
p=Kp' = Kp'ti/n (9.59)

que describe las adiabdticas de un gas ideal con calor especifico ¢,y = nkpg, donde kg es la constante de Boltzmann.
En este caso conviene redefinir

p=pb" (9.60)

donde p,. es la densidad en el centro de la estrella. Entonces

p=Kplo"t (9.61)

m' = 4drr?p = dwprion (9.62)

Cada particula siente la atraccion de toda la masa de la estrella (hasta el radio ) concentrada en el centro, de modo
que

G
P = TT (9.63)
y la ecuacidén de equilibrio hidrostatico
G ,
Kpl (n+1)6"0" = ——"p.0" (9.64)
T
Simplificando
1) Kpi/™
(n+ D Kp:' 2; Pe 129 — _m (9.65)
derivando nuevamente
1) Kpi/™
D E 2y g2 pm (9.66)
de manera que
(n+DKpe™ 1 s o

El factor en primer término tiene unidades de longitud al cuadrado. Por lo tanto, definimos

n+1)Kpl/m™
R, = (47T)Gpp (9.68)
r= R (9.69)
y obtenemos la ecuacion de Lane-Emden
1 d ,df n

Con las condiciones iniciales 6 (0) = 1, 1z (0) = 0. Si bien esta ecuacién debe integrarse numéricamente salvo para
valores excepcionales de n (por ejemplo, si n = 1 la solucién es § = sin&/€), lo importante es que la ecuacién es
universal, para un n dado. Por lo tanto, para cada n existe un tinico valor £(™) para el cual # = 0 por primera vez. Este
valor determina el radio de estrella R = R.£ (”), y su masa

R 5(")
M =4rn / dr r’p = 47 R3p, / de £20m 9.71)
0 0



9.4. ESTABILIDAD 99

lo cual da la dependencia explicita de la masa respecto de la densidad central

3/2
(n+ 1) Kp—m/on Y

M
x 4G

(9.72)

En particular, vemos que si n < 3 (v > 4/3) la masa de la estrella crece con la densidad en el centro de la estrella,
mientras que si y < 4/3 ocurre lo contrario (que, como vamos a ver mds adelante, indica que la estrella es inestable).
El caso v = 4/3, n = 3 es excepcional, porque la masa de la estrella es universal, independiente de la densidad
central (y por lo tanto, también del radio de la estrella). Curiosamente, este valor aparece, por motivos completamente
independientes, en la teoria de enanas blancas, donde resulta en el limite de Chandrasekhar.

9.4. Estabilidad

El problema de la estabilidad va mucho mas alld de lo que podemos hacer en este curso. Sin embargo, podemos
sacar algunas conclusiones cualitativas a partir de lo que hemos visto (ver fig.[0.1).

Mass limit

0 I I
14.5 15 15.5 16

log € (g/em3)

FIGURE 4.19. Schematic of solution of the Oppenheimer—Volkoff equations
in a region of increasing and decreasing mass as function of central density.
Hydrostatically stable configurations have positive slope so the stable region
ends at “Mass limit”. See the discussion in the text.

Figura 9.1: Fuente: Glendenning.

La figura[9.1|representa el resultado de una hipotética solucién numérica de las ecuaciones de estructura, donde se
encuentra que la masa de la estrella es maxima para un valor dado de la densidad en el centro de la estrella. Entonces,
el punto S representa una configuracion estable, y el punto U una inestable.

Para evaluar la estabilidad debemos ver en cada caso cudl es la fuerza dominante, si el peso de la estrella o las
fuerzas de presion.

Supongamos que efectivamente estamos en el punto .Sy una fluctuacién hace que la estrella se contraiga. Entonces
la masa de la estrella permanece constante, pero la densidad aumenta, y pasamos del punto .S al punto C'. Ahora vemos
que la masa de la estrella es menor que la masa de la configuracion estable C* para ese valor de la densidad central.
Por lo tanto, podemos esperar que las fuerzas de presion van a ser capaces de restaurar la estrella a la configuracién
original S.

Si en cambio hacemos el mismo andlisis a partir de la configuracién U, vemos que la estrella contraida también
tiene mds masa que la estrella estable. Por lo tanto, esperamos que la fuerza peso domine a la fuerza de presion, y la
estrella siga contrayéndose.
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En términos de la relacién entre la masa y el radio de la estrella, el mismo andlisis sugiere que la estrella es estable
sidM/dR < 0, e inestable en caso contrario. O sea, si la estrella se expande, esperamos que una estrella estable quede
con mds masa que la configuracion estable correspondiente al nuevo radio, y en consecuencia que se vuelva a contraer.

9.5. Landau 1932

En 1932, Landau presenté un argumento elemental para mostrar que no podia haber estrellas frias estables con
mds de una cierta masa.

Landau consideré un sistema de N particulas confinadas en una esfera de radio R. El volumen por particula es
entonces v ~ R3/N y la distancia tipica entre particulas es

R

Por el principio de Heisenberg, el valor tipico de las componentes del impulso es
h  hbar
N~ -~ —N/3 9.74
PR 7 9.74)
La energia cinética tipica de las particulas es entonces
2 2
P hbars o /3
~—~ —>N 9.75
“Tom T amR? ©-75)
Al mismo tiempo, la energia potencial tipica es
G 2
V~ —GMmR ~ ——— N (9.76)

R

Por lo tanto, la energia total por particula E = ¢ + V tiene un minimo en un radio R o< N~
configuracién estable de la estrella.

El problema es qué pasa si aumento N. El radio de equilibrio disminuye, el momento tipico aumenta, y en algin
punto las particulas pasan a ser relativistas. Ahora la energia es

/3 que corresponde a la

h
€~ op %Nl/?’ 9.77)

y la energia por particula

E~ [chN1/3 — Gm?N % (9.78)

Si E > 0, el sistema va a tratar de reducir su energia aumentando R; eventualmente vamos a volver al caso no
relativista, donde sabemos que existe algtin equilibrio estable. Esto ocurre cuando N?/3 < ch/Gm?.

Cuando E < 0, el sistema trata de minimizar su energia haciéndola todavia mds negativa, y eso conduce al colapso.
Por lo tanto, existe un valor maximo de N, 4, , que corresponde a una masa

ch 3/2
Mipaz = mN =~ (GTR4/3> (9.79)

9.6. El limite de Chandrasekhar

La teoria de Chandrasekhar se basa en asumir que, en el limite de temperatura tendiendo a cero, una estrella se
puede modelar como un gas degenerado de fermiones libres. Por lo tanto, a " = 0 la estructura de la estrella esta
determinada por el principio de Pauli: en cada elemento de volumen d>z tendremos un tinico fermién en cada estado
cudntico d3 p= B3 / d®x hasta llenar la esfera de Fermi, es decir, hasta un valor pr del impulso. Por lo tanto, la densidad
numérica de la estrella es

- %W (%)3 (9.80)

En una enana blanca, los fermiones que contribuyen a la presién son los electrones, pero la masa la determinan los
protones y los neutrones. Asumiendo que hay A/Z nucleones por electrdn, por lo tanto, la densidad es
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p= %W (;) my (%)3 (9.81)

donde m,, es la masa del proton.

Una particula con momento p contribuye v,p/3 a la presién, donde v, es la velocidad de la particula. Esencial-
mente esto viene de que cada impacto de la particula contra las paredes del recinto que la contiene contribuye una
transferencia de impulso del orden de p, mientras que el nimero de impactos por unidad de tiempo es proporcional a
vp. El factor 1/3 proviene de promediar sobre todas las direcciones posibles del impulso respecto a la pared. Suman-
do sobre la esfera de Fermi, vemos que tenemos dos casos limites: si todas las particulas (que en este caso son los
electrones) son no relativistas (pp < m.c) entonces v, = p/m., y la presion

Ar . Anh® [ 3Zp \°/®
= S = 9.82
PNR 5h3m, Pr 5me ( 4Am,, ) ©-82)
mientras que si los electrones son relativistas pr >> m.c entonces v, ~ cy
4/3
mC 4 3Zp
s S— 9.83
PR = psPr = 7¢ ( 4Am,, ) ©-83)

En ambos casos encontramos ecuaciones de estado politrdpicas, con distinto K y ~v: en el caso no relativista, yyg =
5/3y por lo tanto n g = 3/2, mientras que en el caso relativista yg = 4/3 y ng = 3. Con los resultados anteriores,
inmediatamente concluimos que para estrellas no relativistas

3/2

5 1% [4nn2 / 32 \°? 12
M 4 .84
NR X W[SwG} [57716 <4Amp) Po (9.84)

La masa crece con la densidad central, y por lo tanto estas configuraciones son estables. En cambio en el caso relativista

EEAS
C

La masa es independiente de la densidad central, pero mas importante es que, aparte de factores de orden 1, esta masa
es precisamente la masa mdxima predicha por Landau|9.79

Dejando de lado los factores numéricos, encontramos que Mz =~ 103! kg que se compara bien con la masa del
Sol ~ 10%° kg.

Si tenemos en cuenta las correcciones debidas a la Relatividad General, encontramos no s6lo que las masas son
generalmente menores para una densidad central dada, sino que ademds las estrellas mas densas se vuelven inestables

(ver fig.[0.2).

'Usamos ¢ ~ 108 ms~™1, A~ 6 10734 Js, G ~ 6 10~ m3kg~1s~2 y mp, ~ 107 27kg.
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M 4 ,——————

G a— — — —— — —

O o
Ee | Pc*
(@) e

F16. 38,—Variation of the energy of a cold equilibrium star, and of its mass, as func-
tions of the central density. Dashed lines in upper part of diagram indicate the shape of
the curve M = M (p.), considering the pressure of the degenerate electron gas but ignor-
ing the effects of GTR and of neutronization of matter (Chandrasekhar curve). When
pc — o« along this curve, the mass approaches the Chandrasekhar limit. Energy indi-
cated by dashed line in bottom diagram corresponds to this limit.

Figura 9.2: Fuente: Zel’dovich-Novikov.

Las figuras y representan resultados tipicos de la solucién del problema de estructura estelar en un ran-
go amplio de densidades centrales y radios con ecuaciones de estado realistas, marcando los regimenes estables o
inestables.
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Figure 6.2 Schematic diagram showing the turning points in the mass versus central density diagram
for equilibrium configurations of cold matter.

Figura 9.3: Fuente: Shapiro - Teukolsky.
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Figure 6.3 Schematic diagram showing the turning points in the mass versus radius diagram for
equilibrium configurations of cold matter.

Figura 9.4: Fuente: Shapiro - Teukolsky.

Notese que aparece una segunda rama de estructuras estables, correspondientes a las estrellas de neutrones. En
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estas estrellas, protones y electrones se han fusionado, de manera que tanto la presién como el peso de la estructura
son debidos a los neutrones.

9.6.1. Acerca de la literatura

Esta clase estd basada en el Hartle y en
E. Poisson y C. M. Will, Gravity: Newtonian, Post-Newtonian, Relativistic, CUP (2014).

También recomendamos el Wald
R. Wald, General Relativity (U. of Chicago Press, 1984).

Especificamente sobre el problema de estructura y estabilidad estelar, los siguientes son referencias clasicas:
= Ya. Zel’dovich e 1. Novikov, Stars and Relativity (Dover, 1996).
= S. L. Shapiro y S. A. Teukolsky, Black Holes, White Dwarfs, and Neutron Stars (John Wiley, 1983).
= N. K. Glendenning, Special and General Relativity (Springer, 2007).
= John L. Friedman and Nikolaos Stergioulas, Rotating relativistic stars (CUP, 2013).

Por supuesto, si es por ir a las fuentes, nada mejor que S. Chandrasekhar, An introduction to the study of stellar
structure (Dover, 1958).

El articulo de 1932 de Landau, L. D. Landau, Phys. Z. Sowjetunion 1 (1932) 285, estd reimpreso en D. Ter Haar
(editor), Collected papers of L. D. Landau, Gordon & Breach (1965).
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Lentes Gravitacionales

YTy

s D

Figura 10.1: Lente gravitacional puntual. El detector se encuentra en el vértice inferior. La fuente I’ estd a una distancia
Zp,y en ausencia de la lente su imagen se veria a un angulo 6 de la linea de mira. La lente L se encuentra centrada
en la liiinea de mira a distancia Zy,. Por la deflexién de la luz en el campo gravitatorio de la lente, la imagen de la
fuente subtiende un angulo 6, que proyectado a la distancia Zp da la imagen .

El hecho de que la curvatura del espacio tiempo curve la trayectoria de los rayos de luz es el origen del fendmeno
de las lentes gravitacionales. Las lentes gravitacionales se han convertido en nuestra mejor herramienta para investigar
la distribucion de masa en el Universo, ya sea en escalas cosmolédgicas o en objetos colapsados, tales como galaxias y
cuimulos de galaxias. Tiene la ventaja sobre otros métodos (por ejemplo, contar estrellas) que cuenta todo lo que pesa,
ya sea materia ordinaria, materia oscura o energia oscura. También es una herramienta importante en la bisqueda de
exoplanetas.

El esquema basico de la lente estd descrito en la figura [I0.1} El detector D toma una imagen de una regi6n del
espacio a una distancia Z. El punto O corresponde al centro de la imagen. Un objeto ubicado en el plano perpendicular
a la linea de mira forma una imagen que, proyectada a la distancia Z, parece estar en la posiciéon Z ) (como todos los
angulos involucrados son pequefios, aproximaremos libremente senos y tangentes por sus argumentos; también vamos
a usar la aproximacion de cielo plano, que consiste en aproximar la béveda celeste por su plano tangente). La posicién

105
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real del objeto es Z O (F por fuente). La diferencia Z (9_}: — 5) es debida a la desviacion de la trayectoria de la luz

respecto de la linea recta ¥ = (z, zé), 0<z< Z.

En las aplicaciones habituales es suficiente considerar que la luz se propaga en un campo gravitatorio débil
2 2
ds? = — {1 + f] 2dt? + {1 - f} di? (10.1)
c c

donde ¢ es el potencial Newtoniano. Las geodésicas nulas obedecen

dr 1+ 2 ]

Esto indica que el campo gravitatorio se puede reemplazar por un indice de refraccién equivalente

Nlo
A N"G

c2

L

A diferencia del indice de refraccion de un medio material, el indice equivalente no depende de la frecuencia de la luz.
La trayectoria del rayo queda determinada por el principio de Fermat, es decir, es un extremo del camino 6ptico

F
L= / ndt (10.4)

D

La parametrizacion de la trayectoria es arbitraria, de manera que podemos usar la coordenada z. Entonces

(10.5)
(10.6)
Como las derivadas de n son pequeiias, podemos linealizar alrededor de la trayectoria recta J=0+060
% {f‘?j} = V;n [z zé] (10.7)
Integrando una vez
ij = z% OZ dz' Van {z’,z’é] (10.8)

Y finalmente

Op — 0 /OZ;%/Ozdz’Vw[z’,z'g}
/OZ dz' Vi {z/,zlé] (zl’ — ;) =V;PL [é] (10.9)

Para simplificar, vamos a asumir que el “potencial” de la lente @, tiene simetria axial, de manera que la fuente y su
imagen estan sobre el mismo radio vector.
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10.1. Lente puntual

En el caso en que la lente es un objeto puntual a una distancia Z;, del detector, el potencial Newtoniano es el
potencial de Coulomb y el potencial de la lente es

5 2GM (7 dY Z— 7
o0 == | 5 £ -2 (10.10)
¢ 0o < \/(z’ —ZL)2+z’292
En este caso, la fuente y la imagen estdn sobre el mismo radio vector, y
2GM |, (7 d2' 2 (Z -7
Op —0=— 229/ 77 2)3/2 (10.11)
¢ 0 [(z’ — 71)? Jrzngz}
La defleccién se produce cuando 2z’ ~ Z, de modo que podemos aproximar
Op —00=—5—(1—— =— 1—— 10.12
w7 L (7)) wew
donde b = Z1.0 es el parametro de impacto. Reemplazando obtenemos
92
9:9F+7E (10.13)
donde
4GM VA
0 = ——(1-= 10.14
E C2ZL < VA > ( )

0 es el dngulo de Einstein. Para cada valor de 6 hay dos valores posibles de 6

1
by =3 {9F +./62 +49§5] (10.15)

0. es siempre mayor que 0 y €, mientras que 6_ es menor que ambos.

O./0g

3.0 4
2.5 7
2.0

1.5

1.0+

0.5 4
Ofr/OF

Figura 10.2: Los angulos 6, (rojo) y 6_ (azul) en funcién de 6.
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Figura 10.3: Lente gravitacional puntual. Es la imagen de[I0.1] vista desde el punto de vista del detector, y mostrando
las dos imagenes (rojo y azul) de la fuente (verde). El circulo interior marca el radio de Einstein.

Figura 10.4: El campo lejano de Hubble deformado por el paso de una lente gravitatoria frente al telescopio (fuente
ESA/Hubble).

El centro de la imagen, la fuente y sus dos imédgenes estan alineados, el signo de 6_ indica que se encuentra en el
lado opuesto a la fuente. Si la fuente y la lente estan alineadas (fr = 0), las imdgenes forman un circulo de apertura
(g0

Es conveniente introducir la variable

Or

10.16
NGESTA (1010

0 < x < 1. Entonces
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1 1
= — 1 —_
0+ 29E|:+x:|
dé 1
" <1 10.1
a0 2[—1—33]_ (10.17)

Por este motivo la imagen de una fuente extensa se ve afinada en la direccion polar y alargada en la axial, tendiendo a
verse como un arco. En la otra imagen

1 1
= — 1—7
01 QHE[ x}
df_ 1
— = —[1—-z|l<1 10.1
a0 2[ z] < (10.18)

Supongamos que en vez de ser puntual, la fuente subtiende un angulo sélido d2 = 0rdfrdp. Entonces cada imagen
subtiende un dngulo sélido

dQ_ = 16_|do_dp = i { — 1} [l —z]dQp (10.19)
Entonces
1 1
dQy +dQ_ = 3 [m + ] dQp > dQp (10.20)
T

Cada punto de una imagen es la imagen de un punto en la fuente y tiene la misma luminosidad por unidad de dngulo
solido que éste; por lo tanto, la suma de las dos imdgenes, por subtender un dngulo sélido mayor, se ve mas luminosa
que la fuente en ausencia de la lente.

Gracias a esto, el fendmeno de lente gravitacional permite detectar un exoplaneta gracias al cambio en el brillo
de la estrella debido al transito del planeta. En este caso la defleccién de los rayos de luz es demasiado débil como
para resolver las imdgenes de la estrella, pero se puede detectar el aumento de la luminosidad de la estrella durante el

transito.

Figura 10.5: Imagenes de una fuente extensa.

10.2. Lentes gravitacionales y radiacion cosmica de fondo

La fuente més lejana que existe en el Universo es la radiaciéon césmica de fondo. Supongamos que en una regioén

del cielo la distribucién “verdadera” de temperaturas es T [9_] . La distribucién observada es en cambio T’ 67] ,con
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T [5] =T [9}} T [é’+ vgch} (10.21)
En primer aproximacién
T [9*} ~T [5] + Vb, - VT [9‘] (10.22)

El efecto de lente gravitatoria no cambia la temperatura media de la RCF, pero si su distribucién en modos. Suponga-
mos que la RCF “verdadera” tiene una funcién de correlacién (bajo la aproximacién de “cielo plano™)

2 i ~ q/ —_
(T[T #]) - [ e =0
Y3
Por otro lado, si descomponemos en modos
s 2k e
78] = / o ¢FOT (10.24)
T
Entonces
(T:T:) = (27)° 5 (E n E’) Ci (10.25)

que es el teorema de Wiener-Khinchin. Nétese que modos distintos son estadisticamente independientes. Ahora, la
RCF observada tiene una distribucién en modos

_ dzp L [ ) _
T =Ty - / 7(%)2 p- (k —P) Q5 i (10.26)

Y por lo tanto la correlacioén de los modos observados es

0 (R 5) 6 (F+ T = 5) G + (B =) 8 (E+ '~ ) &1

(T:T:)) = (27)° 8 (E+ E’) C‘k—(27r)2/ o
(10.27)

O s€a

(TiTg) = @m0 (F+F) Crt+ @y gy (F+F) - |[F Cuo+F G (10.28)

De esta forma, la aparicién de correlaciones entre modos no opuestos es un trazador de la distribucién de masa en el
Universo.

10.3. Apéndice: La ecuacion de Limber

Como hemos visto, existen formas de mapear el potencial de la lente formada por la distribucién de masa en
el Universo. La pregunta es si es posible determinar a partir de ahi el potencial Newtoniano, que es equivalente a
determinar la distribucién de masa misma.

Supongamos que las fluctuaciones en la densidad de masa del Universo tienen una funcién de correlacion

3 2= =
(p[@pl@]) = / (;Z:)S iR (E=F) (10.29)

Entonces el potencial Newtoniano tiene una funcién de correlacién

Pk (a—7) -
oy ek (@) =4, (10.30)

(vl (@) = (tnG)* |

Y el potencial de lente gravitatoria

O G = A e e A
s 0 0
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La aproximacion de Limber consiste en notar que la principal contribucion a la integral proviene de la regién en que
2’ & z. Entonces podemos aproximar

Ao [a]\ (167G / PhL [T dz g (5-0);-a
<<I>L M o, [9]> - ( - e KTk, (10.32)
Si escribimos la funcién de correlacion como
S S a0 i
|\ il-(0-0")
<<1>L {9] o), [9” /(%)2 e O, (10.33)

Entonces

B 2 (167G [ dPky [®dz, 4/ -
ou = o (S5 [ [

167G\> 1 [®

10.4. Acerca de la literatura

Esta clase estd basada en el Hartle y en Scott Dodelson y Fabian Schmidt, Modern Cosmology (2% edicién, Acade-
mic Press, 2021). También consultamos Arthur B. Congdon y Charles R. Keeton, Principles of Gravitational Lensing
(Springer, 2018).

Como lectura suplementaria, recomendamos Lahav, Ofer, Calder, Lucy, Mayers, Julian y Frieman, Joshua A.
(editores), The Dark Energy Survey (World Scientific, 2021).
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Kerr o no Kerr

La métrica de un agujero negro de Kerr es

1 2Mar sin® 0 p?

ds® = —? (A — a%sin? 9) dt? — 2 g dtde + A dr? + p?db*
1
+ = (A2 +4MrA — Ad? sin29—|—4M2r2) sin? fdp? (11.1)
p
donde
p° = r?+a®—a’sin?0
A = r2—2Mr+d® (11.2)

Tomando el limite » — oo vemos que corresponde a una fuente de masa M e impulso angular J = aM; cuando
a — 0 se convierte en la métrica de Schwarzschild. La métrica es independiente de las coordenadas ¢ y ¢, es decir, es
estacionaria, pero no es estatica, porque gy, 7 0.

De entrada vemos que hay dos superficies “interesantes”, la superficie A% = 0, en la que diverge g,.., y la superficie
A = a?sin’ 0, en la que se anula g;;. Como vamos a ver, la primera corresponde al “horizonte”.

Una manera de verlo es ver cuando la métrica tiene un autovalor nulo (que en Schwarzschild ocurre en r = 2M.
Si la métrica tiene un autovalor nulo, entonces su determinante se anula. Estd claro que ni g, ni ggg se anulan nunca,
de manera que basta ver el determinante de 2 x 2

sin® 0 — (A — a?sin? 0) —2Mar sin® 0
—det 2 2 42 2.2
p —2Mar (A +4AMrA — Aa”sin” 0 + 4M r)
.2
sin” 0
= —IA[A+2Mr - a®sin?6]” = —Asin® 0 (113)
p

Vemos que el determinante sélo se anula si A = 0. Ademas, si A > 0 los autovalores tienen signos opuestos, de
manera que existe una direccién “tiempo” con un autovalor negativo no nulo.
Abhora, la ecuacién A = 0 admite dos raices

re =ME/ M2 —q? (11.4)

Sia=0,ry =2M,r_ =0.Sia = M, decimos que es un “agujero negro extremo”, ya vamos a ver porqué; ahi

ry =r_ = M. Sia > M no hay horizonte. El rango que nos interesa es cuando 0 < a < M, alliry >r_y
A=r—ry)(r—ro) (11.5)

(nétese que rr_ = a?). Entonces, si 7 > 7,, A > 0y existe una direccién temporal que es alguna combinacién de

las direcciones de t y de ¢. Sir. > r > r_, A < 0y lacoordenada “temporal” es r. Pero si r < r_, entonces A > 0
nuevamente. Existe una singularidad en r = 0, pero es una singularidad espacial, no temporal como en Schwarzschild.
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Esto se puede representar en un diagrama de Penrose. La figura (11.1]) representa la region exterior al agujero,
donde las geodésicas nulas salientes son asintéticas al horizonte en el pasado lejano (el horizonte funciona como un
“agujero blanco”) y las entrantes son asintéticas a 4 en el futuro lejano.

r+ (0]0)

r+ (0]0)

Figura 11.1: La regién exterior de un agujero de negro de Kerr.

Como en los casos de Rindler y Schwarzschild, podemos extender la variedad a una segunda cufia, con lo que
obtenemos la figura (T1.2)

Figura 11.2: La variedad extendida de un agujero de negro de Kerr.

Si un observador atraviesa el horizonte exterior, se encontrara con el horizonte interior en su futuro, como muestra

la fig. (TT.3)
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Figura 11.3: El horizonte interno esté en el futuro del externo.

pero la singularidad en r = 0 no estd en el futuro, sino al costado, del horizonte interno (fig. (IT.4)).

Figura 11.4: El horizonte interno esté en el futuro del externo.

De esa manera uno obtiene una celda basica que se puede repetir indefinidamente, como en la fig. (11.5))
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Figura 11.5: El diagrama de Penrose del espacio de Kerr, obtenido duplicando la celda basica.

Esto sugiere que un agujero negro de Kerr podria funcionar como un agujero de gusano, ya que un observador
podria entrar al horizonte en el diamante I y emerger en el I’, que existe en otro Universo.

g
%
&

Figura 11.6: El agujero negro de Kerr como agujero de gusano.

El area del horizonte es

A= /d9d<p V9009p = 4m (2Mry) = 4 (r] + a?) (11.6)

11.1. La ergosfera

La métrica de Kerr admite dos vectores de Killing,

¢ = (1,0,0,0)
n* = (0,0,0,1) (11.7)



116 CAPITULO 11. KERR O NO KERR

Por lo tanto, en una geodésica cuyo vector tangente sea la tetravelocidad u*, la energia

E=-§ut= —guu’ — Grpu” (11.8)

y el momento angular

l= 77uU” = gaptut + gcpgau@ (11.9)

se conservan. Como s6lo una componente del momento angular se conserva, en general las geodésicas no son planas,
excepto las que estdn en el plano del ecuador, § = /2, protegidas por la simetria norte-sur.

Nos preguntamos por la posibilidad de observadores en reposo, es decir, con u” = uf = u¥ = 0 (obviamente, su
linea de mundo no es una geodésica), y

gu () = -1 (11.10)
o0 sea
2Mr £ 2

(1— E > ()" =1 (11.11)

Ahora nos llevamos una sorpresa, porque para que ésto sea posible debe ser

2M
<1 (11.12)
p

Como p? = 12 + a? cos? 6 es definido positivo, debe ser

r? +a?cos’ 0 —2Mr >0 (11.13)

es decir

r>rgrco = M+ M? — a? cos? 0 (11.14)

(ERGO por ergosfera, ya que para r < rgprgo €s posible extraer energia del agujero negro mediante el proceso de
Penrose). Notese que rgrgo > T+, con igualdad en los polos.

La conclusion por ahora es que para r < rgrgo €s imposible para un observador permanecer en reposo, no
importa qué fuerzas actden sobre él. Lo mas parecido a un observador en reposo es un zero angular momentum
observer (ZAMO), es decir, un observador con £ = 0.

La tetravelocidad de un ZAMO se puede escribir como

Ut =g (&" + Qn?) (11.15)
donde
dp u?
Q=T = — 11.1
dt ut ( 6)

Es la velocidad angular con la que el ZAMO rota alrededor del agujero negro. Entonces

0="~Lzamo = B (nu&" + Qnun™) (11.17)
de donde
0=_"J (11.18)
e

Notamos que €2 > 0. Cuando r» — 7, la velocidad angular tiende a

- a
-~ 2Mry

que identificamos como la velocidad de rotacién del agujero negro.

La tetravelocidad de una particula real debe estar confinada al cono de la luz futuro y tener norma —1. Fuera de la
ergosfera, donde g;; < 0, eso implica que la energia medida por un observador en reposo debe ser positiva. Dentro de
la ergosfera, pedimos que la energia medida por un ZAMO sea positiva. Asumiendo 3 > 0 encontramos

Q

(11.19)
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0< —(E*+ " ut = FE —Qf (11.20)

Es decir, E puede ser negativa, provisto que |¢| sea lo bastante grande.

Si esta particula cae en el agujero negro, la masa del agujero se reduce. En el proceso de Penrose, la particula de
energia negativa resulta de la fisién de una particula de energia positiva; la otra particula del par tiene energia positiva
y escapa al infinito, por lo que el resultado neto es extraer energia del agujero. Notese sin embargo que la cantidad

dM —QdJ >0 (11.21)

11.2. ;Termodinamica de agujeros negros?

Una de las interpretaciones posibles de ) es que 2dJ es el trabajo necesario para cambiar el momento angular
del agujero negro “adiabaticamente”, aunque no estd muy claro qué quiere decir adiabdtico en este contexto. Efectiva-
mente, si formamos la forma diferencial

w=dM — QdJ (11.22)

estd claro que no es un diferencial exacto, ya que si lo fuera tendria que ser 92/OM = 0 a J constante, y evidentemente
no lo es. Sin embargo, admite un factor integrante

dM — QdJ =" T"d"S" (11.23)

lo cual no es sorprendente porque todas las formas en dos dimensiones admiten uno. Lo sorprendente es que 1"y .S
terminan siendo cantidades fisicamente significativas
En vez de tomar M y J como variables independientes, es mejor tomar a y 7. Entonces

Moo= ri + a2
2T+
2 2
J - aM— %
T+
Q = & (11.24)
o2 +a? '
y entonces
(rt —a?)
dM — QdJ = —F——~_[r dr, + ada 11.25
Reconocemos que
1
rydry + ada = 8—dA (11.26)
s

donde A es el drea del horizonte, ec. (I1.6). Por lo tanto

1 r2 —a?
= (‘*‘27) (11.27)
87 2ry (r? + a?)
En el limite de Schwarzschild a — 0, 7y — 2M y T — 1/87 (4M). Resulta que 1/4M es una cantidad significativa,
la gravedad superficial del agujero negro. Es posible demostrar que la “temperatura” definida por[IT.27)juega un papel
similar en la métrica de Kerr.

En el limite a — M, T — 0, por lo que el estado critico seria el “cero absoluto” del agujero negro.
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11.2.1. Sobre la literatura

Ademds de los libros usuales, usé Derek Raine y Edwin Thomas, Black Holes, Imperial College Press (2015) y J.
Hartle, Gravity, Pearson (2003).

Para un tratamiento exhaustivo ver Valeri P. Frolov y Andrei Zelnikov, Introduction to Black Hole Physics, Oxford
(2011), cuya dedicatoria comparto.

El clasico sobre las leyes de los agujeros negros es B. Carter, The general theory of the mechanical, electromagnetic
and thermodynamic properties of black holes, en S. W. Hawking y W. Israel (editores), General Relativity, an Einstein
centenary survey, Cambridge UP (1979), p. 294.
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11.3. Geodésicas nulas en el plano ecuatorial

Consideramos una geodésica nula confinada al plano ecuatorial. Entonces, poniendo § = 7/2, p = r y la ecuacién
para las geodésicas nulas

oMY\ (dt\® _2Madtde r? [dr\’ s o 2Ma?\ [do\®

Podemos expresar j—f\ y ‘;—f en términos de £y £ = bE.

a1 [(,, o 2Ma? 2Ma

o A[(”“ . )E‘ ; 4

do 1 [2Ma 2M

dx A[ r E+(1_ r )E] (11:29)

Nétese que el parametro de impacto b puede ser positivo o negativo. Si es positivo quiere decir que el momento angular
del fotén esta en la misma direccién que el momento angular del agujero negro, y si es negativo, que los momentos
angulares son opuestos.

Reemplazando en[11.28
2
2Ma? 2M 2M
0= () (g2 B oy (2 2, (11.30)
dA r r r
Si escribimos ¢ = bE, donde b es el parametro de impacto, encontramos
1 [(dr\® E? E?
5 (d)\> + 7‘/ [r] = 5 (11.31)
con
b2 — a2 b—a)?
V] = # o Ba) (11.32)
r r

Es decir, la coordenada radial se comporta como una particula sometida a un potencial centrifugo oc 7~2 y un potencial
atractivo o< 3. El potencial tiene un maximo, que corresponde a una 6rbita circular inestable (OCT), cuando

V/ [Tocﬂ =0 (1 1.33)
de donde

1 1 b+a
7"00173Mb—a

(11.34)

El valor del potencial en el maximo es

3
V lroci] = 27(1\3;(2)@ (1135)
Entonces, si V [rocr] > 1, existe un punto de retorno clésico, y el fotén es dispersado por el agujero negro, si
V [rocr] < 1 el fotén pasa por encima de la barrera de potencial y cae al agujero negro, y si V [rocr] = 1 el fotén
queda atrapado, espiralando alrededor de la 6rbita inestable. Nétese que el nimero de vueltas que da el fotén antes de
caer al agujero negro o de alejarse nuevamente es proporcional al tiempo que tarda en superar la barrera (ya que la
velocidad angular permanece esencialmente constante), y este tiempo diverge cuando V' [rocr] — 1.
Es conveniente introducir variables z = a/M (0 < z < 1) e y = b/a. Entonces la condicién V [rocr] = 1 se
convierte en

C w+® 1
fly)= Y1) 22 (11.36)
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Figura 11.7: f (y).

Graficamos f (y) en la figura[I1.7] Siy > 1, f(y) tiene un minimo cuando y = 2, que corresponde a f (y) = 1
y por lo tanto es solucién cuando x = 1, es decir, para un agujero negro critico. En este caso existe otra solucion en
b = —7, ndtese la asimetria segtn la orientacién de los momentos angulares. Para cualquier otro valor de z, tendremos
una solucién con b > 2; valores de b mayores a esta solucion indican trayectorias abiertas, mientras que valores de
b por debajo de esta solucion indican trayectorias atrapadas, con un andlisis similar para los b negativos. La segunda
solucién con b positivo indica una trayectoria que estd confinada entre la barrera de potencial y el agujero.

Supongamos que estamos mirando al agujero negro y tenemos la suerte de que la linea de mira sea perpendicular al
momento del agujero. Detrds del agujero estd el plasma caliente de su propio disco de acrecion. Pero nosotros vemos
una sombra alrededor del agujero, ya que rayos con un pardmetro de impacto por debajo de un valor limite no pueden
escapar al infinito. Los puntos con b/a = 2y b/a = —7 marcan los limites de la sombra en el plano ecuatorial (para
dibujar el perfil completo deberiamos resolver las geodésicas tridimensionales). La asimetria en la forma de la sombra
por lo tanto lleva informacién sobre el spin del agujero negro. Este efecto ha sido espectacularmente demostrado por
la imagen del agujero negro en el centro de la galaxia M87 construida por el Event Horizon Telescope (abril 2017).

Fig. 8.12 The observer is looking in the direction of the black hole. On the background of the sky the
black hole will be visible as a black spot (‘shadow’) with the shape of a deformed disk that is slightly
shifted in the direction of rotation of the black hole (to the right). For an extremal black hole a/M = 1,
when observed from the equatorial plane, the left edge of the shadow is a vertical straight line between

the points (—2M, —«/gM} and (—2M, v/3M). The right edge is at x = 7M.

Figura 11.8: La sombra de un agujero negro rotante. Tomado de Valeri Frolov and Andrei Zelnikov, Introduction to
Black Hole Physics, Oxford (2011).
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Figura 11.9: El agujero negro en el centro de la galaxia M87, imagen tomada por el Event Horizon Telescope en Abril
de 2017.

La Segunda Ley all’uso nostro

Si un fotén de energia E cae en el agujero negro, entonces su masa se incrementa en dM = F y su momento
angular en dJ = ¢ = DE. Por lo tanto tenemos

dM —QdJ = (1— Q) E (11.37)

Obviamente, si b < 0 (suponemos a > 0) esta cantidad es positiva. Si b > 0, observamos que para que el fotén
realmente caiga en el agujero negro, debe ser b < b,,,;,,. Efectivamente Qb,,;, < 1 para todo a en el rango entre 0 y
M, verificando que el 4rea del agujero aumenta en todos los casos.

0.8 4

0.6 4§

0.4 4

0.2 4

. ; ; . - af M
02 0.4 0.6 0.8 1

Figura 11.10: La Segunda Ley.

No hay dos sin tres

Supongamos que llovemos fotones sobre un agujero negro de manera de aumentar su rotacién. ;Podemos lograr
que el agujero se vuelva critico (a > M)?

Nuestros fotones vienen de fuera de la ergosfera asi que tienen energia positiva. Si b < 0, reducen la rotacién.
Queremos b lo mas grande posible, pero si b > b,,;, correspondiente a la trayectoria asintética a la orbita circular
inestable, no es absorbido. Por lo tanto, nuestra mejor estrategia es enviar fotones con b apenas por debajo de b,,,;y,.
Ahora, si e < M es la energia del fotén, tenemos dM = e, dJ = be, y

a J e
d (M) —d (M?> = =75 (b—20) (11.38)
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Para que el proceso funcione, debe ser b > 2a, pero cuando a/M — 1 el propio by, — 2a (ver la fig. ). Los
fotones que estamos enviando tardan cada vez mds en atravesar la barrera de potencial, para lograr cada vez menos
en términos de aumentar el cociente a/M . Juntando ambos resltados, vemos que no es posible llegar al estado critico
en un tiempo finito, lo cual se parece al principio de Nernst o Tercera Ley de la Termodinamica, la imposibilidad de

alcanzar el cero absoluto de temperatura.



Capitulo 12

Termodinamica de agujeros negros

Nuestro objetivo es verificar la primera ley de los agujeros negros

A
AM — QdJ — ®dQ = ~-d2= (12.1)
2 4

para un agujero negro de Kerr-Newman, donde los distintos simbolos representan la masa, velocidad angular, momento

angular, potencial electrostético, carga, gravedad superficial y drea del agujero negro. No vamos a asumir una forma

dada para la gravedad superficial, sino que vamos a dejar que surja como factor integrante en la ec. (12.1).
Empecemos por ver que no es nada obvio que una forma diferencial en 3 variables

w = udx + vdy + wdz (12.2)

admita un factor integrante como en la ec. (12.1). Esta claro que la forma w estd asociada a un vector ¥ = (u, v, w).
Podriamos pedir que w sea un diferencial exacto

= = do (12.3)

Eso seria equivalente a pedir que ¥ sea un gradiente

7=V (12.4)

y la condicién necesaria y suficiente es que se anule el rotor

Vxiv=0 (12.5)
Pedir que w admita un factor integrante
w = Pdp (12.6)
es equivalente a pedir que
v =19yVo (12.7)
Tomando el rotor de ambos miembros
_ 1 _
vaszde):EVz/;xv (12.8)
y por lo tanto
7-VXxio=0 (12.9)

Se puede demostrar que esta condicién necesaria también es suficiente. Existen campos vectoriales que no satisfacen
esta condicion, por ejemplo

W=zxy+2 (12.10)
se ve facilmente que

123
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g
<
X
g
Il
—_

(12.11)

En cambio, cualquier vector de la forma

f@y)d+g(z,y)9y (12.12)

la satisface. Entonces, la existencia de un factor integrante es trivial en dos dimensiones, pero no en tres, y se vuelve
cada vez mds excepcional cuando aumentamos el nimero de dimensiones.

Por supuesto, nosotros estamos pidiendo mds que la mera existencia, ya que estamos diciendo ademads que la forma
en cuestion debe ser proporcional al diferencia del 4rea. Es conveniente adoptar como variables el radio del horizonte
r4 y el factor a, ademads de la carga @), con lo cual las distintas cantidades se convierten en

M = — (ri+d+Q%
2’f'+
a
Q = ——
3 + a?
J = aM
o — QQT +
ri+a
A = dn(r? +ad?) (12.13)
y la ecuacion se convierte en
(1 -9Qa)dM — QMda — ®dQ = k (rydry + ada) (12.14)
es decir
oM
1-Qa)— = &
(1-9a) 57
oM
(1-Qa) oy = Kry
oM
(1-Qa)— = ka+QM (12.15)
oa
que se verifican facilmente, con
2 2 2
o - = Q) (12.16)
2ry (r1 +a?)
que en el caso de Schwarzschild se reduce a
1 1
= = 12.17
o T M (12.17)

y siempre se anula en los agujeros negros criticos.

12.1. Gravedad superficial en Schwarzschild

La idea basica de gravedad superficiale s que es la aceleracion de un observador estacionario sobre la superficie
del agujero. En Schwarzschild, un observador estacionario tiene una tetravelocidad

w = (lgul™2,0,0,0) (12.18)
y por lo tanto su aceleracién

a =u'V,ut =T, |gtt|71 (12.19)

La unica componente no nula es
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1 _ M
a’ = 59” (=gur) lgee) " = = (12.20)
r
Que coincide con|12.17] Sin embargo, eso no es lo que hay que mirar, si no
Mr—2
a? = gpa? = o (12.21)

T

que diverge sobre el horizonte, lo que indica que el observador es incapaz de sostenerse sobre el horizonte una vez en
él.

Sin embargo, un observador en el infinito puede proveer esta aceleracion ejerciendo una fuerza finita, que es
precisamente (por unidad de masa) la gravedad superficial . El motivo es que las fuerzas se corren al rojo igual que
lo hacen las frecuencias; una fuerza cerca del horizonte, corrida al rojo por un factor 1 — 2M /r, resulta en una fuerza
finita muy lejos del agujero.

Para entender ésto, pensemos en una onda que se propaga en Schwarzschild como un tren de pulsos. La frecuencia
de la onda es proporcional a la inversa de la distancia en tiempo propio entre pulsos. Pero cuando la onda se propaga,
lo que se mantiene constante es la distancia en tiempo coordenado. Entonces, puesto que

ds = /|g|dt (12.22)

entonces la onda va cambiando de frecuencia con la distancia al agujero segtn la ley

w(r) = — (12.23)

V19t
Pensemos ahora que tenemos un gas de fotones en equilibrio alrededor del agujero. En cada punto vemos al gas a

temperatura T'(r). Eso quiere decir que la probabilidad de encontrar a un fotén de frecuencia w es proporcional al
factor de Planck

1

plw,r) = e 1 (12.24)

Si el gas esta globalmente en equilibrio esta probabilidad debe ser independiente de r, por lo cual la temperatura local
varia proporcionalmente a la frecuencia

T (r) = T (12.25)

v
Por la Ley cero de la termodindmica, esta ley debe valer para cualquier sistema en equilibrio, aunque no sea un gas de
fotones. La ecuacion[12.23]enuncia el teorema de Tolman.

Ahora, si el gas a temperaturas distintas a distintas distancias del agujero, yo podria hacer andar una maquina de
Carnot usando como fuente caliente el gas cerca del agujero y como fuente fria el gas lejos del agujero, y estaria
violando el principio de Kelvin, ya que extraeria trabajo de una tinica fuente térmica. Eso no es asi, y la razén es
que los trabajos se corren al rojo igual que las temperaturas. Cuando yo extraigo una cantidad de calor d@ (r.) cerca
del agujero, para convertirla en trabajo, también provoco una caida de la entropia del gas dS = dQ (r<) /T (r<).
Para reponer esa entropia a una distancia r~ necesito un calor d@ (r-) = T (r~) dS. Resulta que el calor dQ (7<),
transportado hasta 7, es precisamente d@) (r~ ): no hay excedente que pueda convertir en trabajo, y la eficiencia de la
maquina es cero.

Ahora, imaginemos una cuerda inextensible dispuesta radialmente. Si yo desplazo la cuerda una distancia coor-
denada dr, en cada segmento de la cuerda la tensidn realiza un trabajo F' (r) dr. Por conservacion de la energia, si
yo transporto estos trabajos a un punto comun (por ejemplo, el infinito), todos deben ser iguales (de otra manera, yo
podria fabricar un movil perpetuo extrayendo trabajo de los segmento mas productivos y volviendo a inyectar una
parte en los menos productivos). Por lo tanto las fuerzas se corren al rojo igual que los trabajos

F(r) = r (12.26)

A% |gtt‘

Laley explica que yo puedo ejercer una fuerza infinita sobre la superficie del agujero con un tirén finito lejos del
agujero; si el tirén lo hago arbitrariamente lejos, obtengo la gravedad superficial, que resulta ser efectivamente 1/4 M.
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12.2. De la gravedad superficial a la temperatura

Hasta ahora, la primera ley de los agujeros negros no es mds que una analogia curiosa. Ahora vamos a argumentar
que /27 realmente es la temperatura del agujero negro, por lo cual A/4 realmente debe ser su entropia.

Supongamos, por ejemplo, que queremos calcular la energia libre de un sistema cudntico a una temperatura finita
T'. Entonces escribimos

e~ FIT _ tre—H/T — Z (al eH/T |a) (12.27)

[e3

Ahora, e~ *H/" es ] operador de evolucién, demodo que podemos pensar a e /7 como un operador que evoluciona

al sistema en un tiempo euclideo T = —ih/T. En esa evolucidn, el sistema comienza en algin estado |«) y termina en
el mismo estado, de manera que la evolucién es periddica. En otras palabras, yo pongo al sistema a une temperatura
T si lo contindo analiticamente al tiempo euclideo, y luego impongo condiciones de contorno periddicas en el tiempo
euclideo con periodicidad /T

Ahora miremos el espacio de Rindler. El espacio de Rindler se obtiene del de Minkowski mediante la trasformacién

tpyy = psinhtg
x = pcoship (12.28)
El intervalo
ds? = —pdt% + dp? (12.29)

Por lo tanto, en una drbita con p = constante tenemos dtg/ds = 1/p. Estas orbitas describen la trayectoria de un
observador acelerado con aceleracién a = 1/p.

Cuando pasamos al tiempo euclideo mediante la transformacién tgp = —i7, la cufia de Rindler se convierte en un
plano

ds? = p*dr? + dp? (12.30)

Por lo tanto 7 ya es una variable periddica, con periodicidad 27. Cuando doy una vuelta al plano, la periodicidad en
tiempo propio es ds = 2mp. Por lo tanto, un observador acelerado ya tiene una periodicidad en el tiempo euclideo, y
se autopercibe como un sistema a temperatura /ds, es decir

h
= — (12.31)
2mp
Noétese que la dependencia con p es consistente con la ley de Tolman Reemplazando p por la aceleracién
h
_na (12.32)
27

Ahora sélo queda observar que un observador estacionario fuera del agujero es un observador acelerado con acelera-
cion dada por la gravedad superficial, de donde

o he (12.33)
27
En esta seccién hemos conservado los factores de & para subrayar la naturaleza cudntica del fenémeno, pero por
supuesto i = 1.
Este argumento acerca de la identidad entre gravedad superficial y temperatura es s6lo una de muchas maneras de

llegar al mismo resultado.

12.3. Sobre la literatura

De las muchas discusiones sobre termodindmica de agujeros negros en la literatura, la del libro de Raine y Thomas,
ya citado, es de las mds accesibles.

Sobre las multiples formas de llegar a la entropia y temperatura de Hawking, ver S. Carlip, Black Hole thermody-
namics and Statistical Mechanics, en E. Papantonopoulos (Ed.), Physics of Black Holes, Springer (2009), p. 89.

Sobre la matemadtica de los factores integrantes, ver P. Bamberg y Sh. Sternberg, A course in Mathematics for
students of physics (2 Vol.), Cambridge (1988).
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12.4. Relatividad y termodinamica

Las leyes de los agujeros negros que venimos discutiendo empezaron siendo teoremas acerca de propiedades de
ciertas soluciones de las ecuaciones de Einstein que se podian frasear de una manera que evocaba las leyes de la
termodindmica, lo cual estaba en algin lugar entre un recurso nemotécnico y una broma interna. Los argumentos
de Hawking en el sentido de que /27 realmente eran una temperatura, mds los de Bekenstein sugiriendo que la
termodindmica entraria en crisis si uno pudiera impunemente esconder entropia detrds de los horizontes de eventos,
cambiaron radicalmente esta situacién. Pero la comunidad no acepté inmediatamente la Segunda Ley generalizada,
es decir, que la entropia de Bekenstein-Hawking A/4 debia incluirse en el balance de entropia de un sistema que
incluyera agujeros negros, en pie de igualdad con la entropia termodindmica habitual.

Entre varios experimentos pensados que se propusieron para iluminar la viabilidad de la segunda ley generalizada
vamos a presentar la mdquina de Geroch, figura[12.1]

Winch

alack fioy g

Figura 12.1: La maquina de Geroch. Tomado de P. Davies, The Thought that Counts, New Scientist,
https://www.newscientist.com/article/mg14619764-300-the-thought-that-counts/.

La maquina de Geroch es una maquina térmica que ejecuta un ciclo de Carnot. La fuente caliente es un horno
que emite radiacién, con la que llenamos una caja (que no tiene masa y, cuando esta cerrada, aisla perfectamente sus
contenidos del exterior) hasta que contiene una masa m a una temperatura 7.. m es por lo tanto también el calor
extraido de la fuente caliente.

La caja se deja descender suavemente sobre un agujero negro (esta es la pata adiabdtica del ciclo) hasta una altura
0, realizando un trabajo W. Alli se abre la caja y se deja caer el contenido al agujero negro (que de esta manera se
comporta como la fuente fria del ciclo), y luego se vuelve a izar la caja realizando un trabajo W’ = 0, ya que la caja
estd vacia y su masa es despreciable. De este modo la eficiencia del ciclo es n = W/m.

Ahora, la fuerza necesaria para hacer descender la caja, cuando ésta estd a una altura r, no es muy distinta de la
fuerza necesaria para mantener a la caja en reposo a esa altura, es decir mM /r2, donde M es la masa del agujero.
Como vimos la clase pasada, las fuerzas se corren al azul como las frecuencias, de modo que la fuerza sobre la caja es

M
F(r) = m (12.34)
i
y el trabajo realizado al bajar la caja es
o0 M 2M
W:/ ar — 1 - 1= (12.35)
0 r2,/1 — 2M To

Se ve que podemos hacer W tan cerca de m como querramos haciendo que 7y se aproxime al radio de Schwarzschild
rs = 2M. Por lo tanto la eficiencia de la maquina es 7 = 1, y por el Teorema de Carnot

(12.36)

la temperatura del agujero negro, que es la fuente fria, debe ser Ty = 0.
El argumento de Geroch fue refutado por Unruh y Wald, quienes, citando un paper anterior de Arquimedes, argu-
mentaron que al descender, la caja experimenta una fuerza de sustentacion igual al peso de la radiaciéon de Hawking
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que desplaza. Como la radiacion es cada vez mas caliente cuanto mas cerca estamos del horizonte, en algiin momento
la caja flota y no puede bajar mas. Como la energia de radiacién, para un volumen dado, sélo depende de la temperatu-
ra, el punto de flotacion se da cuando la temperatura 7. en el interior de la caja es igual a la temperatura en el exterior,
que sigue la ley de Tolman

T
T(r)= —22 (12.37)
/1 — 2M
con Ty la temperatura de Hawking del agujero. De manera que en el punto de flotacién, T, = T (r),
2M T
122 _BH (12.38)
T T,

y la eficiencia de la mdquina es precisamente la de Carnot, con T’y = T'gg.

12.5. El Dogma Central

Los argumentos de Bekenstein, Hawking, Unruh y Wald demostraron que un agujero negro se comporta como una
fuente térmica, y como absorbe toda la radiacién que incide sobre €l, de hecho un agujero negro es un cuerpo negro.
Por las leyes de Kirchhoff, se deduce que un agujero negro debe emitir un flujo de radiacién oc¢T* por unidad de 4rea,
donde o es la constante de Stefan-Boltzmann. Integrando sobre el drea, y usando que 7' = 1/87 M, encontramos que
el agujero pierde masa a una velocidad

dM oc K
— = 167M* = — 12.39
TS S VR Ve (1259
donde la constante K sdlo involucra factores numéricos y constantes universales. Esta ecuacion se integra a
3 1/3
M (t) = [M?(0) — 3Kt (12.40)

que muestra que el agujero se evapora completamente en un tiempo finito.

La evaporacién de un agujero negro no entra en conflicto con la termodindmica, provisto que la entropia final de
la radiacidn sea igual o superior a la entropia inicial del agujero, pero plantea un conflicto con la mecédnica cudntica.

Supongamos que un cierto sistema cudntico colapsa hasta formar un agujero negro. Luego éste se evapora y deja un
gas de radiacidn térmica. Si el sistema original estaba en un estado puro, tenia entropia cero, mientras que la radiacién
térmica tiene una entropia finita. Por lo tanto la entropia aumenté durante el proceso, lo que estd de acuerdo con la
Segunda Ley generalizada pero es imposible bajo una evolucién unitaria.

De este modo, o la radiacién de agujeros negros no se rije por las leyes usuales de la mecdnica cudntica, que
prescribe una evolucién unitaria, o nos estamos perdiendo algo. En los 1970’s la posicién prevalente (y la del mismo
Hawking) era la primera, pero eventualmente recobrd fuerza la segunda, abogada entre otros por Maldacena. Esto
culminé con la proclamacién del Dogma Central

Visto de lejos, un agujero negro no es distinto de cualquier otro sistema cudntico con un niimero muy grande
(x e4/4) de estados.

12.6. La curva de Page

La curva de Page (llamada asi por su descubridor, Don Page) permite ver claramente las dificultades implicitas en
el Dogma Central.

Volvamos a considerar el planteo de la seccién anterior, un sistema cudntico en un estado puro que colapsa a un
agujero negro que subsecuentemente comienza a evaporarse, y miremos un tiempo intermedio, donde la evaporacién
todavia no es completa. Como creemos en el Dogma Central, vamos a tratar el agujero negro como un sistema cudntico,
digamos con estados |BH+), y lo mismo para la radiacién, con estados |y=£). Como creemos que la evolucién es
unitaria, el estado conjunto del agujero negro y la radiacién debe ser un estado entrelazado, por ejemplo

1
E

Vemos que estamos en la situacion planteada en la paradoja de Einstein, Podolski y Rosen. Si nos preguntamos por
el estado del agujero negro, sélo podemos decir que hay una probabilidad 1/2 de que sea | BH+), e igualmente para

|BHY) = —=[|[BH+) [y—=) +[BH =) [y+)] (12.41)



12.6. LA CURVA DE PAGE 129

|BH—). No es posible encontrar un ket que describa esta situacién. Decimos que el agujero negro estd en un estado
mezclado. Un estado mezclado que no es un estado puro posee una entropia finita, en nuesto caso, ya que ambas
probabilidades coinciden, una entropia igual a 1 bit, S = kg In 2.

La situacion, entonces, es que el Dogma Central nos lleva a considerar situaciones en el que el sistema completo
de agujero negro y radiacién estd en un estado puro, con entropia Spg~ = 0, pero el agujero negro y la radiacién
considerades por separado estdn en estados mezclados con entropias Spg y S, respectivamente.

En esta situacion vale la desigualdad triangular

|SBH*S'y| SSBHWSSBHJFSV (12.42)

En particular, si Sprr, = 0, debe ser Sp = S5.
El problema es que la entropia del agujero negro 47 M? disminuye a medida que el agujero negro pierde masa, ver

fig. (12.2)
1.0 4
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Figura 12.2: La evolucién de la entropia del agujero negro durante el proceso de evaporacion.

Al mismo tiempo, la entropia de la radiaciéon aumenta, debiendo alcanzar un valor mayor o igual al inicial del
agujero al final del proceso, ver fig.[12.3]

S

ty

Figura 12.3: (azul) La evolucién de la entropia del agujero negro durante el proceso de evaporacion; (rojo) id. para la
radiacion. Las dos curvas se cruzan en el tiempo de Page t,,

Claramente, es dificil ver cémo las dos entropias podrian ser iguales, salvo en el tiempo de Page t, en el que se
cruzan.

Para poder avanzar, debemos resignificar los términos con los que venimos trabajando. La entropia A/4 (y lo
mismo para la radiacién) son las entropias de granulado grueso, esencialmente el logaritmo del nimero de estados,
que serian las entropias termodindmicas en una situacién de mdxima ignorancia. En la situacién real del proceso
de evaporacion, nuestra ignorancia no es total y las entropias relevantes no son las entropias de grano grueso sino
entropias de grano fino, que ain no sabemos cémo calcular. De todos modos, como las entropias de grano fino deben
ser iguales entre si, y no pueden superar las entropias de grano grueso de cada sistema, deben estar confinadas en la
zona sombreada de la fig. [12.4]
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tp

Figura 12.4: Las entropias de grano fino del agujero negro y de la radiacién deben permanecer iguales entre si y no
pueden superar las entropias de grano grueso correspondientes. Por lo tanto estdn confinadas al drea sombreada.

En realidad, uno espera que las entropias de grano fino sigan el borde superior del drea permitida. Supongamos
que uno entrelazara la galaxia con un gbit, formando un estado puro. Como la entropia del gbit no puede superar In 2,
tampoco lo puede superar la entropia de la galaxia. Pero el nimero de estados mezclados de la galaxia con entropia In 2
es fantdsticamente més grande que el de estados, digamos, con entropia In 2/2. Por eso podemos estar confiados de
que si miramos el estado de la galaxia, efectivamente vamos a encontrar un estado con la mdxima entropia permitida,
que a su vez va a obligar al gbit a estar madximamente mezclado. Lo mismo pasa con el agujero negro y la radiacidn.

Todavia tenemos que explicar como la entropia de granulado fino de la radiacién, que venia creciendo en tiempos
antes del tiempo de Page, comienza a disminuir luego de ese tiempo. Una consideracién importante es que es facil
construir modelos en que el tiempo de Page ocurre claramente dentro del rango de validez de la aproximacién se-
micldasica, asi que deberiamos poder encontrar una respuesta sin apelar a una teoria de gravedad cudntica todavia en
construccioén.

Una explicacién simple seria que de alguna manera el agujero negro guarda una copia de cada fotén que emite, y
comienza a emitir las copias luego del tiempo de Page, de manera que la radiacién se convierte en un gas de particulas
fuertemente correlacionadas con entropia cada vez mds baja. Un problema con esta explicacion es que viola un teorema
de Wootters y Zurek acerca de la imposibilidad de copiar un sistema cudntico. Una salida seria esconder las copias
detras de una pared de fuego més alla del horizonte, pero eso a su vez viola el principio de equivalencia, ya que un
observador inercial cayendo en el agujero negro no deberia observar nada parecido.

La solucién que estd sobre la mesa comienza distinguiendo que, como los posibles estados del campo gravitatorio
son parte de la “suma de estados” que contribuyen a la entropfa, lo que hay que hacer es disefiar una frontera (cuyo
radio es de algunos radios de Schwarzschild) que separa la zona en que la métrica puede considerarse fija de la zona
en que no puede asegurarse tal cosa. El problema es asignarle una entropia al interior de esa frontera, en base a lo que
podemos observar desde la zona exterior.

El problema se resuelve si aceptamos que dentro de la frontera existe una segunda superficie, la superficie extremal,
con area A, de tal manera que la entropia de grano fino siga la ley

1
S = ZAext + Sm (12.43)

donde S,,, es la entropia de la materia que hubiera quedado entre la superficie extremal y la frontera. Todo ocurre como
si al comienzo del proceso el radio del drea extremal es mucho menor al radio de Schwarzschild, y luego comienza a
crecer, hasta que ambos radios se encuentran (el radio de Schwarzschild viene disminuyendo debido a la pérdida de
masa del agujero), alrededor del tiempo de Page, luego de lo cual el horizonte y el 4drea extremal se encogen juntos.

Acerca de los argumentos por los cuales debiera haber algo asi como un drea extremal, y porqué se comporta de
esa manera, nos referiremos a la literatura.

12.7. Acerca de la literatura

Esta clase estd basada en A. Almheiri, Th. Hartman, J. Maldacena, E. Shaghoulian y A. Tajdini, The entropy of
Hawking radiation, Rev. Mod. Phys 93, 035002 (2021).

Acerca del uso de experimentos pensados en termodindmica de agujeros negros, ver R. El Skaf y P. Palacios, What
can we learn (and not learn) from thought experiments in black hole thermodynamics?, Synthese 200, 434 (2022).
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Sobre las contribuciones de Arquimedes a la termodindmica de agujeros negros, ver Archimedes, The Works of
Archimedes, editado por T. L. Heath, Cambridge University Press, Cambridge (1897, 2010).

Sobre porqué un absorbente perfecto debe radiar como un cuerpo negro, ver M. Planck, The theory of heat radia-
tion, Dover (1991).

Sobre la curva de Page, ver D. Page, Information in Black Hole Radiation, Phys. Rev. Lett. 71, 3743 (1993); Haw-
king radiation and black hole thermodynamics, New J. Phys. 7, 203 (2005); Time dependence of Hawking radiation
entropy, JCAP 09, 028 (2013).

Muchos de los temas bésicos de mecdnica cudntica los vemos en la materia de termodindmica avanzada, algin
dia los apuntes seran publicados por Eudeba. Mientras tanto, ver A. Peres, Quantum Theory: Concepts and Methods,
Kluwer Academic Publishers (2002).

Sobre el teorema de Wootters y Zurek, ver W. Wootters y W. Zurek, A single quantum cannot be cloned, Nature
299, 802 (1982).

Sobre paredes de fuego, ver A. Almheiri, D. Marolf, J. Polchinski y J. Sully, Black holes: complementarity or
firewalls?, JHEP 02, 062 (2013).

Sobre el cédlculo de las entropias de granulado fino que presentamos al final de la clase ver A. Almheiri, Th. Hart-
man, J. Maldacena, E. Shaghoulian y A. Tajdini, Replica wormholes and the entropy of Hawking radiation, JHEP 05,
013 (2020). Un intento de hacer una presentacion “diddctica” es N. Callebaut, Entanglement in conformal field theory
and holography, en B. Hartmann y J. Kunz (editoras), Gravity, Cosmology, and Astrophysics, LNP 1022, Springer
(2023), p. 239-271.
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