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1. Ejercicio 7

1.1. Consigna

Demuestre que en un modelo de Friedman-Robertson-Walker con una geometria espacial cerrada
y dominado por materia no relativista, un rayo de luz que viaja desde el comienzo de la expansién
del universo completa una vuelta alrededor del mismo justo en el momento del recolapso. Ademsds,
demuestre que en un modelo donde la radiacién es dominante, el rayo de luz solo logra recorrer la

mitad del universo antes de su recolapso.

1.2. Resolucion

Recordemos la expresion general de un universo FRW

ds® = —dt* + a(t)? + r2(d6? + sin’*(0)dp?) (1)

1 — kr?
Como es un universo espacialmente cerrado k > 0. Recordemos que se puede elegir k = 1 ya que
cualquier otro valor positivo de k puede absorverse en la redefincién 7 = Vkr y a(t) = a(t)/Vk.

Ademas, haciendo el cambio de variables r = sin(y) podemos reescribir la métrica como

ds* = —dt* + a(t)? [dp? + sin®(¥)(d6? + sin®(0)dp?)) (2)

La parte espacial de la métrica (sin el factor de escala) corresponde a una 3-esfera de radio 1. Para
pisar un poco mas firme y entender el rol que juega la coordenada v veamos el caso § = w/2.
En este caso obtenemos la métrica familiar de una 2-esfera di? = di)? + sin?(¢)de? donde la
coordenada 1 de la 3-esfera tiene un rol andlogo al 6 de la 2-esfera, recorre ”meridianos” (o circulos

méximos) de la 3-esfera.



Entonces, para resolver el problema pensemos, sin perdida de generalidad, que el rayo de luz se
mueve a lo largo de v, con 0 y ¢ fijos.
0= — dt* + a(t)>dy?

alt) = dt

~a (3)

Todavia no usamos las ecuaciones de Einstein ni por qué componente estd dominado el universo.

En un espacio cerrado dominado por materia no relativista (w = 0) la ecuacién de Friedman es

1
2_ %TG@E = 1. (4)

a
Para simplificar notacién voy a llamar | = 87Ga/3.

<f5>2+1—i. (5)

Como nos interesa la relaciéon entre la coordenada v del rayo de luz y el factor de escala a, nos

Reordenando queda

conviene obtener una ecuacién para a(t). Es muy importante tener en claro que cuando escribimos
a(1)) estamos queriendo decir cuanto vale el factor de escala cuando el fotén se encuentra en la

coordenada 1 y NO estamos diciendo que el factor de escala depende del punto del espacio.
Para obtener la dependencia que queremos hacemos regla de la cadena y usamos la ecuaciéon (3)

da dad@b_@}

U dvdl dva (6)

Juntando todo obtenemos la ecuacién diferencial

(%)2 +a? = la. (7)

Ahora solo queda resolverla. Una forma sencilla es resolver otra ecuacién que es consecuencia de

la que queremos resolver y luego verificar que se satisfaga la original. Para esto, derivamos ambos

d |(da\® |  da
w[(w) *“] ~la B
da d> da  d
id—w&ﬂaﬁ:li 9)
d*a l
ap =g (10)

lados de la ecuacién respecto a

Es la ecuacién de un oscilador arménico con solucién a(y) = /2 + Asin(¢) + Bcos(¢). Como

el rayo de luz se emite en el comienzo de la expansién a(¢p = 0) = 0, y por la ecuacién (5)



(da/dy)(¢p = 0) = 0. Por lo que la solucién queda

a() = £(1— cos(w)) ()

Y pueden verificar que satisface la ecuacién diferencial original (5). Con esto, el rayo de luz completa

la vuelta al universo (¢ = 27) justo en el momento del recolapso (a = 0).

Si en cambio el universo hubiese estado dominado por radiacién la ecuacién de Friedman queda

8 1
.9 o
a” — gTrGa—a2 =-1. (12)

Haciendo un desarrollo andlogo al que hicimos con materia no relativista llegamos a la ecuacién

<3Z>2+a2—l. (13)

Que podemos resolver de la misma forma

diferencial

2

df; [(;b) +a| =0 (14)
2
i;+a:0 (15)

Para condiciones iniciales a(1) = 0) = 0 y (da/di)(1) = 0) = /I la solucién es
a($) = Visin(y). (16)

El universo recolapsa cuando el rayo estd en ) = 7.

1.3. Juguemos un rato

Vimos que si el universo estd dominado por materia no relativista, un fotén emitido en el comienzo
de la expansion del universo solo volverd a su punto inicial en el recolapso. Es decir, que si una
persona nace con el universo y vive hasta el recolapso, no podra ver su nacimiento (jpero casi!). Si
domina la radiacién es todavia peor. Pensemos como podemos construir un universo que a partir
de cierto momento funcione como un proyector de tu pasado. Para esto, tenemos que lograr que
el recolapso tarde méas que una vuelta completa de un rayo de luz. Intuitivamente parece que si
metemos energia oscura deberia frenar el recolapso ya que la energia oscura hace que el universo

se expanda.

La ecuacion de Friedman general en un universo cerrado es

l
2 —
a”+1 13w (17)
Evaluando en la trayectoria del fotén como hicimos en los casos anteriores queda la ecuacion
da’\’ 2 1-3
— a®=la 7" 18
<dw> ! 1)



Si particularizamos para un universo dominado por energia oscura y metemos la ecuacién diferen-

cial en algiin software obtenemos la solucién

af) = LHEO A (19)

No sirve, nos pasamos de fuerza. No solo no podemos pedir que el rayo de luz se emita cuando el
universo comienza a expandirse (a nunca es cero) sino que antes de que pegue la vuelta el universo

se desgarra, a se hace infinito en ¢ + A = w/2. Hay que volver al taller.

En este punto pueden ir probando ustedes con distintos valores de w entre 0 y 1'. Obviamente los

valores fisicos de w son los que comentamos en clase, acé solo estamos jugando con la matematica.

Si conseguimos en alguna ferreteria materia con w = —1/6 la ecuacién a resolver es
da \? 9 3
— a? = 1a®? 20
(5) + 20

y tiene solucién

a(1p) = 1%sin’ <7i> . (21)

iAhora si! El universo recolapsa cuando el fotén da dos vueltas al universo. Una persona que nace
con este universo podra a la mitad de su vida prepararse un café, sentarse en su sillén favorito,
mirar al cielo y ver su infancia y todo lo que alguna vez hizo?. Si esto es un final feliz o una tortura

escapa de los temas de esta materia.

2. Ejercicio 8

2.1. Enunciado

Considere un objeto estelar en r = 0 en la métrica (1) que a tiempo t, emite luz de frecuencia v,
con luminosidad L.

a) Calcule el flujo F' de fotones recibido en r a un tiempo posterior t.

b) Se define la distancia de luminosidad como

L
dr =/ — 22
L=V anF (22)
Probar que
dr, = aor(1 + 2) (23)

donde ag = a(tp) y z es el corrimiento al rojo de los fotones emitidos.

1Yo no consegui soluciones que arranquen con a = 0 para w < —1/3
2Eso si, le llevard toda la segunda mitad de su vida ver la pelicula completa.



¢) Suponiendo que el espacio es aproximadamente plano y que z es pequeno, relacione r con z y
utilice la ecuacién(23) para probar que

z 1H0
drp ~ | — ) |1 1+ -—— 24
L <H0> +< +2Hg>z] (24)

siendo Hy = H(tp). Midiendo la distancia de luminosidad y el corrimiento al rojo de distintos

objetos estelares podemos obtener Hy. Estas mediciones son las que llevaron a concluir que el

universo se expande de forma acelerada.

2.2. Resolucién

a) El flujo de fotones en r es la energia recibida dividido el drea de la esfera en la que se reparte y

el tiempo que tardan en pasar todos los fotones.

_ Nhy,
—Aét,

(25)

donde N es la cantidad de fotones y v, es la frecuencia que tienen al cruzar.

La cantidad de fotones emitidos por la fuente en un intervalo d0t, es

L
N= "5, 2
o (26)

Con esto, el flujo queda

- j:gz. (27)
Entonces queda calcular el area de la esfera y la relacién entre los intervalos de tiempo y las
frecuencias de los fotones emitidos y recibidos. Para esto ultimo tenemos que calcular el redshift

cosmologico.

Para un rayo de luz emitido en la direccién r tenemos

at dr (28)
a(t)  V1—kr2
Integrando en la trayectoria del fotén
tr r
/ dt / dr (29)
. a(t)  Jo VI—kr?

Igualmente para un fotén emitido en el siguiente periodo
A " dr
[ @
terr  a(t) 1 — kr?
donde T” es el periodo de la onda recibida en r. Restando ambas expresiones obtenemos

trqt T gy
[, " oy

e



O lo que es lo mismo

tetT gy T gy
I (32)

Considerando que el factor de escala es aproximadamente constante a lo largo del viaje del foton

obtenemos
T T
a(te) _a(tr)
T v, a(te)
= 33
T ve a(ty) (33)

Si el universo se expande, es decir el factor de escala crece, la frecuencia del foton va disminuyendo

en su viaje. Este efecto es el redshift cosmolégico.

Definiendo el corrimiento de frecuencias relativo z como

Z:ye—yrza(tr)_1 (34)

Los factores que aparecian en el flujo quedan

vr Ote _ <a<te)>2 - 1 (35)

ve 0t,  \a(t,) 14 2)%

Nos queda calcular el drea de la esfera. Esto sale de integrar la parte angular del elemento de linea

de FRW que es idéntico al del espacio euclideo multipllicado por a(t)?r2. Por lo que A = 4rwa(t,)?r?.

Finalmente el flujo queda
L

" Ara(t)2r2(1 + 2)2

(36)

b) Con la definicién de d;, que nos da el enunciado y la expresién del flujo que obtuvimos sale

directo.

c¢) Por ahora tenemos
dr, = a,r(1+ 2) (37)

Donde llamamos a, a a(t;). De ahora en mas vamos a llamar t. = ¢ ya que es la tnica variable

temporal que tenemos libre (¢, lo pensamos fijo, es el momento actual en el que mido).

Tenemos que relacionar r con z. Con el espacio aproximadamente plano plano tenemos

dt
ar + Hyap(t —t.) + ...
14 H,(t, —t) + ...]dt = a,dr

=0 [+ (0 02| e (39)

~ dr

donde aproximamos a(t) pensando que la diferencia (¢ — ¢,) es pequena y en el ultimo paso inte-



gramos. Asi llegamos a una relacién entre r y t, para encontrar la relacién entre r y z podemos

vincular z y t y reemplazarla en la ecuacién (38).
Escribimos la definicién de z y como lo asumimos chico, a(t) se puede aproximar alrededor de a,

a 1

= — 1= —1
“Ta) 1+ Ho(t—t,) — TH2(t— t,)?
~H(t — 1) + (14 %) H2(t, — 1) (39)
con g, es el pardmetro de desaceleracion definido como ¢ = —% Invirtiendo la relaciéon hasta
orden cuadrético en z )
z ar\ %
ty —1) ~ — — <1 —) - 40
( r ) Hr + 2 Hr ( )

Juntando todo y quedandonos hasta orden cuadratico en z

1+ <1 + 2@%) z] . (41)

Con esta relacién, si se observa un objeto de luminosidad conocida y se mide su redshift (por

z 1 z
~— (14+=(1—-gq, = —
dy, Hr<+2( q)z> T

ejemplo viendo sus lineas espectrales y viendo qué tan corridas estdn de lo esperado) se puede
obtener la aceleracién a la cual se expande el universo. En 1998 dos colaboraciones independientes
midieron que el universo se esta expandiendo aceleradamente utilizando como candela patrén un
cierto tipo de supernovas con luminosidad conocida. En 2011 se otorgé el premio Nobel por dicho
descubrimiento. En particular si les interesa leer sobre la historia de estos proyectos, cémo se
llevaron a cabo y cémo pudieron determinar tanto la aceleracion de la expansion del universo
como la proporcién de energia oscura en el universo, les recomiendo que lean el documento en la

pestana ”advanced information”.


https://www.nobelprize.org/prizes/physics/2011/summary/
https://www.nobelprize.org/prizes/physics/2011/advanced-information/
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