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Sistema de dos niveles

1 Una part́ıcula de spin 1/2 tiene un momento angular intŕınseco S. Si la part́ıcula está carga-
da eléctricamente, asociado a este momento angular la part́ıcula tiene también un momento
magnético intŕınseco µ dado por

µ = γS, γ = g
q

2m
,

con m la masa y q la carga de la part́ıcula, respectivamente, y g es una constante adimensional
denominada factor − g, que depende de la part́ıcula. Para el caso de un electrón, q = −|e| y
g ≈ 2. En presencia de un campo magnético externo, se tiene una enerǵıa de interacción entre el
campo y el momento magnético de la part́ıcula

H = −µ ·B = −γS ·B.

Si el campo magnético externo es uniforme y en la dirección ẑ, B = Bẑ (con B constante),
entonces

H = −γBSz = −
(
gqB

2m

)
Sz =

(
|e|B
m

)
Sz,

donde en la última igualdad usamos los valores de q y g para el electrón. Finalmente, notando
que ω = |e|B/m tiene unidades de frecuencia, podemos reescribir el Hamiltoniano de interacción
magnética con el spin del electrón como

H =

(
|e|B
m

)
Sz = ωSz.

Recuerde que los operadores de momento angular intŕınseco se pueden expresar como Si =
ℏ
2
σi,

donde las matrices de Pauli vienen dadas por

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σx =

(
1 0
0 1

)
.

(a) Suponga que inicialmente, a t = 0, el sistema se encuentra en el estado |ψ(t = 0)⟩ = |+,x⟩.
Calcule el estado |ψ(t)⟩ en un instante t posterior.

(b) Calcule la probabilidad de medir Sx y obtener los resultados +ℏ/2 y −ℏ/2 en función del
tiempo.

(c) Usando los resultados anteriores, calcule los valores de expectación ⟨Sx⟩, ⟨Sy⟩ y ⟨Sz⟩ en
función del tiempo y grafique.

(d) Escriba las ecuaciones de movimiento de Heisenberg para los operadores dependientes del
tiempo Sx(t), Sy(t) y Sz(t). Resuélvalas para obtener y calcule los valores medios de estos
operadores para un estado general cualquiera. En particular, compare el valor medio ⟨Sx(t)⟩
para el estado |+,x⟩ con el obtenido en el item anterior.

Oscilador Armónico cuántico

2 Evolución temporal. Considere el siguiente estado inicial para un oscilador armónico cuántico

|ψ(t = 0)⟩ = cos(θ/2)|0⟩+ sen(θ/2)|1⟩ (1)
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Sistemas Cuánticos Abiertos
Primer Cuatrimestre - 2024

(a) Encuentre el estado del sistema para t > 0 en la representación de Schrödinger. Usando
este resultado, calcule los valores medios ⟨xS⟩(t), ⟨aS⟩(t) y ⟨nS⟩(t) (el sub́ındice S denota
expĺıcitamente la representación de Schrödinger de los operadores).

(b) Pasando a la representación de Heisenberg, encuentre la ecuación de evolución que satisfacen
los operadores XH(t), aH(t) y nH(t) y sus soluciones (el sub́ındice S denota expĺıcitamente
la representación de Heisenberg de los operadores). Usando estos resultados, recupere los
resultados de (i) para los valores medios de los operadores.

(c) Exprese la evolución temporal de [XH(t), XH(0)] y XH(t), XH(0) en términos de los opera-
dores x y p y a y a† iniciales.

(d) Encuentre la varianza Var(X) = ⟨X2⟩ − ⟨X⟩2.

3 Estados coherentes. Se definen los estados coherentes de un oscilador armónico en una dimen-
sión como los autoestados del operador de aniquilación a,

a|α⟩ = α|α⟩,

donde α ∈ C. Para estos este estado calcule

(a) Calcule ⟨α|a|α⟩, ⟨α|a2|α⟩, ⟨α|a†|α⟩ y ⟨α|(a†)2|α⟩.
(b) Calcule el valor medio y la varianza de los operadores número N , hamiltoniano H, posición

x y momento p.

(c) Usando la representación de Heisenberg calcule los valores medios de posición y momento en
función del tiempo, ⟨x⟩(t) y ⟨p⟩(t), para un estado coherente |α⟩. ¿Cómo puede interpretar
estos resultados?

(d) Muestre que la descomposición de un estado coherente |α⟩ en la base |n⟩ es

|α⟩ = e−
|α|2
2

∞∑
n=0

αn

√
n!
|n⟩.

(e) Muestre que el producto interno ⟨β|α⟩ entre dos estados coherentes, |α⟩ y |β⟩, es

⟨β|α⟩ = exp−1

2
(|α|2 + |β|2 − 2αβ∗).

¿son los estados coherentes ortogonales?¿Por qué?

(f) Muestre que los estados coherentes forman una base, es decir que satisfacen la relación de
completitud

1

π

∫
d2α|α⟩⟨α| = I, donde d2α = d(Reα)d(Imα)

(Sugerencia: use la expansión de los estados coherentes en la base de autoestados del opera-
dor número y luego escriba la integral en coordenadas polares usando que α = |α|eiϕ = reiϕ.

Finalmente use que
∫ 2π

0
dϕei(m−n)ϕ = 2πδnm y

∫
dte−ttn = n!, con n,m ∈ N0.)

(g) Muestre que la evolución temporal de un estado coherente |α⟩ en la representación de
Schrödinger es un nuevo estado coherente |α(t)⟩. Encuentre la expresión α(t) y dibuje en el
plano complejo la evolución de α(t).¿Cómo vaŕıan en función del tiempo ⟨H⟩, ⟨x⟩ y ⟨p⟩?

4 Operador desplazamiento en el espacio de fases. Se define el operador de desplazamiento
en el espacio de fases como

D(α) = expαa† − α∗a,

donde α ∈ C.
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(a) Muestre que D(α) es unitario y además D−1(α) = D(−α).
(b) Muestre que D(α + β) = D(α)D(β)e−iIm(αβ∗)

(c) Muestre que

D†(α)aD(α) = a+ α, D†(α)a†D(α) = a+ α∗

D†(α)xD(α) = x+

√
ℏ

2mω
2Reα, D†(α)pD(α) = p+

√
ℏ

2mω
2Imα

(d) Use el item anterior para mostrar que si |x⟩ es un autoestado de posición entonces D(α)|x⟩
también lo es, ¿con qué autovalor?.

(e) Muestre que el estado |α⟩ = D(α)|0⟩ es un autoestado del operador aniquilación ¿Cuál es
el autovalor correspondiente?

(f) Muestre que la acción de D(α) sobre el autoestado |0⟩ satisface

D(α)|0⟩ = e−|α|2/2eαa
†

Luego, expanda eαa
†
en serie de potencias y encuentre la expansión del estado |α⟩ en la base

número.

(g) Utilizando cómo transforman x y p ante la acción de D(α), calcule el valor medio y la
varianza de posición y momento en los estados coherentes.


