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Prdactica 2 Ecuacion de Lindblad

Las siguientes condiciones son equivalentes para un mapa &£ sobre operadores del espacio de
Hilbert Hg:

(a) El mapa & es lineal, preserva la traza y es completamente positivo.

(b) El mapa £ tiene una “representacién unitaria”; esto es, existe un espacio de Hilbert H g, un
estado inicial |0) € Hg y una evolucién unitaria conjunta U sobre Hg ® Hp tal que

E(p) = Tre [U (p& [0){0) U']
(c) & tiene una representacién de Kraus; esto es, existen operadores Ay tales que

E(p) =3 AwpA]
k

con la condicién de normalizacién 3, AxAl =T

Mostrar que la ecuacion maestra de Lindblad para el operador densidad
4 (t) = —i[H, p] + Z’Yk LipL] — ! {LTLk P}
dt ’ - SO
satisface las siguientes propiedades:
» La ecuaciéon de Lindblad es invariante ante transformaciones unitarias de los operadores de

salto
VL = VL =Y ok L.

J

» [a ecuacién de Lindblad es invariante ante transformaciones de la forma
Lk — L;c = Lk + ag

1
H— H = H + ZZ’YJ(G;AJ —CLjA;[) + b.
J

» La ecuacién de Lindblad preserva la traza 4 (Trp) = 0.
= Si todos los operadores de salto son hermiticos, la pureza del sistema no aumenta con el
tiempo 4 (Trp?) = 0.

Si se tiene un sistema en contacto con un entorno con sendos Hamiltonianos Hg y Hpg, entonces
(asumiendo un acoplamiento débil, un estado inicial separable y la aproximacién markoviana)
se tiene que el operador densidad del sistema en la representacion de interaccién satisface la
ecuaciéon de Lindblad J

Ps = —i[Hys, ps] + Dps

con el Hamiltoniano de interaccion dado por

Hys =Y ) Sip(w)Al(w) Ax(w),

w 4.k

el superoperador disipador definido como

Dps = 505 1) (Auwlpsal(e) - 5 {Alhuwhns} )
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siendo A;(w) auto-operadores de Hg con frecuencia w . Finalmente las constantes de acoplamiento
vienen dadas por las funciones de correlacion de dos puntos

Yik(w) = /OO dseiws<BJT(s)Bk(O))

Do) = /0 " dse (BI(1) Bult — 9))

S (w) = % (ij(w) - Fltj(w»

siendo By(t) = e8! Bre= 5t operadores hermiticos del entorno con funciones de correlacién
markoviana (B]T-(t)Bk(t —3)) = (B;(S)Bk(o» para todo s y t.

(a) Mostrar que si los operadores A;(w) se definen como
Aj(w) =) () ATI(€)

siendo A; un operador hermitico de Hg y Il(e€) el proyector sobre asociado a la autoenergia
€, entonces se satisfacen las siguientes relaciones

[Hs, Aj(w)] = —wA;(w)
[Hg, Al(w)] = wAl(w)
Al(w) = 45(~w).
(b) Mostrar que se verifica la condicién de KMS
(BI(t)Bk(0)) = (B(0)Bl(t +iB)),

si el entorno se encuentra en un estado térmico a temperatura inversa (.

(¢) Mostrar que esto implica
Yin(—w) = e Py (w).
(d) Mostrar que si el sistema se encuentra en un estado térmico se tienen
psdj(w) = €™ A;(w)ps
paAl(w) = e Al (w)py.
(e) Mostrar que [Hg, Hrg] = 0 y concluir que el Hamitloniano Hg solo genera una renormali-

zacion de las energias de Hg.

(f) Usando los items anteriores, mostrar que un estado térmico del sistema a temperatura
inversa [ es invariante ante la evolucién temporal bajo esta ecuacién maestra.

Usando el modelo anterior muestre que si el sistema corresponde a un qubit con frecuencia w,

y el entorno consiste en osciladores armoénicos cuanticos con frecuencias w; (entorno bosénico)

. X . - . « 1

en un estado térmico a temperatura inversa S y operadores de interaccion B; = gja; + gja;,
entonces el disipador de la ecuacién maestra se puede escribir como

1 1
Dps = %an <0+PSU— ) {0—0+>Ps}) + %(an +1) (U—pSUJr 5 {U+U—7PS}) )

siendo n,,, = 1/(e’ —1).
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Qubit en un entorno a temperatura finita

Resolvemos la dindmica de un sistema de dos niveles acoplado a un entorno bosénico a tempe-
ratura 7' > 0. La ecuacién maestra que describe la evolucién del qubit (en unidades de i = 1)

es
. ~ g v
p(t) = —i[H, p] + (no + 1)5(20—PU+ —{oro_,p}) + nw§(20+pa_ —{o_04,p}),
con el hamiltoniano libre del qubit H = wo,/2 y n, = 1/(e*/F5T) — 1) el niimero de ocupacién
bosénico.

(a) Muestre que el valor medio de un observable que actia sobre el qubit evoluciona segin

d

. g
) = =i (A H)) + (no + 1) 5 {0 [A 0] + [0, A o)

tn3 (o= [A0u] + [o- Al o)

(b) Derive las ecuaciones de Bloch (o,) vy (04), y resuelva.

(c¢) Usando los valores obtenidos en b) reconstruya el vector de Bloch. Calcule su norma y
muestre que la misma se contrae hacie el interior de la esfera.

(d) Usando el vector de Bloch pruebe que la matriz densidad evoluciona segun

(1) P+ e T (p1y — Py) et @) pyy et
pt) = et/(211) it 1—P —e T (py—P) )’

con P, = n,/(1+ 2n,) = limy_, p11(t) es la probabilidad de excitacién asintética y T =
(1 —2P,)/v da la escala en la que p(t) converge a la solucién asintética. Relacione esta
solucién con el limite de temperatura nula.

(e) Calcula la pureza y grafiquela en funcién del tiempo para temperaturas muy bajas, medias
y muy altas.



