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1 Las siguientes condiciones son equivalentes para un mapa E sobre operadores del espacio de
Hilbert HS:

(a) El mapa E es lineal, preserva la traza y es completamente positivo.

(b) El mapa E tiene una “representación unitaria”; esto es, existe un espacio de Hilbert HE, un
estado inicial |0⟩ ∈ HE y una evolución unitaria conjunta U sobre HS ⊗HE tal que

E(ρ) = TrE
[
U (ρ⊗ |0⟩⟨0|)U †] .

(c) E tiene una representación de Kraus; esto es, existen operadores Ak tales que

E(ρ) =
∑
k

AkρA
†
k

con la condición de normalización
∑

k AkA
†
k = I.

2 Mostrar que la ecuación maestra de Lindblad para el operador densidad

d

dt
ρ(t) = −i [H, ρ] +

∑
k

γk

(
LkρL

†
k −

1

2

{
L†
kLk, ρ

})
satisface las siguientes propiedades:

La ecuación de Lindblad es invariante ante transformaciones unitarias de los operadores de
salto √

γkLk →
√

γ′
kL

′
k =

∑
j

vkj
√
γjLj.

La ecuación de Lindblad es invariante ante transformaciones de la forma

Lk → L′
k = Lk + ak

H → H ′ = H +
1

2i

∑
j

γj(a
∗
jAj − ajA

†
j) + b.

La ecuación de Lindblad preserva la traza d
dt
(Trρ) = 0.

Si todos los operadores de salto son hermı́ticos, la pureza del sistema no aumenta con el
tiempo d

dt
(Trρ2) = 0.

3 Si se tiene un sistema en contacto con un entorno con sendos Hamiltonianos HS y HB, entonces
(asumiendo un acoplamiento débil, un estado inicial separable y la aproximación markoviana)
se tiene que el operador densidad del sistema en la representación de interacción satisface la
ecuación de Lindblad

d

dt
ρS = −i [HLS, ρS] +DρS

con el Hamiltoniano de interacción dado por

HLS =
∑
ω

∑
j,k

Sjk(ω)A
†
j(ω)Ak(ω),

el superoperador disipador definido como

DρS =
∑
ω

∑
j,k

γjk(ω)

(
Ak(ω)ρSA

†
j(ω)−

1

2

{
A†

j(ω)Ak(ω), ρS

})
,
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siendo Aj(ω) auto-operadores deHS con frecuencia ω . Finalmente las constantes de acoplamiento
vienen dadas por las funciones de correlación de dos puntos

γjk(ω) =

∫ ∞

−∞
dseiωs⟨B†

j (s)Bk(0)⟩

Γjk(ω) =

∫ ∞

0

dseiωs⟨B†
j (t)Bk(t− s)⟩

Sjk(ω) =
1

2i

(
Γjk(ω)− Γ∗

kj(ω)
)

siendo Bk(t) = eiHBtBke
−iHBt operadores hermı́ticos del entorno con funciones de correlación

markoviana ⟨B†
j (t)Bk(t− s)⟩ = ⟨B†

j (s)Bk(0)⟩ para todo s y t.

(a) Mostrar que si los operadores Aj(ω) se definen como

Aj(ω) :=
∑

ϵ′−ϵ=ω

Π(ϵ)AjΠ(ϵ
′)

siendo Aj un operador hermı́tico de HS y Π(ϵ) el proyector sobre asociado a la autoenerǵıa
ϵ, entonces se satisfacen las siguientes relaciones

[HS, Aj(ω)] = −ωAj(ω)

[HS, A
†
j(ω)] = ωA†

j(ω)

A†
j(ω) = Aj(−ω).

(b) Mostrar que se verifica la condición de KMS

⟨B†
j (t)Bk(0)⟩ = ⟨Bk(0)B

†
j (t+ iβ)⟩,

si el entorno se encuentra en un estado térmico a temperatura inversa β.

(c) Mostrar que esto implica
γjk(−ω) = e−βωγkj(ω).

(d) Mostrar que si el sistema se encuentra en un estado térmico se tienen

ρβAj(ω) = eβωAj(ω)ρβ

ρβA
†
j(ω) = e−βωA†

j(ω)ρβ.

(e) Mostrar que [HS, HLS] = 0 y concluir que el Hamitloniano HLS solo genera una renormali-
zación de las enerǵıas de HS.

(f) Usando los ı́tems anteriores, mostrar que un estado térmico del sistema a temperatura
inversa β es invariante ante la evolución temporal bajo esta ecuación maestra.

4 Usando el modelo anterior muestre que si el sistema corresponde a un qubit con frecuencia ωq

y el entorno consiste en osciladores armónicos cuánticos con frecuencias ωj (entorno bosónico)

en un estado térmico a temperatura inversa β y operadores de interacción Bj = gjaj + g∗ja
†
j,

entonces el disipador de la ecuación maestra se puede escribir como

DρS =
γ

2
nωq

(
σ+ρSσ− − 1

2
{σ−σ+, ρS}

)
+

γ

2
(nωq + 1)

(
σ−ρSσ+ − 1

2
{σ+σ−, ρS}

)
,

siendo nωq = 1/(eβωq − 1).
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Qubit en un entorno a temperatura finita

5 Resolvemos la dinámica de un sistema de dos niveles acoplado a un entorno bosónico a tempe-
ratura T ≥ 0. La ecuación maestra que describe la evolución del qubit (en unidades de ℏ = 1)
es

ρ̇(t) = −i [H, ρ] + (nω + 1)
γ

2
(2σ−ρσ+ − {σ+σ−, ρ}) + nω

γ

2
(2σ+ρσ− − {σ−σ+, ρ}),

con el hamiltoniano libre del qubit H = ωσz/2 y nω = 1/(eω/(KBT ) − 1) el número de ocupación
bosónico.

(a) Muestre que el valor medio de un observable que actúa sobre el qubit evoluciona según

d

dt
⟨A⟩ = −i ⟨[A,H]⟩+ (nω + 1)

γ

2
⟨σ+ [A, σ−] + [σ+, A]σ−⟩

+nω
γ

2
⟨σ− [A, σ+] + [σ−, A]σ+⟩

(b) Derive las ecuaciones de Bloch ⟨σz⟩ y ⟨σ±⟩, y resuelva.

(c) Usando los valores obtenidos en b) reconstruya el vector de Bloch. Calcule su norma y
muestre que la misma se contrae hacie el interior de la esfera.

(d) Usando el vector de Bloch pruebe que la matriz densidad evoluciona según

ρ(t) =

(
P1 + e−t/T1 (ρ11 − P1) e−t/(2T1)ρ01e

−iωt

e−t/(2T1)ρ10e
iωt 1− P1 − e−t/T1 (ρ11 − P1)

)
,

con P1 = nω/(1 + 2nω) = ĺımt→∞ ρ11(t) es la probabilidad de excitación asintótica y T1 =
(1 − 2P1)/γ da la escala en la que ρ(t) converge a la solución asintótica. Relacione esta
solución con el ĺımite de temperatura nula.

(e) Calcula la pureza y grafiquela en función del tiempo para temperaturas muy bajas, medias
y muy altas.


