
Comunidades 

Buscando grupos naturales de nodos 

Redes Complejas - Chernomoretz 1 



Idea 

Para poder agrupar entidades necesitamos asumir un criterio, 
una noción de similaridad. Cuando dos cosas son parecidas? 

 a) Distancias en un 
espacio métrico 

 

b) Distancias en un 
espacio topológico 
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Similaridad en espacio métrico 

( x1, x2,         …       ,xM)   

… 

objeto 

Similitud a partir de vectores de características 

objeto 
espacio de características 

(multidimensional) 
Similitud o  
cercanía (si asumimos espacio métrico) 
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Ejemplo: Patrón de expresión génica 

expression profiles 

Sample 2 

genes as points in 6-D  
(showing only 3D, of course) 

El patrón de expresión del gen X es similar al del gen Y a lo largo de las muestras? 
X=(x1,x2,x3,x4), Y=(y1,y2,y3,y4) 
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Ejemplo: 
Patrón de expresión génica 

0 0 2 1.18 

0 0 2 1.18 

2 2 0 0.82 

1.18 1.18 0.82 0 

Correlation Distance 

0 12.75 13.25 6.50 

12.75 0 2.5 8.25 

13.25 2.5 0 7.75 

6.50 8.25 7.75 0 

Manhattan Distance 

0 2.60 2.75 2.25 

2.60 0 1.23 2.14 

2.75 1.23 0 2.15 

2.25 2.14 2.15 0 

Euclidean Distance 
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0, 1.23, 2.14, 2.15, 2.25,2.60, 2.75 0, 2.5, 6.5, 7.75, 8.25, 12.75, 13.25 0, 0.82, 1.18, 2 

El patrón de expresión a lo largo del tiempo del 
gen X es similar al del gen Y? 
X=(x1,x2,x3,x4), Y=(y1,y2,y3,y4) 
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Ejemplo: 
Patrón de expresión génica 

Euclidean Distance 

 
2

)(),(
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yxYXd

El patrón de expresión del gen X es similar al del gen Y? 
X=(x1,x2,x3,x4), Y=(y1,y2,y3,y4) 

0 2.60 2.75 2.25 

2.60 0 1.23 2.14 

2.75 1.23 0 2.15 

2.25 2.14 2.15 0 

0, 1.23, 2.14, 2.15, 2.25,2.60, 2.75 Redes Complejas - Chernomoretz 10 



Ejemplo: 
Patrón de expresión génica 

0 12.75 13.25 6.50 

12.75 0 2.5 8.25 

13.25 2.5 0 7.75 

6.50 8.25 7.75 0 

Manhattan Distance 

0 2.60 2.75 2.25 

2.60 0 1.23 2.14 

2.75 1.23 0 2.15 

2.25 2.14 2.15 0 

Euclidean Distance 

 
2
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ii

yxYXd   ||),(
ii

yxYXd

0, 1.23, 2.14, 2.15, 2.25,2.60, 2.75 0, 2.5, 6.5, 7.75, 8.25, 12.75, 13.25 

El patrón de expresión del gen X es similar al del gen Y? 
X=(x1,x2,x3,x4), Y=(y1,y2,y3,y4) 
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Ejemplo: 
Patrón de expresión génica 

0 0 2 1.18 

0 0 2 1.18 

2 2 0 0.82 

1.18 1.18 0.82 0 

Correlation Distance 

0 12.75 13.25 6.50 

12.75 0 2.5 8.25 

13.25 2.5 0 7.75 

6.50 8.25 7.75 0 

Manhattan Distance 

0 2.60 2.75 2.25 

2.60 0 1.23 2.14 

2.75 1.23 0 2.15 

2.25 2.14 2.15 0 

Euclidean Distance 
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0, 1.23, 2.14, 2.15, 2.25,2.60, 2.75 0, 2.5, 6.5, 7.75, 8.25, 12.75, 13.25 0, 0.82, 1.18, 2 

El patrón de expresión del gen X es similar al del gen Y? 
X=(x1,x2,x3,x4), Y=(y1,y2,y3,y4) 

Redes Complejas - Chernomoretz 12 



Similaridad en redes 

• Cuándo dos vértices de una red son similares? 

Newman Chap 7.12 
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Similaridad en redes 

• Cuándo dos vértices de una red son parecidos? 

– Similitud a partir de propiedades topológicas 

Equivalencia estructural 
dos nodos de una red son 
estructuralmente equivalentes 
si comparten muchos vecinos 

Equivalencia regular 
dos nodos de una red son 
regularmente equivalentes si tienen 
vecinos que son similares 

Newman Chap 7.12 
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Similaridad en redes 

• Cuándo dos vértices de una red son parecidos? 

– Similitud a partir de propiedades topológicas 

Equivalencia estructural 
dos nodos de una red son 
estructuralmente equivalentes 
si comparten muchos vecinos 

 Similitud entre nodo-i y nodo-j a partir del 
número de vecinos compartidos 

𝑛𝑖𝑗 =  𝐴𝑖𝑘𝐴𝑘𝑗

𝑘

= 𝑨2 
𝑖𝑗

 

=  𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘

𝑘

 

Producto interno entre  
los vectores fila-i y fila-
j de la matriz de 
adyacencia 𝐴𝑘𝑖 = 𝐴𝑖𝑘 

fila-i 

fila-j 

Vamos a concentrarnos en redes no-dirigidas  Redes Complejas - Chernomoretz 15 



Equivalencia Estructural  
Similaridad tipo Coseno 

fila-i 

fila-j 

 Similitud entre nodo-i y nodo-j a partir del número de vecinos compartidos, normalizado: 

𝜃 

nodo-i 

nodo-j 

𝜎𝑖𝑗 =
 𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘𝑘

 𝐴𝑖𝑘
2

𝑘  𝐴𝑗𝑘
2

𝑘

= cos 𝜃𝑖𝑗 

𝜎𝑖𝑗 =
 𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘𝑘

𝑘𝑖𝑘𝑗

=
𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖𝑘𝑗

 

redes no-pesadas 

nro vecinos comunes 
normalizado por la media 
geometrica de los grados 

modulo del vector  fila-j 
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• Similaridad como nro de vecinos mútuos 
respecto a lo que cabría esperar en una red al 
azar: 

Equivalencia Estructural  
Similaridad tipo Correlación de Pearson 

 𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘

𝑘

−
𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑛
 

 Probabilidad de un dado nodo de conectarse con el nodo-i 
y además con el nodo-j  de manera aleatoria: 

𝑘𝑖

𝑛

𝑘𝑗

𝑛
 

 Ergo, el nro esperado de nodos comunes resulta:  

𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑛
 

 Usamos como medida de similaridad la desviación del nro de vecinos 
comunes respecto del esperado en el caso aleatorio 
 

Redes Complejas - Chernomoretz 17 



Equivalencia Estructural  
Similaridad tipo Correlación de Pearson 

 𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘

𝑘

−
𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑛
 

Desviación del nro de vecinos 
respecto del esperado en el 
caso aleatorio 

fila-i 

fila-j 

𝑛 𝑐𝑜𝑣(𝐴𝑖 , 𝐴𝑗) 

El maximo valor de cov(Ai,Aj) se obtiene cuando ambos 
vectores son idénticos. Eso ocurre cuando: 

cov(Ai,Ai)= var(Ai)=𝜎𝑖
2 cov(Aj,Aj)= var(Aj)=𝜎𝑗

2 o 

=  𝐴𝑖𝑘 − 𝐴𝑖 𝐴𝑗𝑘 − 𝐴𝑗

𝑘

 

=  𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘 − 𝐴𝑖 𝐴𝑗

𝑘

 

=  𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘

𝑘

− 𝑛 𝐴𝑖 𝐴𝑗  

=  𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘

𝑘

−
1

𝑛
 𝐴𝑖𝑘

𝑘

 𝐴𝑗𝑙

𝑙
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Equivalencia Estructural  
Similaridad tipo Correlación de Pearson 

 𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘

𝑘

−
𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑛
 

fila-i 

fila-j =  𝐴𝑖𝑘 − 𝐴𝑖 𝐴𝑗𝑘 − 𝐴𝑗

𝑘

 

=  𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘 − 𝐴𝑖 𝐴𝑗

𝑘

 

=  𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘

𝑘

− 𝑛 𝐴𝑖 𝐴𝑗  

=  𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘

𝑘

−
1

𝑛
 𝐴𝑖𝑘

𝑘

 𝐴𝑗𝑙

𝑙

 

𝑟𝑖𝑗 =
𝑐𝑜𝑣(𝐴𝑖 , 𝐴𝑗)

𝜎𝑖
2𝜎𝑖

2

=
 𝐴𝑖𝑘 − 𝐴𝑖 𝐴𝑗𝑘 − 𝐴𝑗𝑘

 𝐴𝑖𝑘 − 𝐴𝑖
2

𝑘  𝐴𝑗𝑘 − 𝐴𝑗
2

𝑘

 

−1 ≤ 𝑟𝑖𝑗 ≤ 1 y resulta nulo si los nodos-i y j tienen el nro de vecinos esperados por azar Redes Complejas - Chernomoretz 19 



Equivalencia Estructural  
Superposición topológica (topological overlap) 

𝑇𝑂𝑖𝑗 =
𝑛𝑖𝑗 + Θ 𝐴𝑖𝑗

𝑚𝑖𝑛 𝑘𝑖 , 𝑘𝑗 + 1 − Θ 𝐴𝑖𝑗

 

Θ 𝑥 =
0 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 0
 1 𝑠𝑖 𝑥 > 0 

 
𝑇𝑂𝐴𝐵 =

3

3 + 1
= 0.75 

A B 
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Equivalencia Estructural  
Otras medidas de similaridad 

 Similaridad: podríamos utilizar el número de vecinos comunes 
normalizado por el número esperado 

𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑛

= 𝑛
 𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘𝑘

 𝐴𝑖𝑘𝑘  𝐴𝑗𝑘𝑘

 
 1, si el nij es el numero esperado en 

una red aleatoria 
 >1 si hay más vecinos comunes 
 <1 si hay menos 
 0 si no tienen vecinos en comun 

 Distancia Euclídea (distancia de Hamming en realidad) 

𝑑𝑖𝑗 =  𝐴𝑖𝑘 − 𝐴𝑗𝑘
2

𝑘

 

fila-i 

fila-j 

Nro de vecinos diferentes entre los dos nodos 

𝑑𝑖𝑗
 =

𝑑𝑖𝑗

𝑘𝑖 + 𝑘𝑗
=

1

𝑘𝑖 + 𝑘𝑗
 𝐴𝑖𝑘 + 𝐴𝑗𝑘  − 2𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘

𝑘

= 1 − 2
𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖 + 𝑘𝑗
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Equivalencia Estructural  
Otras medidas de similaridad 

 Similaridad: podríamos utilizar el número de vecinos comunes 
normalizado por el número esperado 

𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑛

= 𝑛
 𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑘𝑘

 𝐴𝑖𝑘𝑘  𝐴𝑗𝑘𝑘

 
 1, si el nij es el numero esperado en 

una red aleatoria 
 >1 si hay más vecinos comunes 
 <1 si hay menos 
 0 si no tienen vecinos en comun 

 Distancia Euclídea (distancia de Hamming en realidad) 

𝑑𝑖𝑗 =  𝐴𝑖𝑘 − 𝐴𝑗𝑘
2

𝑘

 

fila-i 

fila-j 

Nro de vecinos diferentes entre los dos nodos 

𝑑𝑖𝑗
 = 1 − 2

𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖 + 𝑘𝑗
 𝑠𝑖𝑗 = 1 − 𝑑𝑖𝑗

 = 2
𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖 + 𝑘𝑗
 

Redes Complejas - Chernomoretz 22 



Equivalencia Estructural  
 

 Similaridad: número de vecinos 
comunes normalizado por el número 
esperado 

𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑛

 

fila-i 

fila-j 

𝑠𝑖𝑗 = 2
𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖 + 𝑘𝑗
  Similaridad Euclídea (Hamming) 

𝑛𝑖𝑗 −
𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑛
→

𝑐𝑜𝑣(𝐴𝑖 , 𝐴𝑗)

𝜎𝑖𝜎𝑗
  Similaridad de Pearson 

 Similaridad tipo coseno 𝜎𝑖𝑗 =
𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖𝑘𝑗

= cos 𝜃𝑖𝑗 

𝑇𝑂𝑖𝑗 =
𝑛𝑖𝑗 + Θ 𝐴𝑖𝑗

𝑚𝑖𝑛 𝑘𝑖 , 𝑘𝑗 + 1 − Θ 𝐴𝑖𝑗

  Overlap Topologico 
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Equivalencia Regular 
 

Dos nodos son similares si sus vecinos lo son 

Versión que usaremos como definición: 
Dos vértices, i y j son similares si i tiene como 
vecino a  k, quien a su vez es similar a j. 

Newman Chap 7.12.4 

𝜎𝑖𝑗 = 𝛼  𝐴𝑖𝑘𝜎𝑘𝑗 + 𝛿𝑖𝑗

𝑘

 

𝜎𝑖𝑗 = 𝛼  𝐴𝑖𝑘𝐴𝑗𝑙𝜎𝑘𝑙

𝑘𝑙
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Equivalencia Regular 
 

Versión que usaremos como definición: 
Dos vértices, i y j son similares si i tiene como 
vecino a  k, quien a su vez es similar a j. 

Newman Chap 7.12.4 

𝜎𝑖𝑗 = 𝛼  𝐴𝑖𝑘𝜎𝑘𝑗 + 𝛿𝑖𝑗

𝑘

 

𝝈 = 𝛼𝑨𝝈 + 𝑰 

𝝈(0) = 0
𝝈 1 = 𝑰

           𝝈 2 = 𝛼𝑨 + 𝑰

                          𝝈 3 = 𝛼2𝑨𝟐 + 𝛼𝑨 + 𝑰
…

𝝈 =  𝛼𝑨 𝑚

∞

𝑚=0

= 𝑰 − 𝛼𝑨 −1

 

𝑥𝑖 = 𝛼  𝐴𝑖𝑗𝑥𝑗

𝑗

+ 1 

𝒙 = (𝑰 − 𝛼𝑨)−11 

Recordemos centralidad de Katz 

𝑥𝑖 =  𝜎𝑖𝑗

𝑗

 

Centralidad de Katz de un 
nodo es su similaridad, en 
el sentido regular, 
acumulada 

𝛼 < 1 
𝛼 < 1/𝜅1 

Autovalor dominante de A 
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Equivalencia Regular 
 

Versión que usaremos como definición: 
Dos vértices, i y j son similares si i tiene como 
vecino a  k, quien a su vez es similar a j. 

𝜎𝑖𝑗 = 𝛼  𝐴𝑖𝑘𝜎𝑘𝑗 + 𝛿𝑖𝑗

𝑘

 

Variante: 

𝜎𝑖𝑗 =
𝛼

𝑘𝑖
 𝐴𝑖𝑘𝜎𝑘𝑗 + 𝛿𝑖𝑗

𝑘

 

Nodos con alto grado tienen más vecinos, que 
pueden ser similares a terceros nodos, por lo que 
tienen mas chances de aumentar su nivel de 
similaridad general. Si se desea mitigar este efecto… 

𝝈 = 𝑫 − 𝛼𝑨 −1𝑫 Con D la matriz diagonal 
DiI=ki 

Si se desea incluir alguna noción 
de similaridad externa: Sext 

Variante: 

𝜎𝑖𝑗 = 𝛼  𝐴𝑖𝑘𝜎𝑘𝑗 + 𝑠𝑒𝑥𝑡
𝑖𝑗

𝑘
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 Similaridad: normalizado por el 
número esperado 

𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑛

 

𝑠𝑖𝑗 = 2
𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖 + 𝑘𝑗
  Similaridad Euclídea (Hamming) 

𝑛𝑖𝑗 −
𝑘𝑖𝑘𝑗

𝑛
→

𝑐𝑜𝑣(𝐴𝑖 , 𝐴𝑗)

𝜎𝑖𝜎𝑗
 

 Similaridad de Pearson 

 Similaridad tipo coseno 

𝜎𝑖𝑗 =
𝑛𝑖𝑗

𝑘𝑖𝑘𝑗

= cos 𝜃𝑖𝑗 𝜎𝑖𝑗 = 𝛼  𝐴𝑖𝑘𝜎𝑘𝑗 + 𝛿𝑖𝑗

𝑘

 

𝜎𝑖𝑗 =
𝛼

𝑘𝑖
 𝐴𝑖𝑘𝜎𝑘𝑗 + 𝛿𝑖𝑗

𝑘

 

𝜎𝑖𝑗 = 𝛼  𝐴𝑖𝑘𝜎𝑘𝑗 + 𝑠𝑒𝑥𝑡
𝑖𝑗

𝑘

 

Similaridades topológicas 

 Overlap topologico: 𝑇𝑂𝑖𝑗 =
𝑛𝑖𝑗 + Θ 𝐴𝑖𝑗

𝑚𝑖𝑛 𝑘𝑖 , 𝑘𝑗 + 1 − Θ 𝐴𝑖𝑗
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Detectando comunidades en redes 

Noción de comunidades: 

Partición de los N vértices de la red en M 
grupos tales que nodos de la misma 
comunidad sean más parecidos entre sí 
que respecto a nodos fuera de dicho 
grupo 

 Similaridad topológica de vértices 

 Heurística 

Redes Complejas - Chernomoretz 29 



Hacia una descripción mesoscópica 
comunidades en redes 

Nature 1999 Redes Complejas - Chernomoretz 30 



Detectando comunidades en redes 

Noción de comunidades: 

Partición de los N vértices de la red en M 
grupos tales que nodos de la misma 
comunidad sean más parecidos entre sí 
que respecto a nodos fuera de dicho 
grupo 

 Similaridad topológica de vértices 

 Heurística: Agrupamiento Jerárquico 
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Agrupamiento Jerárquico 

1. Se construye una matriz de similaridad de vértices a partir de la matriz de 
adyacencia 
 

2. Iterativamente se identifican grupos de nodos de alta similaridad 
siguiendo alguna de estas dos estrategias: 

1. Estrategia aglomerativa: se adosan sucesivamente nodos y 
comunidades de alta similaridad 

2. Estrategia divisiva: se dividen sucesivamente  comunidades, 
removiendo enlaces que conectan nodos de baja similaridad. 

 
3. El resultado del ordenamiento producido se puede visualizar en una 

estructura llamada dendrograma o árbol jerárquico. 
 

4. Es posible definir la partición en comunidades buscada a partir del 
dendrograma. 
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Agrupamiento Jerárquico: 
Ravasz 

1. Se construye una matriz de similaridad 
de vértices a partir de la matriz de 
adyacencia 
 
 

𝑇𝑂𝑖𝑗 =
𝑛𝑖𝑗 + Θ 𝐴𝑖𝑗

𝑚𝑖𝑛 𝑘𝑖 , 𝑘𝑗 + 1 − Θ 𝐴𝑖𝑗

 

Red metabolica E.Coli 
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Agrupamiento Jerárquico: 
Ravasz 

𝑇𝑂𝑖𝑗 =
𝑛𝑖𝑗 + Θ 𝐴𝑖𝑗

𝑚𝑖𝑛 𝑘𝑖 , 𝑘𝑗 + 1 − Θ 𝐴𝑖𝑗

 
1. Se construye una matriz de similaridad 

de vértices a partir de la matriz de 
adyacencia 
 

2. Estrategia aglomerativa: se adosan 
sucesivamente nodos y comunidades 
de alta similaridad 

 
 

Distancia entre grupos 
1

𝑇𝑂𝑖𝑗
= 

 Single linkage 
 Complete linkage 
 Average Linkage 
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1. Se asigna cada nodo a su propia comunidad y 
se evalua la similaridad entre todos los pares 
de nodos. 

2. Se identifica el par con la similaridad más alta 
y se los combina en un único grupo 

3. Se calculan las similaridades del nuevo grupo 
con todo el resto 

4. Se repite desde el punto 2 hasta que todos los 
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4. El dendrograma describe el orden en el 

que nodos fueron agregados a 
comunidades. Es posible definir la 
partición en comunidades buscada a 
partir del dendrograma_ 
 

 
 

A 

F 

B 

C 

D 

E 

A,F 

B 

E 

C,D 

Redes Complejas - Chernomoretz 40 



Topological Overlap y Dendrogramas 

Fig 3 Ravasz 2002 

Matrix de TO con filas/columnas 
reordenadas segun dendrograma 
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Agrupamiento Jerárquico:ejemplo 

Science 2002 
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Aproximando la red metabolica 

Proyeccion en red de sustratos Reduccion bioquimica 
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Aproximando la red metabolica 

Reduccion topologica 
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Topological Overlap y Dendrogramas 

Fig 3 Ravasz 2002 

Matrix de TO con filas/columnas 
reordenadas segun dendrograma 
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Agrupamiento Jerárquico 
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Se utiliza muchisimo para encontrar clusters 
pero… 

dist 

 Utiliza una organización jerárquica de los elementos que 
puede no existir en los datos reales. 
 

 N(N-1)/2 grados de libertad asociados a la matriz de 
similaridad. Los dendrogramas generados en cambio 
poseen sólo N-1 merges.  Asumir orden jerárquico 
reduce la cantidad de información! 
 

 Dendrogramas satisfacen                                          
propiedad ultrametrica : 

     dist(a,f) < max(dist(a,b), dist(b,f)) 
 

 Entonces el procedimiento produce en realidad un 
mapeo entre un espacio métrico (o semi métrico) y uno 
ultramétrico 

dist(a,f) < dist(a,b) + dist(b,f) 
desigualdad triangular 
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