GUIA 1B: Cuantizaciéon de cuerdas abiertas y cerradas.

En esta guia se comenzard el estudio de la cuantizacion de la cuerda cerrada y la abierta (con c.c. de
Neumann), dejando para la guia siguiente el analisis de la condicion que lleva a que D = 26 en la cuerda
bosonica y el analisis del espectro en términos de representaciones del grupo de Lorentz.

1. El desarrollo en modos de las soluciones de cuerda abierta (con condiciones de Neumann) y cerrada
(usando alguna eleccion conveniente de constantes; su conveniencia quedara clara en el ejercicio
siguiente) es:
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e Cuerda cerrada: o € [0,27] of y @&, independientes

A partir de la definicidén de p* como una coleccion de cargas conservadas asociadas a la invariancia
ante traslaciones en el espacio ambiente, halle la relacién entre off y p*. Note la diferencia entre p*
(una constante) y el momento canonico conjugado
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PY(r,0) = X

, relevante para el préoximo ejercicio.

2. A partir del corchete de Poisson entre las X* y PY(momento canonico conjugado):

{X*(o,7),P"(c’,7)} = n"6(0 — o)

halle los correspondientes corchetes entre los modos de oscilacion o, que aparecen en la expansién en
modos del ejercicio anterior.

3. Simetria residual Como se vio en la gufa 1A, las e.o.m y vinculos correspondientes a la accion de
Polyakov son:

Yo XH = 0
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Como se vio alli, toda metrica en dos dimensiones (de signatura Lorentziana), mediante el uso de la
simetrfa ante reparametrizaciones, puede escribirse como Y4, = Q2%14, siendo  una funcién arbitraria
(no nula y con otros requisitos de suavidad) en la hoja de mundo.

(a) Reescriba las ecuaciones anteriores en ese gauge y verifique que € se factoriza de modo que en
las ecuaciones puede reemplazar v por 7 (trivial)



(b) Reescriba las ecuaciones de movimiento y vinculos usando las coordenadas cono de luz, definidas
por:
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(¢) Muestre que ante la transformacion:
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o = fT(o), o= = (o)
siendo las f* funciones arbitrarias de o&, dichas ecuaciones quedan invariantes.

Este altimo grupo de simetrias no es otra cosa que el grupo de transformaciones conformes (objeto
de una guia futura)

4. Considere las coordenadas X+ = i2(X0 + X1). La libertad dada por la simetra residual permite

elegir a las coordenadas de la hoja de mundo de modo tal que se cumpla:
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(para la cuerda cerrada; hay un 2 diferencia con la cuerda abierta), desapareciendo como grados de
libertad los infinitos modos de oscilacion X

(a) Muestre que los vinculos permiten despejar X~ en términos de los modos transversales, es decir,
de las coordenadas X* con i =2,...,D — 1

(b) Reescriba la relacién conocida entre M? = —p,p* y todos los modos de oscilacién pero ahora
usando las coordenadas cono de luz. Verifique que M? queda escrito exclusivamente en términos
de los modos transversales.

5. Considere la cuerda cerrada. Escriba la expresion de Lo y Lo (recuerde que estos son los modos ceros
de T\ y T__ respectivamente, reescaleados por %) a nivel cuéantico (con la prescripciéon de orden
normal) limitandose solo a un ntmero finito de osciladores' (n = 1...N) y muestre que este queda
escrito como:

siendo a) = _¥(21{Y=1 n). Esta cantidad diverge cuando N — oo pero a través de una adecuada

regularizaciéon, se muestra que el limite da a = 1, siendo este valor consistente con la simetria de
Lorentz (esto y el hecho de que D = 26 se veran en la proxima guia).

!Este rodeo que damos, al definir un a"v) finito, es solo una manera de evitar algo escandaloso desde el principio



6. Definiendo las cantidades (a nivel clasico):
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an = —Qn
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Vvn
(n > 0) y siguiendo las reglas de cuantizacion usuales, muestre que los operadores correspondientes
satisfacen reglas de conmutacion similares a infinitos osciladores armonicos desacoplados:

" am] = N 6nm (1)

a2,

con (ah)t = a",,, jugando los a”, (n > 0) el rol de operadores de creacion. La correspondencia
es exacta para u # 0 y no encaja por un signo en el caso u = 0. Muestre ademas, siguiendo un
procedimiento similar, que off como operador conmuta con todos los ay,.

7. Los estados fisicos de la cuerda se pueden construir siguiendo un procedimiento similar al del oscilador
armonico cuantico, partiendo de un estado | p# >, autoestado de af con autovalor proporcional a
p’. Esta familia de estados, caracterizadas por un indice continuo, juega un rol analogo al del estado
fundamental del oscilador armonico, siendo aniquilado por todos los ay, con n > 0. El espacio de
estados se construira aplicando a” , a este estado fundamental. La diferencia con el caso del oscilador
armonico es que al estado fisico se le pide que satisfaga vinculos (Lo | ¥ >= Lo | ¥ >= 0).

Muestre que entre los estados generados por accion de los a”, existen estado de norma negativa y

que por tando no puede construirse el Hilbert usando estos operadores indiscriminadamente.

8. Muestre que con la eleccion a = 1 , la expresion del operador M? es:
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en la cuerda abierta (con condiciones de Neumann) y

M? ( 2+Z (na_n’al +na’ aé))

Recuerde que esta equacion debe leerse no como una igualdad entre operadores sino como una
condici6n sobre los estados fisicos: M?| ¥ > = 2 (=2 + 32 | (na_,”a) +na’,a)))| ¥ >.

9. Escriba explicitamente los estados en los 3 primeros niveles, optenidos a partir del estado fundamental
de momento p* | denotado por | p* >, tanto en la cuerda abierta como cerrada y cuente los grados de
libertad en cada nivel. Recuerde que en el caso de la cuerda cerrada el vinculo Ly = Ly = 0 impone
que los estados fisicos ¥ > deben satisfacer la igualdad:

oo oo
Z (na_n,’al) | ¥ >= Z(nd,n Y| ¥ > level matching
n=1 n=1

Este simple conteo servird para organizar los estados en respresentaciones del grupo de Poincare en
D dimensiones ( guia siguiente)



