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(Para donde apunta esta fuerza?

En Fisica 1 es comtn encontrarse con la siguiente situaciéon: un cuerpo estd bajo la accién varias
fuerzas, de las cuales se conoce una sola, por ejemplo, el peso, y se trata de encontrar cuanto
valen las otras. El planteo habitual empezara por hacer un dibujo donde aparezcan las fuerzas
aplicadas. Es decir, el cuerpo en cuestiéon y una serie de vectores cuyas direcciones suelen estar
dadas por la geometria del problema. Al hacer el diagrama uno elige arbitrariamente el sentido
en que apuntan las fuerzas desconocidas.
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[(En qué sentido hay que dibujar la fuerza normal N? Da lo mismo, el problema se las arregla por si mismo para que el vector N
sea independiente de esa eleccion.]



Si, al calcular las fuerzas, se comprueba que alguna de éstas tenia el sentido opuesto al dibujado
eso no significa que deba plantearse todo el problema nuevamente, con el dibujo de las fuerzas
corregido. El dibujo es simplemente una guia. Si alguna de las fuerzas incégnita se dibuj6 segtin
la direccién y el sentido del versor X, por ejemplo, en las ecuaciones tal fuerza aparecera escrita
como F = Fx. Si luego de resuelto el problema resulta que F es una cantidad negativa eso no
invalida el procedimiento. Lo que si suele ocurrir es que, si el problema va a ser expuesto en clase
0 escrito para su publicacién, entonces uno rehace los dibujos y elige las fuerzas de manera que
sus valores sean positivos. En el ejemplo anterior, en la versioén en limpio del problema se dibujara
la fuerza F en el sentido opuesto al de X y se obtendrad que F es una cantidad positiva.

Debe quedar claro que no hay ninguna contradiccion entre dibujar un vector en cierto sentido y
decir luego que su valor es negativo. Existen otros muchos casos andlogos: si al calcular cudnta
agua se congela en un calorimetro que contiene hielo y agua liquida, se obtiene que se congela
una cantidad negativa, eso se interpreta diciendo que se funde una cantidad positiva de hielo;
si al calcular las corrientes en un circuito se obtienen valores negativos, eso significa que ciertas
corrientes que se dibujaron entrantes a un nodo eran en realidad salientes, o viceversa. Uno
podria prescindir del dibujo y asignar a todas las fuerzas valores F;, sin proponer ningtn signo
determinado. Ahora bien, esto no es motivo suficiente para renunciar a los dibujos y diagramas.
Su utilidad no disminuye porque el resultado analitico esté en contradiccion con las flechitas que
hemos dibujado. Matematicamente, es equivalente decir que F = —Fx que decir que F = F (—x%).
Cada uno de esos enunciados corresponde a un sentido distinto de la flechita dibujada en el
diagrama, pero no altera el contenido fisico.

~Fx F(—%)

¢Qué tiene que ver lo anterior con los problemas de ondas planas? Tal vez ustedes pensardn que
puede darse el caso de que uno dibuje una onda yendo para un lado, y que luego de resolver
el problema se dé cuenta de que en realidad deberia haberla dibujado para el otro. Bueno, eso
puede pasar. La analogia en ese caso con los problemas de fuerzas o corrientes seria demasiado
cercana como para justificar estas notas. Serfa algo facil de manejar para ustedes. La cuestion es
otra, aunque en el fondo veremos que se trata de lo mismo. La experiencia indica que es uno de
los puntos mads dificiles de asimilar.

La pregunta es: ;qué pasa si dibujamos un vector de onda en cierta direccién y cierto sentido
y al resolver el problema descubrimos que el vector que dibujamos tenia parte real e imaginaria
distintas de cero?

El asunto parece a primera vista mds dificil de resolver que un problema de signos o sentidos. In-
cluso si el vector de onda fuera un vector imaginario puro, no nos preocuparia demasiado, porque
después de todo la unidad imaginaria i acttia como una constante multiplicativa cualquiera. Pero
un vector de onda con parte real e imaginaria distintas de cero viene a cuestionar no sélo la forma



en que lo representamos en un dibujo, sino la forma en que dibujamos los propios campos. Por
ejemplo, ;como debe aplicarse la regla de la mano derecha para calcular B = Sk x E cuando
resulte imposible alinear el dedo mayor en la direccién de un vector k que sea igual, por decir
algo, a x +1y? ;Habra que crecer dedos imaginarios?

Si la resolucion del problema se basé en un diagrama, y si los resultados indican que ese diagrama
en verdad no se puede dibujar, uno se queda con la impresién de que hay una especie de
invalidacién en el procedimiento, de que existe una contradiccién légica o de que hay algo
incompatible con las hipétesis iniciales. Veremos que un nimero de onda complejo no es mas
dificil de manejar que un namero de onda negativo, y que los diagramas mantienen su utilidad.

Reflexion total interna

El problema mads sencillo en donde aparecen vectores de onda complejos es el de la reflexiéon
total interna. Iremos paso a paso, distinguiendo las elecciones que son arbitrarias de las que son
necesidades logicas. El objetivo es ver como aparecen vectores de onda complejos en un problema
en el que todos los datos son reales. Primero resolveremos el problema ayudados por un dibujo,
como es habitual. Después veremos como podemos hacer todo sin referencia a ningtin diagrama.
La conclusién serd que atn en el caso de que aparezcan vectores de onda complejos, el diagrama
conserva su validez para guiar los cédlculos.

Recordemos brevemente lo que ocurre: dos medios dieléctricos con indices de refracciéon n y n’,
con n’ < n, estdn separados por una interfase plana, y una onda plana incide sobre la interfase
propagandose desde el primer al segundo medio. El caso tipico seria una fuente de luz sumergida
en el agua y dirigida hacia la superficie. Todos los parametros que caracterizan a los dieléctricos
son cantidades reales y positivas: €, i, n = /€y, etc. La frecuencia w también es real y, sin pérdida
de generalidad, puede tomarse positiva. Una de las hipétesis adicionales, que suele pasarse por
alto, es que el vector de onda de la onda incidente también es real, y que su componente normal
a la interfase tiene el signo correcto, de manera que la onda en verdad se propaga desde el primer
medio al segundo. Si la normal a la interfase, dibujada como un versor que va desde el primer
medio hacia el segundo, es n, y el vector de onda incidente es k;, se entiende que k; - n > 0.

Todo esto corresponde a una situaciéon de laboratorio idealizada: la fuente de luz estd en una
posicién especifica respecto de la interfase, la direccién y el sentido de incidencia son inequivocos
y el vector nimero de onda de la onda incidente puede considerarse real. Esto Gltimo no es tan
restrictivo ni arbitrario como parece: a los efectos practicos, lo tinico que interesa es la amplitud
de la onda incidente sobre la interfase. Si el vector de onda incidente tiene una parte imaginaria
(lo que indicaria que en el primer medio hay atenuacion), el factor e %= puede ser absorbido en
la definicién de la amplitud de la onda sobre la interfase. Mds atn, el origen del tiempo puede
elegirse de modo que, sobre la interfase, la amplitud de la onda incidente sea real. Probablemente
el aspecto en el que mads difieran la situacién idealizada de la experimental sea en la hipétesis de
que se trata de una onda plana monocromatica.



Si todo pudiera dibujarse y otros animales fabulosos

En resumen: podemos resolver el problema asumiendo que la onda incidente estd definida por
un nimero de onda que es un vector real y por una amplitud que también es real. Los dieléctricos
estdn caracterizados, asimismo, por permitividades y permeabilidades reales. A primera vista
todo es dibujable* sobre el papel. Vamos a calcular las amplitudes de las ondas reflejadas y
transmitidas como si todas las magnitudes pudieran representarse como cantidades reales en un
dibujo. La figura muestra el caso de incidencia TE.

ky
E; E,
H; H;

ki \oloe

eun
U X
€/LL/T‘L/
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El vector de onda incidente es
ki =cos0z+sinOx. (1

Pero la onda es verdaderamente incidente sélo si

Uy s
—5 <0< 5 2
donde 0 se mide a partir del semieje z positivo, en el sentido antihorario respecto del eje y. Sin
pérdida de generalidad podemos tomar 0 < 0 (y por lo tanto 0 < sin0). El otro caso corresponde

a reflejar el problema respecto del plano zy.

La compatibilidad de las condiciones de contorno sobre la interfase implica que las componentes
en la direccion x de los tres vectores de onda son iguales,

k1x :kZX :k3X Ek|| (3)
Sabemos ademas que
wn wn’
ki =ky=—, k3 = ) “4)
c c

*El comité de ética de la RAE puede ir a ver si ya puso la marrana.
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donde k; = v/k; - ki. Por el momento asumimos que todo es real. Luego, a partir del diagrama,
leemos que
kix - ki sin ei) (5)

y entonces deducimos que
sin 07 = sin 0, nsin®; =n’sin03. (6)

La igualdad sin 6 = sin 0, no fija univocamente el &ngulo 6,. Podria ser 6, = 67 o bien 6, = n—06;.
Notar que 0, se mide a partir del semieje z negativo, en el sentido horario respecto del eje y. Si
tomdasemos 0, = 7w — 07, obtendriamos

k, = % —cos(m—07) Z+sin(m—04) x| = % (cos07z+sin0; x) = k. (7
Pero si k, = kj, en el primer medio no hay dos ondas, como habiamos supuesto, sino una sola.
Puede demostrarse que el problema en donde s6lo hay una onda a cada lado de la superficie es
un caso especial del problema de tres ondas, que ocurre cuando la amplitud de la onda reflejada
es cero. De manera que sélo nos interesa considerar el caso 6, = 0;. Vale la pena mencionar que
la amplitud reflejada s6lo puede anularse para incidencia TM, y que el dangulo de incidencia para
el que sucede tal cosa se denomina dngulo de Brewster. Desde ahora escribiremos 8; =0, =0y
03 = 0’. Lo importante es recordar que los tres vectores de onda comparten la misma proyecciéon
sobre el eje x.

En el diagrama también hemos dibujado las amplitudes de los campos E y H. Tratdndose de
incidencia TE, todos los vectores E estan en la direccién y, perpendicular al plano del papel. Los
vectores H estdn dibujados aplicando la regla de la mano derecha a través de las relaciones

ki x E; = %Hl — Hi = E]A(l X Ei, (8)
donde
k= ©)
i— ki.

Es fAcil leer en el dibujo cudles son las proyecciones de los campos sobre el plano de la interfase.
Las condiciones de continuidad de E y H tangenciales son:

E; +E; =E;3,
!
n (E;1 —Ez)cos0 = n_/ EscosO’. (10)
w
Luego,
/
£ E(:ose—n—,cose’ £ ZECOSG
1 3
= e T (1)
2 —cose+—/cose’ ! —cose—i-—/cose’
m mn m mn

Lo tnico que falta precisar es el valor de cos0'. Sabemos que

. n .
sin 0’ = ;sme, (12)
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entonces

2
coselzi\/l—(%sine) . (13)

La ley de Snell deja dos posibilidades para el valor de cos@’, pero ése es un detalle menor. Mas
preocupante es que bajo el signo de la raiz aparecerd una cantidad negativa siempre que nsin 6
sea mayor que n’ (recordar que estamos asumiendo que 0 < sin 6, por eso omitimos las barras de
valor absoluto). Esta alternativa es del todo posible. En efecto, si n’ < n, basta con incidir con un

angulo 0 tal que

N <o, (14)
n

En tal situacién, cos ' resultaria imaginario puro, y en verdad no todo serfa tan dibujable como
supusimos. Notar que esto no puede ocurrir si n < n’, pues requeriria un dngulo 0 tal que
1 <sin0, y por lo tanto 0 deberia tener una parte imaginaria distinta de cero, contrariamente a las
hipétesis del problema, que asumian un dngulo de incidencia real. El angulo limite a partir del
cual cos 0’ se vuelve imaginario se llama dngulo critico, y queda definido por

TL/

sinf, = —. (15)
n

Primer caso: nsin® < n’

Analicemos primero el caso menos problematico de interpretar, cuando nsin® < n’. La cantidad
bajo la raiz en la Ec. (13) es entonces mayor o igual que cero, 0’ es un dngulo real y el vector k;
puede representarse sobre el papel como un vector ordinario. Los dos signos posibles para cos 0’
en la Ec. (13) expresan el hecho de que la onda en el segundo medio puede viajar en dos sentidos:
desde o hacia la interfase. Es decir, la onda que llamamos transmitida podria en realidad ser
incidente. Esto no contradice ninguna de las hipétesis del problema, y es completamente anédlogo
al caso mecdnico que tratamos en la primera pagina. Sin embargo, esta situacién, en la que hay
una onda incidente a cada lado de la interfase pero una sola onda reflejada, es experimentalmente
dificil de realizar. Supondria disponer de dos fuentes de luz, precisamente calibradas en amplitud
y en fase de manera que valiera la condicién

£ ZECOSG
b a0
! —Cos9+—/cose’
i m

Y no sélo eso, sino que el angulo 8’ también deberia ser fijado externamente en el valor adecuado
dado por la ley de Snell.

En una situacién experimental ordinaria, con una sola fuente de luz, no hay dos ondas incidentes,

y por lo tanto debemos quedarnos con la onda que verdaderamente se transmite al segundo
medio. Es decir, debemos pedir que sea 0 < k3., y por lo tanto

cos@’=+\/1 - (%sme)z. (17)
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Debe quedar claro que la otra solucién es perfectamente valida. En todo caso, la condicién de que
sea 0 < k3, debe tomarse como un vinculo adicional, algo que uno fija arbitrariamente y que esta
de acuerdo a las condiciones experimentales usuales.

Hasta aqui no ha habido ninguna dificultad especial. Mientras nsin® < n’ el vector de onda en
el segundo medio es real y todo es representable en un diagrama. Ahora veremos el otro caso.

Segundo caso: n' < nsin 0

Si fuera n’ < nsin®, la aplicacién lisa y llana de la ley de Snell implicaria
2
cos? 0’ =1— (1/ sin 9> <0, ) (18)
n

lo que se traduce a su vez en que

2
cose’zii\/(%sin9> . (19)

La forma de obtener un coseno puramente imaginario es a través de un dngulo que se escriba
como ¢ = 5 —1ix, con « real. En efecto,

o, T, LT
COS (p = COs E—wc :COSE COSICX—FSIHE SIn 1

= ﬂ = isinh «. (20)
2i

A partir de este momento vale preguntarse si tiene sentido continuar. Después de todo, nuestra
deduccién de la ley de Snell se basa en una comparaciéon de las proyecciones de los vectores de
onda sobre el plano de la interfase. Esa proyeccién la obtuvimos apoydndonos en un dibujo que
representaba a 0’ como un dngulo ordinario, lo que vuelve cuestionable la deduccién posterior,
toda vez que esa misma deduccién nos dice que el dngulo 0’ es imaginario y que el dibujo no
puede tomarse como literalmente valido.

Ignorando el consejo de las gentes sensatas de calcular primero y preguntar después, no seguire-
mos adelante con el problema de la reflexion total interna hasta que no sepamos cémo resolver la
aparente inconsistencia relacionada con los dngulos complejos.

iMira! Hago calculos sin usar las manos

La pregunta que queremos responder ahora es si los resultados que dedujimos antes siguen
valiendo cuando cos 0’ es imaginario. Tal vez la instancia mas evidente en donde el calculo podria
invalidarse sea al tomar las proyecciones tangenciales de los vectores H;, puesto que es algo que
hicimos basdndonos en los diagramas. Reproducimos a continuacioén la figura en cuestion.



e/
H;3

?

H3 cos 0/

Cuando el dngulo 0’ no es real: ;tiene sentido decir que la proyeccion de H3 sobre el plano de
la interfase es simplemente —H3z cos 0’ en la direccién x? Mads fundamental atin: ;qué significa
cos 0'? La forma mds inequivoca de contestar estas preguntas es independizandonos por un rato
de los diagramas. Lo que sigue es la deduccion de la ecuacién de continuidad para H tangencial

y del vector de onda k3 sin hacer trampa mediante dibujos moralmente cuestionables.

iFuera de aqui, Angulo de Transmision!

La relacion entre los campos E3 y H; es

1
2 H3 = - k3 x E3.
¢ 28
Para incidencia TE,

E; = E3g.

Por otro lado, conocemos la componente x de k3, porque es comtn a todas las ondas:

ks = k|| X + K3, z,
donde

kH :k1X:k] -&:k] sin 0

w .
= —n sin0.
c

1)

(22)

(23)

(24)

No hay nada que objetar en el calculo de k;;, debido a que, por hipétesis, k; es un vector real.

Combinando las ecs. (21), (22) y (23) resulta:

Hy = —

o (k) 2 — k3. %) Es.

(25)



Para escribir la condicién de continuidad de la componente tangencial de H necesitamos tnica-
mente la componente x de Hz. Recordar que k; real implicaba k, real, de modo que en el primer
medio las proyecciones tangenciales de H; y H, se calculan sin ambigiiedades,

Hiy = — 2, cos, H,, = EEZ cos 6. (26)
i

En definitiva, la continuidad de H tangencial a través de la interfase se escribe como

M ET—E,) cos® = — ks, Es. 27)

/

Falta decir como calcular k3, en términos de los datos del problema. En primer lugar, sabemos
que

w 2
ks ks = (?n'> , (28)
y esto implica
w 2
ki = (o) (29)

De aqui y de la Ec. (24) se obtiene

k3Z::l:%n’ \/1 - (w(;/k>2:i%n’ \/1— (%sme)z. (30)

Sinsin© es menor o igual que n’, entonces k3, es real. La eleccién del signo es hasta cierto punto
arbitraria: como dijimos antes, la situacion experimental usual serd aquella en que no haya onda
incidente desde el segundo medio, de modo que deberd tomarse 0 < ks,

Ksr = 2/ \/1 — (nl sin e)z. G1)

c

Si, por el contrario, nsin © es mayor que n’, k3, serd imaginario puro,

2
kgz:iign’\/<l/sin9> 1= +ix, (32)
C n

donde podemos convenir en que k > 0. Ahora la eleccién del signo no es arbitraria: el campo
eléctrico en el segundo medio, con su dependencia espacial y temporal explicita, resulta

Es(r,t) = E; ™™ @Y = E3 exp [i (kx £ikz — wt)]
= E3 exp (Fkz) exp [i (kHX — wt)] , (33)

por lo tanto si eligiéramos k3, = —ik obtendriamos una solucién divergente para z — oco. De
modo que en este caso también debemos tomar la raiz con el signo positivo. Concluimos entonces
que, tanto si k3, es imaginario puro o real, es

2
K3, = Lo \/1 — (l/ sin 9) , (34)
c n
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con la convencién de que si dentro de la raiz figura un ntimero negativo se tomard

\/1—(%sin@)zz—l—i\/(%sine)z—]. (35)

Debe quedar claro que si el segundo medio es acotado en la direccién z, como en el ejemplo de la
reflexion total interna frustrada, entonces habrd que conservar siempre las dos soluciones posibles

para k3., sin importar si es real o imaginario.

Volviendo a la condicién de continuidad para la componente tangencial de H, Ec. (36), queda

MET—Ey) :n—:E3 \/1—<l,sine>2. (36)
n u n

Préstese especial atencién al hecho de que en ningtin momento hemos asociado un angulo con el
vector k3. El tinico d&ngulo que aparece es 6, que, por hipétesis, es real. Para deducir las ecuaciones
anteriores nunca nos basamos en un dibujo a partir del cual leyéramos las proyecciones de los

vectores k3 o Hs.

La ecuacién de continuidad de E tangencial no requiere ningtin comentario, es, como antes
Ei; + E2 = E3, (37)

y junto con la Ec. (36) definen por completo los campos E, y E3 en términos de los datos del
problema, a saber, E;, 0 y las permeabilidades y permitividades de cada medio.

Esto merece contrastarse con la primera situaciéon que consideramos, cuando todo era real y dibu-
jable. Cuando dedujimos las ecuaciones de continuidad, leyendo directamente las proyecciones
de cada vector a partir del dibujo, escribimos el par de ecs. (10); en particular, para la componente

tangencial de H obtuvimos
/

E, —E,)cos0 = E— E3 cos 0/, (38)

cos0’ = \/1 — <% sin 9)2. (39)

Fijense entonces que la Ec. (36), deducida sin referencia a ningtin dibujo cuestionable, es idéntica
a la Ec. (38). Aun en el caso en que 0’ tenga parte imaginaria distinta de cero, todo sigue
funcionando como si valiera la Ec. (39). Es mas, sea lo que sea el “dngulo” 6’, si cos 0’ estd dado
por (39), debe ser entonces

n

—(

i
donde, segtn la Ec. (17),

. no.o\?
sin?@’ = <F sin 9) , (40)
y recuperamos la ley de Snell,
nsin® =n’sin0’. 41)

En resumen: esa aparente abominacién que es 8’ cuando nsin® es mayor que n’ aparece en
todas las ecuaciones del mismo modo en que aparecia el real, el inocente, el siempre dibujable e
inofensivo 0’ cuando nsin ® era menor que n'. El dibujo sigue valiendo como guia aunque k; no
sea en verdad dibujable. Y ése era todo el asunto.
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El regreso triunfal del Angulo de Transmision
Veamos qué sucederia si definiéramos el angulo 0’ a través de la ecuacién

k; = %n' (sin®’%x + cos 0’ z), (42)

sin referencia a ningtn dibujo. Lo fundamental aqui es que la igualdad
sin? @ + cos® @ = 1 (43)

es vélida para todo ¢, tenga o no parte imaginaria igual a cero. La tinica condicién que exigiamos
a priori para k3 en la Ec. (28) es que su cuadrado fuera igual a (wn’/c)?. La definicion (42)
satisface esto automéaticamente. Estamos definiendo 0’ en términos de k3, contrariamente a lo que
haciamos al leer k3 a partir de ciertos dngulos en un dibujo.

La igualdad de las componentes tangenciales de los vectores de onda fija el valor de sin 0/,

/
sin 0’

wn wn
Kix = k3x = —sinf =
c

= nsin® =n’'sin0’. (44)

Notar que en el lado izquierdo de la dltima igualdad figuran todas cantidades reales, y que el
angulo 0 se puede representar en un dibujo ordinario y tiene el significado geométrico usual. En
cambio, en el lado derecho figura el seno de un dngulo que no necesariamente puede definirse
de manera gréfica. Lo tnico que hemos hecho ha sido definir un objeto al que caprichosamente
llamamos sin 0'. Pero esta vicisitud termina siendo anecdética: la Ec. (44), que expresa la ley de
Snell, se escribe igual que si todo pudiera dibujarse.

Fijados el valor de sin0’ y la componente x de ks, entonces el cos0’ y la componente z quedan
dados por

cos 0’ =:|:\/1 — (%sin@)z

ks, = 4+ &1 \/1 - (nl sin e)z. 45)

(¢

Esta expresion es vélida independientemente de si lo que figura bajo la raiz es o no mayor que cero.
Ya discutimos mds arriba cémo la elecciéon del signo frente a la raiz depende de las condiciones
del problema.

El punto central que hay que recordar es el siguiente: ks puede definirse segtin una ecuacién
que tiene la misma forma tanto si 6’ es real o no. Por lo tanto, todas las ecuaciones que se
deduzcan de esa ecuacion inicial tendran la misma forma que si todo fuera representable por
vectores reales en un dibujo. Las ecuaciones se deducen a partir de operaciones sobre vectores.
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Si los vectores se escriben de la misma forma, las ecuaciones serdn de la misma forma, aunque
cambie la interpretacion de ciertas componentes de los vectores de onda. Aunque ya no pueda
interpretarse literalmente, el dibujo sigue siendo valido para construir las ecuaciones, y permite
escribirlas de manera méas inmediata.

Ante la duda, siempre tienen el recurso de escribir todas las ecuaciones sin acudir a ningtn
dibujo indibujable, y de resolver todo vectorialmente. Los diagramas son prescindibles. Goldstein
emite una amarga queja acerca del estilo expositivo relacionado con esa renuncia. En uno de los
apartados bibliogréficos de su libro de mecénica hace la siguiente resefia:

E.T. Whittaker, Analytical Dynamics. A well-known treatise that presents an exhaustive
treatment of analytical mechanics from the older viewpoints. The development is
marked, regrettably, by an apparent dislike of diagrams (of which there are only four
in the entire book) and of vector notation [...]. (H. Goldstein, Classical Mechanics, 2nd
ed, p. 30.)

Cuando tengan escriapulos acerca de como calcular las componentes del nimero de onda, acudan
directamente a su definiciéon. Si k| y k? = k - k son conocidos, lo tinico que tienen que hacer es
escribir

ki =k* —kf, (46)

y seleccionar el signo correcto de la raiz. Si el medio es acotado en la direccién perpendicular a
la interfase, ambos signos seran aceptables y en general habrd que tener en cuenta las dos ondas.
Para un dieléctrico ordinario, k* = pew?/c? es un ntimero real. Cuando haya disipacién o el
medio sea conductor, el propio k? puede ser un nimero con parte imaginaria distinta de cero.
Para mas detalles, miren el libro de J.A. Stratton, Electromagnetic Theory.

La reflexion total interna revisitada

Convencidos entonces de que las condiciones de continuidad en la interfase se escriben (en el caso
TE) como

B, +E; = Es,
/
E(E —E,) cos0 = % Ez cos 0/, (47)
donde
n 2
cos0' =4+4/1— (; sin@) , (48)
la solucién para las amplitudes reflejadas y transmitidas es
!/
Ecose—n—lcose’ 2% cos0
E2_u H E _ H (49)
E;, n n’ ’ E; n n’ )

—cose—l——/cose’ —COSG—I——/COSG’
m m
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Cuando n’ es menor que n, y el seno del angulo 0 sobrepasa el valor critico n’/n, obtenemos

;. nsin®\?
cosB’' =1 - —1
n

= 1, (50)

donde el signo frente a la raiz se ha elegido para que la solucién sea acotada cuando z — oo, ya
que

wn’

c

cos @’

k; Zkgxf(—l-kgzizkufc—f—

iks-r

— etk T = glkyx g=Kz, (51)

Asi, la fase de la onda se propaga en la direccion x y su amplitud se atentia en la direccion z.

La observaciéon fundamental es que, al ser cos 0’ un ntimero imaginario puro, la amplitud de la
onda reflejada se escribe como un ntimero complejo dividido por su conjugado,

n .n’
—cos0 —1i—(

E /
E=a o (52)
! —cos O + i—/C
i n
de tal forma que
|E2|
= (53)

y la onda se refleja con una amplitud cuyo médulo es igual al de la onda incidente. Este es el
motivo de que se hable de reflexién total. El médulo de la onda reflejada es igual al de la incidente,
pero hay un corrimiento de fase. En efecto, escribiendo

!/

E cos 0 — i%& = pe'*, (54)

donde o y p son ntimeros reales, resulta
E; = Ey e, (55)

Es un error frecuente creer que cuando se produce la reflexiéon total se anula la onda transmitida.
Lo que ocurre es que la onda transmitida no transporta energia hacia el segundo medio; es una
onda evanescente que se propaga a lo largo de la interfase y que decae hacia el interior del
segundo medio.
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La longitud tipica de decaimiento estd dada por las Ecs. (50) y (51),

—1
, . 2
51— [“’“ \/(“SH}G) _1] . (56)
K c n
Notar que wn’/c es 2m/A’, donde A’ es la longitud de onda, correspondiente a la frecuencia

w dentro del segundo medio. Esto permite comparar & con una longitud caracteristica, ya que
entonces

1
. 2

L lzn\/<“m9> _1] . 57)

A n’

Justo cuando 6 toma el valor critico

/

sin 0, = =, (58)
n
d — oo y la onda se propaga sin atenuacién a lo largo de la interfase, pues es cos®’ = 0. Al

aumentar 0, la longitud de penetracién disminuye abruptamente. Cuando la incidencia es rasante
su valor alcanza un minimo, dado por

6;‘\1,1“ — [27( (ni)z 1 ]1. (59)

La figura de abajo muestra el caso de de incidencia agua—aire.
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Energia transmitida hacia el segundo medio

El promedio temporal del vector de Poynting calculado en el segundo medio, donde s6lo hay una
onda propagandose, es

(83(r)) = 5= Re|Es(r,t) x H3(r,t)] = 4 o

Re{Eg(r,t) X [kg x Eg(r,t)]* }, (60)

donde hemos usado que H3; = ck; x E/wp’. El término entre llaves es el término importante.
La forma de desarrollarlo es tipica, asi que deberian prestar atencion a los pasos siguientes. Lo
primero es facil, distribuir el doble producto vectorial,

E; x <k3 X Eg)* — P K — (K- Es) X 61)

Si el vector de onda fuera real podriamos usar la relacién de ortogonalidad
ks E; =0, (62)
pero en el caso general k3 # k3. Sin embargo, como k; = kj + ks, la relacién de ortogonalidad

implica
k|| : E3 = _k3z : E3> (63)

y, debido a que por hipétesis k|| es real, finalmente resulta
k; -3 =k|| -E3 +k§Z -Es = (k;z—kgz) -E3
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Reemplazando este resultado en la Ec. (61) queda
E; x <k3 x E3) = B3P K% + 2i (Im[ks,] - E3) E3. (65)

Luego, la Ec. (60) se escribe como

c c
8t wp’

(S3(r)) =

Re{ B 1 + 2i (Imlks.] - Bs) B} }. (66)

Ahora hay que analizar por separado cada caso, segtin sea 6 menor o mayor que el dngulo critico.

El vector de Poynting cuando no hay reflexion total interna

Cuando no hay reflexién total interna, Im(ks.] = 0 y el promedio temporal del vector de Poynting
en el segundo medio resulta

(¢ (¢

<S3 (I’)) = 8_71 w_u, |E3 (I‘,t)|2 k3) 0 < ec- (67)
Recordar que en esta ecuacién es
Es(r,t) = B3 "ot — |Es(r, ) = [, (68)

La altima igualdad depende de manera crucial de que ks es un vector real, y que, por lo tanto, la
exponencial tiene médulo 1. En definitiva, cuando no hay reflexién total interna es

¢ ¢
- 8wy’

(S3(r)) B3] ks, 0 <O, (69)
Noten que (S3) es en verdad independiente de la posicién. Este dltimo resultado asegura la
conservacion de la energia (en promedio temporal). Veamos por qué.

La ecuacion local para la conservacion de la energia relaciona la densidad de energia electromag-
nética u, el vector de Poynting S y el trabajo realizado sobre las corrientes libres. Se trata de una
ecuacion de continuidad con fuentes:

ou(r,t)
ot

+V-S(r,t) =j(r,t) - E(r, t). (70)

El promedio de la derivada temporal de una funcién acotada debe ser cero (traten de encontrar
un contraejemplo y se van a dar cuenta por qué). Luego, en promedio debe valer

V- (S(r, 1)) = (j(r,t) - E(r, 1)) (71)

Se sobreentiende que en todas estas ecuaciones figuran los campos verdaderos, que se obtienen
de tomar la parte real o imaginaria de E, H, etc. Si el medio es no conductor, la corriente es cero,
y la ecuacién de conservacion se lee como

V- (S(r,t)) = 0. (72)
El vector constante de la Ec. (69) satisface trivialmente esta igualdad.
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El vector de Poynting cuando si hay reflexion total interna

Analicemos qué ocurre cuando hay reflexion total interna. El calculo parece mds largo de lo
que es; puede hacerse de corrido en pocos minutos; hay muchos pasos que son elementales.
Conservamos el nivel de detalle para no dejar puntos oscuros.

Sabemos que la componente z de k; es un niimero imaginario puro,
k3, = ik Z, (73)

con k real y mayor que cero. Por otro lado, la parte real de k; es igual a su componente paralela
a la interfase, Relks] = kj;. Entonces, reemplazando en la Ec. (66), obtenemos

_c ¢ 2L 5 .
(850) = g o {|E3(r,t)| k| 2K1m[z Es(r,t) Es(r,t) }} 0. <0. (74
Aqui hemos usado que Relix] = —Im[x]. Ahora queremos escribir E en términos de la amplitud

E y de los factores exponenciales que la acompafian. Hay que prestar no mucha, sino muchisima
atencion a los exponentes. Tenemos que

Es(r,t) = Bz et T—wt — g, otllyr—wt) g—kz (75)

de manera que (usando brevemente notacién de diadas)
E3(r,t)E3(r,t)* = EsEje 2"~ (76)
Noten que, en general, e!® (e*®)”
que kj| y w son cantidades reales, la Ec. (76) careceria de justificaciéon. Dicho esto, resulta

no es igual a 1. Eso s6lo ocurre si @ es real. Si no supiéramos

c (¢

(S5(r)) e2xz {|E3|2k|| — 2« Im [z “E; E3] } 0. < 0. (77)

:grwu/

Vemos que hay una dependencia obvia en z, debido a la atenuacién de la onda transmitida.

En todas estas consideraciones nunca fijamos la polarizacién, de modo que son vélidas en general.
Escribamos la amplitud E3 como una combinacién de componentes TE y TM. Las llamaremos Erg
y E1wm, respectivamente,

E3 = Erg + E7\. (78)

Puesto que el plano de incidencia es el plano xz, deben ser
ETE :ETEQ) ETM :ETM (—cos@’f(—{—sine/i). (79)
La dltima definicién no depende de que 0’ sea dibujable o no. Sélo estamos construyendo el

vector més general, sin componente en la direccién y, que sea perpendicular al vector de onda k3,

/

ks = 2 (sin0’ % 4 cos0’2). (80)

Conviene remarcar nuevamente que lo anterior no es la definicién de k; en términos de 6/, tal
como se leeria en un dibujo, sino la definicién de 8’ en términos de k3. Por hipétesis sin 0’ =
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nsin®/n’ es real, mientras que cos 0’ = iC es imaginario puro. Usando todos estos resultados,
queda

2Bs B} = By sin 0’ [Efy (10X +5in0'2) + Efy U]

— |Equ]? sin @’ (i c>z+sine'2) 4 ErnEly sin 079, 81)

Finalmente, reemplazando en la Ec. (77), obtenemos

Cc C

(S3(r)) e—zm{ <|E3|2 K| — 2kC|Eni]? sin e’) % — 2k sin 0’ Im[EpyEly] g}. (82)

T 8n wp’
La relacion entre k y C figura en la Ec. (50), k = wn’(/c, y ademds tenemos que

/

K =2 sing’, (83)

Luego,

/

cn . ks . . 1A
(S3(r) = g sin®e : {(|E3|2 - zczyETMF) % — 20 Im[EpyElg) y}. (84)

Nos reservamos para el final el paso més traicionero. Falta calcular |E3|* = E; - E;. Muy fécil,
dirdn ustedes, E3 es la suma de dos vectores, no sélo evidentemente ortogonales entre si, sino con

los respectivos conjugados,

Por lo tanto
|E3|* = [Eqgl® + [Exml®. (86)

Perfecto. Ademds, como Ey s6lo tiene componente en y, es muy facil ver que
[Erg| = [Ergl*. 87)

Bérbaro. Ahora viene el punto en donde no hay que dejarse llevar por la costumbre adquirida
en el dlgebra de vectores reales. El moédulo al cuadrado de Ety no es, en general, igual a [Eryl?,
aunque Ery se escriba como un vector ordinario,

Eryv = Epyi(—cos0'x +sin0’ 2). (88)
¢Pueden ver por qué? En verdad resulta
|Erm|® = Ery - BXy = [Erul?(cos 0/ cos™ 07 + sin? 87), (89)
y, puesto que cos 0’ = i(, queda
[Erml* = [Ernl*(¢% + sin” ©7). (90)
Pero ademas (2 = sin? 0’ — 1, de manera que
[Brul® = [Erml* (267 + 1) o1
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Si cos 0’ hubiera sido real, hubiéramos obtenido cos 8’ cos* 0 + sin® 8’ = 1, y |Eru|? = [Exul?.

En resumen,
E3|? = [Exel® + (202 4+ D[Erul?, 92)

y reemplazando en la Ec. (84) resulta

/

cn . oz . -
(85(r)) = g 17 sin®' e ([Exsl? + [Erul?) X — 20 Im[EraiEfe] § }. 93)
Usando la ley de Snell podriamos escribir n’sin 0’ = nsin 0. Recuerden que las amplitudes que
tiguran aqui son las de los campos transmitidos, de modo que Etg = RrgErg, donde Ergy es la
amplitud de la componente TE de la onda incidente, y andlogamente para Ery;.

Hay varias cosas para decir del resultado (93). Primero, no hay (en promedio) flujo de energia en
la direccién z, lo que estd emparentado con el hecho de que la amplitud de la onda reflejada sea
igual, salvo por una fase, a la de la onda incidente. Segundo, la divergencia de (S3) es cero, pues
es una funcién vectorial de z que tiene componentes tinicamente en las direcciones x e y. Esto es
una verificacién de la ley de conservacién local de la energia, Ec. (72). Tercero, de manera un poco
inesperada, hay un flujo de energia neto paralelo a la interfase, y, mds inesperadamente atin, en la
direccién perpendicular al plano de incidencia. El flujo de energia en la direccién y es el resultado
de la interferencia entre los modos TE y TM, y no existe si la amplitud de alguno de ellos es cero.
Sea el caso que sea, el flujo de energia paralelo a la interfase decae exponencialmente segtn el
factor e=2%=.
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