Fisica Teérica 1 — 1er. cuatrimestre de 2017
Segundo Parcial (con soluciones)

B Problema 1. Considerar el problema de una interfase plana entre dos dieléctricos con
permitividades €, W y €2, n, (todas positivas), respectivamente y tales que e = €, ;.
Una onda plana monocromatica incide sobre la interfase desde el medio 1, formando un
angulo i con la normal a la superficie, y con su campo magnético perpendicular al plano de
incidencia.

a) Probar que la onda refractada mantiene la misma direccién de la onda incidente, y que
su amplitud intensidad se atenta por un factor independiente del d&ngulo de incidencia.
(Qué relacion debe cumplirse para que la amplitud de la onda reflejada sea igual a la de
la transmitida?

b) Demostrar explicitamente que la energia se conserva (es suficiente demostrar la conser-
vacién en promedio temporal).

m Solucién: a) Los indices de refraccién son ny = /€7y y ny = /€;1,. Por ley de Snell,

como n; = n,, el d&ngulo de incidencia i es igual al angulo de transmision t. Puesto que el

angulo de reflexién 1 es de por si igual al 4ngulo de incidencia, los tres dngulos son iguales.
Las ecuaciones que relacionan las amplitudes de las tres ondas son:

H; + H, = Hy, (1)
(Ey —E,;)cosi=E;cost. (2)

La igualdad de los dngulos, la relaciéon H; = n;jE;/u; y el hecho de que ny = n, implican

1 1
_(El + Er) = —Ey, (3)
H H2
(F—i - ET‘) = Ey, (4)
y de aqui resultan:
E, = —u1 _ qui = rEl, (5)
K1+ M2
2
Eo= 2 F =tE,. (6)
M1+ M2

Las amplitudes de la onda transmitida y de la onda reflejada son independientes del dngulo
de incidencia, y, aunque t puede ser mayor que 1, comprobamos que la intensidad de la onda
transmitida estd en verdad atenuada:

2
%|Et| _ &tz _ 4}11 W2 <1 (7)
%lEiP V53 (W +p2)?

(media geométrica < media aritmética). La igualdad entre E, y E; se produce cuando
W — Wy = 2u,, es decir, cuando py = 3u;,. En tal situacion, E, = E; = %Ei.



b) La conservacion en promedio equivale a (V - S) = 0. Como el problema tiene invariancia
traslacional en el plano de la interfase, se trata de mostrar que (n - S) es constante, donde n
es la normal a la interfase desde el primer al segundo medio. En el primer medio

(n- 8 (r, 1)) = 8% n- Ref [Bir,t) + B, (1, 1] x [Hi(r,t) + Hy(r,1)] } (8)

Para calcular los términos de interferencia, aprovechamos que las direcciones de los vectores
H; y H, son las mismas, lo que implica que E; x H} « E; x Hf « k;, y, andlogamente,
E, x H} « k.. Asi resultan

Ei(r,t) x Hi(r, t) = EEiEjei(kik”'r ki, 9)
E.(r,t) x Hi(r,t) = EETE{‘ei(kik”'r K, (10)

Ademés, eligiendo n = z, tenemos (k; —k;) - r = 2zk; cosi. Entonces, la Ec. (8) se lee como

cn ~ ~ . A . N
(n-8;(r,t)) = gru_] n - Re|[E;2k; + [E |2k, + E;Eredizeosif 4 ErE;*e_Z'kﬂCOS‘kr]. (11)

1
Teniendo en cuenta que n- f(i =cosiyquen- ]A<r = —cos 1, los términos de interferencia tienen

parte real nula. Luego, usando que E, = r E;, resulta

(n-8y) = é{ E (1 —r?) [Ei[* cost, (12)

independiente de z. En el segundo medio el cdlculo es mds sencillo:

(n-S;) = é{% t?|Eq|? cos T, (13)
también independiente de z. Si se usa que cosi = cosT y que n; = n,, hay que mostrar
entonces que vale la igualdad

1 1
—(1=r*) = —t2, (14)
H H2

lo que, en efecto, sucede, ya que

iG] G
H W1+ K2 H2 \ M1+ 2

B Problema 2. El observador O’ se mueve con velocidad relativa v respecto de O, cuyo
altimo domicilio declarado es el planeta Tierra. Ambos observadores eligen su eje z en la
direccién de v, de modo que, segin O, la velocidad de O’ es igual a vé,, con v > 0. En
cierto instante, los dos observadores practicamente coinciden en el mismo punto del espacio.
En ese momento, los dos reciben luz proveniente de una misma estrella muy lejana, de
nombre Betelgeuse. Vista desde la Tierra, Betelgeuse tiene un caracteristico color anaranjado,
Ao = 600 nm; a todos los efectos practicos puede considerarse una fuente monocromaética,

con la correspondiente frecuencia wy = 27c/Ay, segtin O. El observador O ve la estrella en
¢ =0y 0 =571/6, como muestra la figura.
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¢En qué direcciéon ve la estrella O'?

Si w’ es la frecuencia vista por O, graficar w’/w, en funciéon de 3 = v/c, para 3 entre 0
y 1. Indicar la posicién del minimo y el valor de w’/w, en ese punto.

Asuma que las longitudes de onda visibles son las comprendidas entre 400 nm y 800
SWo Y Wiin =
sucesivamente desde velocidad v = 0 hasta una velocidad arbitrariamente préxima a la

nm. Es decir, W = %wo. Suponiendo que el observador O’ acelera
de la luz, ;para qué rango de velocidades es capaz de ver la estrella? Calcular la secuencia
de valores de 3 para los cuales la estrella desaparece o aparece en el cielo de O’.

Encontrar las direcciones, en su propio sistema, en las que O’ ve la secuencia de desapari-
ciones y apariciones de la estrella a medida que acelera.

Cada observador usa un polarizador lineal para medir la intensidad I = |E[* en funcion
del dngulo de polarizacion. El observador en la Tierra mide que la intensidad es una
constante Iy que no depende de la polarizacién. Encontrar la intensidad en funcién del
angulo de polarizacién (definido como muestra la figura en la siguiente pagina) que mide
el observador O’ cuando la luz de la estrella le llega desde la direcciéon x.

E'(¢")

0'Q > O > Y

visto de frente



m Solucién: a) En el sistema O los cuadrivectores de las ondas incidentes son
k“:%ﬂ,—sme,o,—cose). (16)

Transformando al sistema O’ se obtiene

in 0 cos0+f3
KM = (1 O)y 20 (1, ST o BTV TP ) 17
(14 B cosB)y c \’ (14+PBcosO)y’ ™ 14+ Bcosd (17)
De aqui leemos la frecuencia y la direccién en el sistema O’,
cosO+
w' = (1+PBcosO)ywy, cosd = T+ Beose’ @' =0. (18)

Es importante verificar que ocurre lo que uno esperaria intuitivamente. El 4ngulo 0’ deberia
ser més chico que 0, y en efecto asi ocurre, puesto que su coseno aumenta. Por otro lado,
para angulos de incidencia préximos a la direccién 6 = 0, la frecuencia deberia aumentar, lo
que también se verifica. En el caso particular de la estrella Betelgeuse resulta

r_ _ V3 I \/g_ 2p — _ﬁ E
w —<1 Zﬁ)ywo, cos 0 i1 2 —1—4—1—... (19)
b) Segtun lo anterior, la frecuencia que mide O’ estd dada por

w(B) =(1+pcosB)y. (20)

Wo

La funcién que tenemos que graficar es

1—

f(B) = —UB (21)

T

donde y = — cos(57/6) = v/3/2. Debido a que 3 es menor que 1, f(3) es siempre mayor que
cero. Para f < 1, resulta

f(B)=(1—ypB)(1+ip*+...) =1 —yB+ Ip% (22)

Asi, la funcién f(p) parte de 1, con derivada negativa pero concavidad positiva. Por otro

lado, para 3 — 1
1

1 1
1— 1— —_— 5 — . 2
y la funcién f(p) tiende a infinito como
1 (1—
(p) ~ = =Y (24)

V2V B
Esto significa que en algtin punto del intervalo [0, 1) la funcién debe tener extremos locales.
Esto se puede confirmar calculando su derivada,

oy W =B+ (1 —yp)p _ —y+




que se anula tnicamente en 3 =y, donde la funcién toma el valor

fly) = V1 —y2=%- (26)

A uno y otro lado de 3 =y el signo de la derivada es constante. Puesto que la funcién tiende
a 1 cuando  tiende a cero, y a infinito cuando {3 tiende a 1, no queda otra alternativa que el
punto 3 =y sea un minimo. La funcién por lo tanto tiene que tener esta forma:
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No es casual que el minimo de w’ se alcance justo cuando 3 = —cos0. Ese valor de la

velocidad corresponde al caso en que O’ recibe la luz de la estrella desde la direcciéon 6 = /2.
A partir de ese valor de 3, la luz de la estrella comienza a llegarle de frente, y por lo tanto su
frecuencia empieza a aumentar.

c) Como muestra la figura anterior, el minimo valor de la frecuencia w’ como funcién de 3 es
Jwo. Esto estd por debajo de la frecuencia minima visible, W, = 2wo. Por lo tanto, habré
un par de valores de 3 tales que, si 31 < 3 < 3,, entonces w'(3) serd menor que Wyy,;,. Estos
valores se obtienen igualando w’ a w i, €s decir, escribiendo

1—yp 3

- L 2
Notar que y = v/3/2. Entonces resulta la ecuacién:
2182 —16V3B +7 =0. (28)

El valor de las raices no era del todo relevante. Lo importante era darse cuenta de que,
cuando (3 aumenta desde cero, la estrella desaparece y vuelve a aparecer, porque la curva
w’(P) corta dos veces a la recta w,, dentro del intervalo 0 < 3 < 1. Explicitamente, los
valores de 3 que marcan los limites del intervalo de invisibilidad son

1 1
Br =51 <8\/§ - 3\/§> ~03404  Ba= (8\/5 + Sﬁ) ~ 0,9793 (29)



Entre (37 y 32 la estrella es invisible para O’, pero cuando 3 sobrepasa el valor 3, la estrella
vuelve a ser visible. Sin embargo, debido a que w’ toma valores arbitrariamente grandes al
aproximarse 3 a uno, es obvio que la estrella volverd a desaparecer, esta vez por el extremo
opuesto del espectro. Habra entonces un tercer valor de 3 en la secuencia de desapariciones
y apariciones. La monotonia de la funcién f(3) para 3 > ‘/7§ asegura que no habrd maés.
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El valor de 3 que hace que w’ sea igual a wy,.x se obtiene a partir de esta otra ecuacion:

1—
T-yB = § (30)
V1-p2 2

De aqui resultan los valores

B = % (V3+3v2). (31)

La raiz que nos interesa es la que tiene signo positivo, la otra corresponde al movimiento
en el sentido opuesto (lo que es razonable, porque en ese caso O’ viaja de frente hacia la
estrella y esperamos que la frecuencia aumente de manera monétona). Resumiendo: cuando
3 supera el valor

1
Bs = ¢ (V3+3v2) = 0,9958 (32)

la estrella desaparece por segunda vez, pero ahora por el extremo violeta del espectro. En
la figura anterior, la separacién entre (3, y (33 es pequefia pero distinguible. En cambio el
intervalo que hay entre 33 y B = 1 queda por debajo de la resolucién del grafico.

d) Los dngulos de observaciéon que corresponden a la secuencia de valores 3, 32 y 3 se
obtienen a partir de la Ec. (18):
0] ~ 138,2° 05 ~ 41,8° 05 ~ 19,5° (33)

Es un buen ejercicio escribir w’ en funcién del propio angulo 0’. Eso implica eliminar (3 de
las ecuaciones anteriores. El resultado se ilustra en la figura siguiente.
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Es un grafico un poco maés abierto que el de w’(3). La secuencia de valores de los dngulos
para los cuales la estrella desaparece y aparece es menos densa que la secuencia de valores
de 3. Notar que la diferencia entre (3,, cuando la estrella recupera visibilidad, y 33, cuando
vuelve a desaparecer, es apenas 0,03, mientras que la diferencia en los dngulos 05 y 05 es de
unos 20°, perfectamente discernible en el grafico.

e) La forma maés facil de encontrar la intensidad en funcién de la polarizacion en el sistema
O’ es resistir el primer impulso de hacer una transformacién de O hacia O, y en lugar de eso
hacer la transformacién inversa. Supongamos que O’ mide un campo eléctrico de amplitud
E’ en la direccién de polarizacién 6’, es decir, un vector de la forma

E' = (sin0'y + cos0'2)E, (34)
que lleva asociada una amplitud del campo magnético
B'=—xxE = (—sin®’z+cos0'{)E’. (35)

Mediante una transformacién de Lorentz de O’ a O podemos predecir que, si O midiera la
amplitud del campo eléctrico correspondiente a la misma onda, obtendria lo siguiente:

E= E'COSG'i—i—‘}/E'[SinG’Q —Bzx (—sin®'z+ cos0’'y)

(36)
= E'cose'i—}—yE’[sinG'Lj + Bcose’fc}.
La intensidad medida por O serfa
E]? = [E']>y? [(1 — B2)cos? 0’ +sin2 0’ + B2 cos? e'} — [E'1Py2. (37)

Vemos entonces que para que la intensidad segtin O no dependa de la direccién de polar-
izacidn, la intensidad segtin O’ tiene que ser asimismo independiente de 6.

Si siguiéramos el impulso natural de transformar de O a O’, el calculo serfa mas com-
plicado, porque la amplitud de la onda segtiin O se escribe en una base mdas incémoda. El



esfuerzo vale la pena, porque se encuentra un resultado mds general, y hasta cierto punto
sorprendente.

Siguiendo el método anterior de transformar de O’ a O, tenfamos la ventaja de que la onda
en O’ se propagaba segtn el eje x. Asi resulté muy sencillo describir la polarizacién en O’
usando como versores de referencia los vectores {j y z. Ahora tenemos que encontrar el modo
de describir la polarizacién segtin O, que observa una onda que no se propaga segtin ninguno
de los ejes coordenados. Hay que elegir una base de versores en el plano perpendicular al
vector de onda. Una alternativa es decir que O mide el d&ngulo de polarizacién usando como
direcciones de referencia los versores § y

e =sin0z—cosOx, (38)
que forman una base de vectores normales a la direccién de propagacion,
k = —(sinO% + cos02) (39)

Entonces, la amplitud del campo eléctrico de una onda polarizada en un dngulo « respecto
de e seria
E = (cosxé + sin x§)E, (40)

con un campo magnético asociado de amplitud B = (—sin « € 4 cos «{j) E. La transformacion
al sistema O’ da:

E’' = Ecos ocsin@i—l—Ey[—cos xcosOX +sinay + Bz x (sin xcos 0 X + cos ocg)}

= Ecosocsinei—i—E‘y[—cosoc(cosG +B)x+sine(1+ BCOSG)Q] (41)
Luego, la intensidad segtin O’ es (no queda otra que hacer la cuenta)
IE’|? = [E[*y?(1 + B cos 0)°. (42)

Esto muestra que, al igual que en O, la intensidad en O’ es independiente de la direccién
de polarizaciéon. Aunque hubo que hacer mas cuentas, el método tiene la ventaja de que
su conclusiéon es general: en ningtin momento usamos que (3 era tal que la direccién de
propagacion segin O era paralela a x. Es un resultado de por si interesante.

En el enunciado del parcial la palabra intensidad aparecia en cursivas, dando a entender
que su significado no debia tomarse en un sentido literal. Para describir una fuente de luz
natural en términos de intensidades segtin el dngulo de polarizacién, no alcanza con dar la
amplitud del campo eléctrico en funcién del dngulo, también hay que dar una medida de la
densidad de ondas en funcién del d&ngulo. No hemos visto cémo cambia esa densidad. En
otras palabras, no sabemos cudl es la relacién entre el angulo de polarizacion « y el angulo
de polarizacién «’. Las ondas que se propagan con una polarizacién en un intervalo do
alrededor de « irdn a parar a un intervalo d«’ alrededor de «’. De la relacién que exista
entre dx y da’ dependerd que las ondas se concentren més en una direccién que en otra,
aunque en el sistema original la distribucién fuese isétropa. Encontrar la relacién entre d«x y
da’ queda como ejercicio. No hay necesidad de que lo hagan a mano. Lo importante es saber
qué cosas plantear. Es irrelevante si luego usan la computadora para resolver las ecuaciones.
El resultado, les prometo, es formidable.



Betelgeuse en persona. http://www.eso.org/public/unitedkingdom /images/potw1726a/

B Problema 3. Dos discos de radio a estdn cargados uniformemente en superficie con
densidades o y —o, respectivamente. Los discos estdn en el plano xy, centrados en el origen,
uno sobre el otro a una distancia despreciable y pueden rotar de manera independiente
alrededor del eje z. Inicialmente estan en reposo. Desde t = 0 hasta t = T se aplican sobre
los discos torques de sentidos opuestos, pero de la misma magnitud:

T(t) = 1o sin? (%t) ,

de modo que los discos giran siempre con velocidades angulares opuestas entre si. El
momento de inercia de los discos es I. Despreciar el torque debido a los campos inducidos.

z z
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a) Encontrar los campos de radiaciéon E(r,t) y B(r,t) hasta el primer orden no nulo en el
desarrollo multipolar.

b) Considerar un punto sobre el eje x a una distancia R del origen. Graficar el campo
eléctrico de radiacion y la intensidad por angulo sélido en funcién del tiempo.

c) Considerar un circulo de radio R en el plano xy centrado en el origen. Graficar en
varias vifietas los campos de radiacién E y B sobre el circulo, de manera de representar
cualitativamente su evolucién para todo t > 0.

d) Fijado t > 0, indique en el plano xy la regién en donde la intensidad de la radiacién es
distinta de cero.

e) Calcular la energia total radiada por los discos.

m Solucién: a) Como la superposicién de los dos discos da como resultado una distribucién
con carga nula, los momentos multipolares eléctricos son todos cero. El momento magnético
de un disco que gira a velocidad wz es

27t a
X R waQa,
_ - <" 4
m 2cL dch pdp opp x (wp @) 4’ (43)

En este problema los discos giran a velocidades angulares opuestas, pero también tienen
cargas de signos opuestos, de manera que el momento magnético total es

wa Qa.
M=2m=— >3 44
m=-——-=-2 (44)
Por otro lado, el campo de radiacién asociado al término dipolar magnético es
| Qa? . s
E(r,t) = —"xM(t—1/c) = ——— d(t —1/c)sinb @. (45)
c2r 2c3r

La dependencia temporal del momento magnético viene a través de la ecuacion de la variaciéon
de w,
it .
Tosinz(T>, sio<t<T,
(46)
0, en otro caso.

No es necesario encontrar w(t), porque lo que nos interesa es (t). De todas maneras, no
cuesta mucho ver que

_To T . [2mt
La velocidad angular final es
. ToT
Ws = —21 . (48)

Volviendo a los campos de radiacién, notar, aunque no es fundamental, que la funcién T(t)
empalma suavemente en los limites del intervalo [0, T]. Para obtener &, derivamos la Ec. (46):
TT 27t 27w 27t )

__Osin< ): fsin<_l_), sio<t<T,

W(t) = T (49)

0, en otro caso.
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La siguiente figura muestra los gréficos de las funciones w y @.

Es evidente que fijado un punto de observacién a una distancia r del origen, el campo de
radiacion s6lo puede ser distinto de cero en el intervalo r/c <t < T+71/c. Desde la distancia
1, se ve que los discos comienzan a moverse a tiempo t; = 1/c, y se ve que dejan de acelerarse
angularmente en t, = r/c 4+ T. Podemos definir una funcién ventana ©(a < t < b) que sea 1
entre a y b, y 0 en otro caso. Luego, el campo de radiacion es

e = {2 (8) (1) () [ oo (T T o)
= —%Eo sin {M} C) (E <t< E + T) sin 0 @, (50)
donde E O ra/Tr2 e
o =) (o) (55): (51)

La l6gica en la agrupacion de factores es hacer evidente las unidades. Notar la intervencion
de wra/c y de (a/T)/c a modo de factores relativistas (3. Por dltimo, el campo magnético de
radiacion es

B(r,t) = 7 x E(r, t) = %Eo sin [Mt—_rm} © <r

. —<t<£+T> sin 0 0. (52)

b) Para r = Rx, obtenemos

Ex(t) = —%Eo sin {M (53)
La intensidad es
%ﬁgﬂ - A%tRZIER(t)IZ - %[azEg sin? {2” (54)
\
GTEO ___________________________ ﬁazE2
t

oA
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c) Campo eléctrico en la direccién ¢, campo magnético en la direccién z.

ey
‘_’

R 5T
c

E+3T
C 8

8

%% R 3T %% R 7T l R
t=—4— t=—4— t>—+T
c 4 C 8 c

d) Sobre el plano xy para 0 < t, la region en la que el campo de radiacién es distinto de
cero es, para t < T, el disco de radio ct, y para T < t, el anillo de ancho cT definido por
ct—T)<r<ct.

t= t =

O0<t<T

t=T T<t
y A ct
ct
Ct CT

e) La potencia emitida por el término dipolar magnético es

_ 2
-~ 3¢3

xY

P(t) M(t)[. (55)
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La energia total emitida es la integral de esta cantidad para todo t. En nuestro caso es

P(t) = zs—cazEé sin? (@) O0O<t<T), (56)
1 ¢ Q2N ra/T\3 s wea\2
=3a7 @B =3 (0) () () (57)

Factorizada de esta manera, es evidente que la energia tiene las dimensiones correctas.

B Problema 4. Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa.
Justificar.

a) Una esfera de radio R, con carga total Q distribuida uniformemente en volumen, se
encuentra fija con su centro a una distancia d > R de un plano infinito conductor
conectado a tierra. La fuerza entre la esfera y el plano es entonces igual a la fuerza
de Coulomb entre dos cargas de valor Q y signos opuestos, que se encuentran separadas
por una distancia 2d.

b) En el problema usual de ondas planas y dos medios separados por una superficie plana,
es imposible encontrar una solucién no trivial que involucre tnicamente dos ondas, una
en cada medio.

c) En un sistema de referencia inercial S, el campo eléctrico forma un dngulo 6 = £ con el
campo magnético y se tiene |B| = 2|E|. Entonces, es posible hallar otro sistema inercial S’
donde el campo magnético sea paralelo al eléctrico y resulte [B’| = 3[E’|, con [E’| = [E|/V/3.

m Solucién: a) La afirmacioén es cierta. La fuerza sobre la esfera puede calcularse como
la integral del tensor de Maxwell sobre una superficie arbitraria que la contenga total y
exclusivamente. Como el tensor de Maxwell es funcién del campo eléctrico total, y el campo
eléctrico total es el mismo que el que produciria una carga puntual frente de un plano a
tierra, entonces la fuerza sobre la esfera es la misma que sobre esa carga puntual ficticia.

b) La afirmacién es falsa. Para polarizacién TM e incidencia con el dngulo de Brewster se
tienen s6lo dos ondas, una incidente y otra transmitida. No hay onda reflejada, ni siquiera
de cardcter evanescente.

c) Seria muy sencillo falsear este enunciado si los invariantes en S y en S’ tomasen valores
diferentes. En S tenemos
E? - B? = —3F7, (58)

mientras que en el sistema S’, si los campos tomasen los valores propuestos, seria

g2_p?o_ggro 8

3EZ. (59)

No hay nada més que agregar. La afirmacién es falsa.



