1 Separacién de Variables

1.1 Coordenadas Cartesianas

Ecuacion de Laplace: V2p = 8902 + ayz + & 82 =0
Base de soluciones para ®(z,y,2) = X (2).Y(y).Z(z) :
X(x) = Ae'*® 4 Be~iow
Y (y) = A'eV 4 Ble™ Py
Z(z) = A"e"* 4+ B"e
con 2 = a? + 32.

Solucién para ® =0 en (0,0,0) y (a,b, 2):

(x,y, 2 Z Z nm Sin(a, @) sin( B y) sinh(Ynm 2) (1)

Solucién para intervalo no acotado en z (z € (—00,00)):

®(x,y,2) = — Apme™ sin(Bmy) sinh (Vim 2)dk 2
)= 3 [ A () sinb ) @)

Condicién de Ortogonalidad:

a
/ sin(apx) sin(o,y x)de = g&mz , ap=nr/a (3)
0
Condicién de Completitud:
L B R Sk — k) (4)
27 J_ o

1.2 Coordenadas Esféricas

sz . U2 19%r® i 0P 1 2P _
Ecuacién de Laplace' Vo = r Or2 +r2 sin @ 00 (Sme%> +mm =0

Base de soluciones para ®(r,0,$) = R(r).P(0,¢) :

R(r) = Art + Br— (1) 1=0,1,2,...00 0<r<oo
P(0,9) = Yim(0,9) = /2L 8+2§ Pi(cos@)e™®  —] <m <1 0<0<m
0< o <27



donde Py, son las funciones asociadas de Legendre,

P (z) = (=1)™(1 —2>)"?2 L P(x) ,x=cosf m>0

dz’ln
l
B(m):ﬁ%(ﬁ—l)l , = cosf
=0 Yo():]./\/47l'
1=1 5/10:\/3/47T0089 Y11:—\/3/87rsin96i¢

1=2| Yy = «/5/4#(%00529 — %) Y1 = —+/15/87sin 6 cos fe'?

Yoo = %«/15/277 sin? fe2i®

Solucién general:

o0 l
’I" 9 ¢ Z Z |:Almrl + Blm,r_(l-i_l)]yzm(ea ¢)

Condiciones de Ortogonalidad:

27 T
/ dgf)/ sin(@)dé)Yﬁm/(ﬂ, QS)}/lm (9, gf)) = 5l/l~5m’m
0 0

1
2
P(x)Py = / =
/_1 ) (x) Py (z)dx 2l—|—15” , T =cosf

Condicién de completitud:

ZZYM ) Yim (0, 0) = 6(¢ — ¢').6(cos  — cos#))

=0 m=—1

con Y, —m(0,0) = (=1)"Y7,(6, 9).

1.3 Coordenadas Cih’ndricas

19P 1 9% | 8%® __
p8p+ + *0

Ecuacién de Laplace: V2 = ap2 +
Base de soluciones para ®(p, ¢, z) = R(p).Q(¢).Z(z) :
Q(¢) = Ae®® + Be~ 9 vr=0,1,2....00
Z(z) = A'ek* + Ble™**

R(p) = A"J, (kp) + BN, (kp)




donde J,, es la funcién de Bessel de 1° especie y N, es la funcién de Neumann
(Bessel de 2° especie). N, diverge para p — 0

Solucién para intervalo acotado (0 < p <a, L1 <z < Ly):

(I)(p, ¢a Z) = Z |:Z (AVne(iV¢)+BVne_iV¢> (A;nean_‘_B/une—knz) (Aly/nJu(knp)‘f'B:,/nNu(knp))]
v=0 “n=1
(9)
donde para v entero, J_,(z) = (—=1)"J,(z)
Solucién para intervalo no acotado en p, z:
8(p.69) =3 | [ kBRI (A0tivey BB ) (AL )+ BN, ) )|
v=0 0
(10)
Condicién de Ortogonalidad:
a a2 2
/0 pdv(Tun p/a).Jy(zunp/a)dp = ) [Jwrl(xvn)] Onn/ (11)
donde 0 < p <a,v >0y x,, son los ceros de Bessel paran =1,2,3,...,00
Condicién de Completitud:
/ 2, (kz).Jy (K)dz = (1/k)S(K — k) (12)
0



