Fisica Tedrica 1
L, . . Primer Cuatrimestre
Resolucion del primer parcial 6 de mayo de 2019

Por favor: resolver cada problema en hojas separadas e indicar el nombre en todas ellas.

(8 puntos) Utilizar el método de separacién de variables para hallar el potencial en todo el espacio
producido por un cuadrado cargado con densidad uniforme o (el cuadrado esta sobre el plano
xy, su centro coincide con el origen y sus lados estan alineados con los ejes = e y). Evaluar el
potencial sobre el eje z para puntos muy cercanos al cuadrado e interpretar el resultado.

Vamos a dividir el espacio en dos regiones donde valga la ecuacién de Laplace, utilizando el plano
2z = 0. En las direcciones = e y tendremos soluciones oscilatorias e+ y e*v¥ mientras que en
z las soluciones seran exponenciales reales. Para que el potencial no sea divergente en z — 400

_ 2 2 ., , .
tomamos e~ V¥ TFilZl como 1a solucién para la parte en z. Asi, el potencial toma la forma

+00 400
<I>(r) = / dkm/ dky A(kz, ky>eikzm+ikyye—\/k%+k§|z| .
Ahora hay que usar la condicién sobre el salto del campo eléctrico plano z = 0

0P
z=0" (%

Bl
== —4 .
P mo(z,y)

z=01

Para despejar A(k,, k,) de la ecuacién anterior lo que debemos hacer es escribir o(z,y) en serie
de Fourier en z e y (de la forma en la que esta escrito ®). Es decir, buscamos o (k,, k,) tal que

00 o0 ) )
o(z,y) = / dky / dk, o (ky, k,)er=" ik

Insertando esta expresion en la ecuacién para el salto del campo, podemos despejar A(k,, k,) en
términos de o(ky, k)

2no(ky, ky)

Sélo resta hallar o(k,, k,). Esto puede hacerse utilizando las relaciones de ortogonalidad para las
exponenciales o transformando Fourier. Se obtiene

Alky, ky) =

o(k /’{:):i +Ood:v +°°d o(z,y)e  ker=thyy
z) Ry o | . Y Y .

En nuestro caso, o(z,y) = o (constante) en —§ < x,y < § (donde llamamos a al lado del
cuadrado) y se anula en el resto del espacio. Esto nos permite evaluar las integrales anteriores y
obtener
o kra k,a
ky k,) = ———sen | — | sen | — | .
ot = e (5) = (F)
Finalmente

20 [T o 1 3 koa\ oo
o(r) =~ / dk, / T ——— () P (i L L PV R
7o ) kR R\ 2 2

Por 1ltimo, se pedia evaluar el potencial sobre el eje z, es decir, para x = y = 0, para puntos
muy cercanos al cuadrado, es decir, para z pequeno. Lo que deberia obtenerse en ese caso es
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®(0,0,2) = —2mo|z|, es decir, el potencial que genera un plano infinito cuya densidad de carga
es 0. Para ver este limite se puede hacer un desarrollo de Taylor para z pequeno

e VIRl 1 — 2 4 2] 5
luego, en este limite, el potencial toma la forma

20|z [T teo 1 ka k,a
(0,0,2) =~ C - /_OO dk, /_Oo dk, kxkysen 5 ) sen | = C —2molz|,

donde C' es una constante aditiva irrelevante (viene del orden cero del desarrollo de Taylor de

—/k2+K2 1L . . , . /
e Vit y""‘) y en el ultimo paso resolvimos una integral que venia dada en la hoja de férmulas.
Asi vemos que se recupera lo esperado.
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(8 puntos) En el interior del cilindro conductor conectado a tierra de la figura (radio b, longitud
e ‘ . N oy s ¢ r
L) se tiene una densidad de carga superficial sobre z = h dada por o (p, p) = Ad (p — a)+350 (p),
siendo a < b, A y ¢ constantes positivas.

(a)

<V

X

Figura del problema 2

Describir qué representa la distribucién de carga dada por o (p, ¢).

Por la presencia de las deltas de Dirac, s6lo habra cargas sobre p = 0 (carga puntual) y
p = a (anillo) (ambas sobre la superficie z = h). Ademds, como no hay dependencia con
el angulo ¢, la densidad de carga sobre p = a es uniforme. Para terminar de caracterizar a
la distribucién tenemos que decir entonces cudl es el valor de la carga puntual y cual es la
carga total del anillo en p = a. Para ello, basta con integrar las partes correspondientes en
la densidad de carga en un entorno de p = 0 y en un entorno del anillo.

Asi, el valor de la carga en el origen viene dado por (e es un niimero positivo pequeno)

5 27 q 5 21 q
d/ dop——=q5 :/ d/ do—6(p) =q.
/0 s (p) o | deo (p)=q

La carga puntual tiene entonces valor ¢. Por otro lado, la carga total del anillo es

ate 2
/ dp/ dppAd (p —a) = 2ma\.
a—e 0

. Cuanto vale el potencial fuera del cilindro?

Afuera del cilindro no hay cargas, por lo tanto, el potencial satisface la ecuacién de Laplace.
Ademas, el potencial sobre el cilindro debe anularse. Una soluciéon a ese problema es un
potencial que se anule fuera del cilindro (y por unicidad, es la tinica solucién).

Hallar el potencial en el interior del cilindro.

Para hallar la solucién en el interior del cilindro vamos dividir el interior del cilindro en
dos regiones en cuyo interior valga la ecuacién de Laplace. Para ello, cortamos el cilindro
con un plano imaginario en z = h. Llamamos I a la region interior al cilindro comprendida
entre z =0y z = h, y II a la regién comprendida entre z = h y z = L (partes inferior y
superior del cilindro de la Figura ). En ambas regiones vale la ecuacién de Laplace, por lo
que propondremos soluciones por separacion de variables (en coordenadas cilindricas, por
la simetria de la configuracion).
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Como eventualmente tendremos que plantear condiciones de contorno sobre z = h asociadas
a la densidad de carga ubicada sobre ese plano, buscaremos tener una base en las variables
Py P

Como hay simetria azimutal, sabemos que el potencial no depende de ¢, por lo que de todas
las exponenciales €% sélo aparecerd la correspondiente a v = 0 en el potencial.

Tanto la region I como la I contienen al eje p = 0, donde la funcién de Bessel N, diverge.
Por este motivo, sélo nos quedaremos con la funcién de Bessel Jy(kp). Como el potencial
debe anularse sobre p = b (para todo ¢ y z), imponemos que resulte Jy(kp) = 0, de donde
sale la condicién que discretiza los valores de k; en concreto, resulta k,, = xo, /b, donde x,
es el n-ésimo cero de la funcién Jy.

Por otro lado, para las soluciones en la direccién z tendremos exponenciales reales. Como
queremos que el potencial se anule sobre las tapas nos quedara

= AnJo (knp) sinh(kyzo) sinh [k, (25 — L)] |
n=1

donde z. = maéx(z,h) y z« = min(z,h). La solucién propuesta se anula sobre todo el
cilindro y ademads es continua en z = h. Solo resta determinar el grupo de incognitas A,
imponiendo el salto que debe tener la componente normal del campo eléctrico en z = h

0P

0z
De la ecuacién anterior podemos despejar A, si logramos escribir o(p, ¢) como un desarrollo
en funciones de Bessel similar al de ®. Proponemos entonces

90) = ZUnJO (knp) :

Insertando esta expresion en la ecuacion para el salto del campo e introduciendo las deriva-
das del potencial evaluadas en z = h llegamos a una ecuacién de la que podemos despejar
A,, en términos de o,

e

- —4 .
T wa(p, ¢)

z=ht

B 4mo,
~ kysinh(k,L)
Sélo resta entonces hallar 0,. Para ello, podemos multiplicar la ecuacién que expresa el

desarrollo en funciones de Bessel de o(p, ¢) por pJy(k,p) e integrar en p entre 0 y b. Luego,
utilizando la siguiente relacién de ortogonalidad para el caso v = 0

' r Ly 0° T 1 (o)
dppJ, <ﬂp> J, <ﬂp) = (5n7n,—,
/0 b b 2

podemos despejar

2 b 9 q
= —bZJ%(mon) /0 dPPJo (k’n,O) O'(p, QO) = m [/\(ZJO (k CL) 27‘(

Finalmente, el potencial queda

On

i Aado(kna) + q/27
ky,

inh inh —~L).
JE(zon) sinh(k, L)J 0 (knp) sinh(kyz<) sinh [k (2> )l
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(2 puntos) Se tiene un imén esférico de radio a con magnetizacién no uniforme dada por
M (r,¢,0) = —rf (p)senb é,, donde f (¢) es cierta funcion.

(a)

Demostrar que el campo magnético de dicho iman puede escribirse como el gradiente de un
potencial @y (r).

Partimos de la ecuacién de Maxwell para el campo magnético B en presencia de un iman
4
VXB:—(Jlibre—f-CVXM) . (—4)
c
Podemos definir un campo H = B — 47M que satisface
V X H = Jiipre- (-4)

En este ejercicio no tenemos corrientes libres, por lo cual el rotor de H se anula, permi-
tiéndonos escribir H como el gradiente de una funcién escalar, es decir

Ademas, de la definicion de H puede verse que fuera del iméan, donde M = 0, el campo
magnético B y H coinciden, de forma que también B = —V®y

i Puede aparecer un término proporcional a 1/r en la expansién de @y (r) para r grande?
Como no existen monopolos magnéticos, el desarrollo multipolar para el campo B empezara
con términos de orden 1/r® (no habrd término que vaya como 1/r?), entonces, para el
potencial @y (que fuera del imédn, en particular, lejos del imén es tal que B = —V®y) no
habrd término que vaya como 1/r (porque si lo hubiera, aparecerfa un término 1/r? para la
expansion multipolar de B).

Probar que @y (r) se anula sobre el eje z. Ayuda: ;Qué propiedad tiene f () ?.

El dltimo punto nos pide demostrar que sobre el eje z el potencial se anula. Para plantear
la forma que tendrd un potencial, vimos a lo largo del curso que existen multiples métodos.
Planteando por ejemplo la integral de Poisson

Dy (x) = /d%'M (-4)

x — x|’
Identificando bien cuédles son los puntos del espacio en los que quiero observar el potencial,

es decir, que forma tiene x y cudles son los puntos del espacio en los que existe una densidad
de carga (es decir x’, la integral se simplifica considerablemente.

Como quiero observar el potencial sobre el eje z, x debe ser
x = (0,0,2) = (0,0,7cos(f)) (-4)
Por otro lado, los puntos donde hay distribucién de carga los vamos a describir con x’
x' = (2,y,2") = (' cos(¢)sen(8'), r'sen(’)sen(8'), r’ cos(0")) (-4)

de forma que

|x — x| = \/r"zsen(ﬁ’)2 + (rcos() — 1’ cos(6))? (-4)
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Reemplazando esta informacién, y la forma explicita de la densidad de carga en la integral
de Poisson nos queda

e L [ [ e

s 2
:/ sen(f d9’/ r'dr’ : / do' f'(¢') .
0 \/ 2sen(0")2 + (r cos(6) — ' cos(#'))” 0

—_———
f(2m)—1(0)

Pero f(2m) = f(0) para que la magnetizacién sea univaluada, por lo tanto, el potencial se
anula sobre el eje.
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(2 puntos) Decida si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justifique su
respuesta.

(a)

Si G (r,r') es la funcién de Green (Dirichlet) para el problema interior de un cilindro,
entonces, la funcién de Green (Dirichlet) para el problema interior de medio cilindro es
Gie (r,r') = G (r,v') — G (r, Rr'), siendo Rr’ el punto r’ reflejado con respecto a la cara
plana del medio cilindro.

Medio cilindro Vista superior del
medio cilindro

ro| Rr

Figura del problema 4(a)

Esta afirmacion es VERDADERA. Para verlo recordemos que la funcién de green G, (r, ')
se define por las siguientes dos condiciones:

i- V2Gy2 (r,r’) = 4763 (r — r’) , en el interior del medio cilindro.

ii- G2 (r,r’) = 0 sobre la superficie del medio cilindro.

La primera condicién se satisface debido a que el punto Rr’ se encuentra fuera del medio
cilindro y entonces V2G (r, Rr’) = 0, mientras que V2G (r,1') = 4763 (r — 1').

La segunda condicion se satisface trivialmente sobre la cara curva del medio cilindro y sus ta-
pas (porque estamos sumando dos funciones que se anulan sobre la cara del cilindro completo
y sus tapas). Resta ver entonces que G, (r, ') también se anula sobre la cara plana del me-
dio cilindro. Eso se puede ver sencillamente por simetrias. Gy (r,r') = G (r,r') =G (r, Rr'),
es una suma del potencial generado por una carga ¢ = 1 ubicada en r’ y el del potencial
generado por una carga ¢ = —1 ubicada en Rr’ (ambos con la condicién de anularse sobre el
borde del cilindro completo). El sistema de cargas tiene entonces simetria ante la operacién
de reflexién (respecto a la cara plana del medio cilindro) compuesta con una inversién del
signo de las cargas. Esta simetria nos dice que, para puntos ubicados sobre el plano de
simetria, el potencial debe anularse, lo que demuestra la segunda condicién.

Una esfera conductora de radio a esta a tierra, entre r = a y r = b hay un dieléctrico
de permitividad e, y ubicada a una distancia ry del centro de la esfera hay una carga q
(a < b < rg). En dicha situacién, la carga total inducida sobre la superficie r = b del

dieléctrico es entonces Qina. = —*1 -+ (e—1)7].

Qe

Figura del problema 4(b)
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Este enunciado es FALSO. Esto puede verse analizando el resultado obtenido en el caso
limite ¢ = 1. En dicho limite, el medio exterior es el vacio y por lo tanto la carga total de
polarizacion sobre r = b deberia ser cero. Sin embargo, tomando el limite en la expresion

del enunciado, obtenemos Q(‘E:l) = —q (%) # 0.

ind.



