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Practica 4 cuasiestacionaria. Tensor de Maxwell. 7 de mayo de 2019

Dada una bateria esférica... Una esfera de radio a y conductividad o estd rodeada por un
medio infinito de conductividad o’. Dentro de la esfera hay una fuerza uniforme en la direccién
z que actia sobre los portadores de carga y que tiene el mismo efecto que un campo eléctrico de
intensidad F'. En el régimen estacionario existen corrientes y campos eléctricos tanto dentro
como fuera de la esfera y aparece una distribucion de carga sobre su superficie.

(a) Encontrar el campo eléctrico y la densidad de corriente en todo el espacio. Determinar la
densidad de carga sobre la superficie de la esfera y calcular su momento dipolar.

(b) Calcular B en todo el espacio. (Note que la densidad de corriente tiene la misma forma que
el campo magnético de un problema ya muchas veces visto, y cuyo A es sencillo de obtener.)

(c) Encontrar la corriente total I que egresa de la esfera. Es decir, sélo la asociada con aquellos
puntos en donde j - 7 > 0.

(d) Calcular la potencia P disipada en el medio exterior. Procediendo por analogia con la
relacién P = IR, ;cudl es la resistencia efectiva del medio exterior?

Referencia: Jackson, Classical Electrodynamics, 3ra. ed., problema 3.15.

Problema 1 Problema 2

Un conductor de conductividad ¢ ocupa el semiespacio z > 0 y una corriente / ingresa per-
pendicularmente al mismo desde la regién z < 0 por el punto (z,y,z) = (0,0,0). El régimen es
estacionario. Hallar el potencial en el conductor.

Una esfera tiene radio a y conductividad o. Una corriente I ingresa perpendicular a la esfera
por un punto A, y egresa por un punto B diametralmente opuesto. El régimen es estacionario.
Encontrar el potencial dentro de la esfera. Si resuelve el problema usando separacién de variables
en coordenadas esféricas, obtendra una suma infinita. Esa suma puede resolverse explicitamente
operando a partir de los desarrollos

1 oo
= P, +x)!.
V1422 + 2xy lz:; Hy) (&)

Verificar la consistencia del resultado hallado con el del ejercicio anterior (lo mismo que pasa en
el semiespacio con interfase plana, debe suceder suficientemente cerca de un cable que entra a
un conductor de forma arbitraria).

Referencias: Landau y Lifshitz, Electrodynamics of continuous media, §21 en la version en inglés,
0 §20 en la version espanola; en ambos casos, Problema 2 al final de la seccion, resuelto por
medios esotéricos.
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Problema 3 Problema 4

Una cascara esférica maciza tiene radio interior a y exterior b, y estd caracterizada por una
conductividad o, una constante dieléctrica € y una permeabilidad p. Sobre la cara interior de la
cascara se ha depositado una densidad superficial de carga uniforme 3. Si a ¢ = 0 se permite que
el sistema evolucione:

(a) Usando argumentos de simetria, jcudnto vale B en todo el espacio y para todo t?7 ;Qué
simetria tiene el campo eléctrico?

(b) Teniendo en cuenta lo anterior, encontrar la forma que adoptan las ecuaciones de Maxwell
dentro y fuera del conductor.

(c) Encontrar el campo eléctrico, la densidad de corriente y la densidad de carga (superficial y
de volumen) en funcién del tiempo.

(d) Encontrar la evolucién de la energia de los campos en funcién del tiempo y demostrar que
la variacion de energia entre t = 0 y ¢ = oo es igual a la energia disipada por efecto Joule.

Por un conductor cilindrico, macizo, de radio a, p = ¢ = 1 y conductividad ¢ circula una
corriente alterna del tipo I = [ cos(wt). La distribuciéon de la corriente dentro del conductor no
puede asumirse conocida, sino que debe encontrarse de manera consistente con las ecuaciones
de Maxwell. Bajo la aproximacién cuasiestacionaria (i.e. despreciar el término de corriente de
desplazamiento), calcular:

(a) Los campos E y B en el interior del conductor.

(b) Estudie los casos limites de la distribucién de j(r) cuando §/a > 1y §/a < 1, donde § es
el espesor pelicular o “skin depth”.

(c¢) Encontrar la potencia media disipada y la resistencia efectiva en los casos limites, y, en el
caso del espesor pelicular mucho menor que a, la corriente superficial efectiva.

(d) Calcular numéricamente y graficar la resistencia vs. la frecuencia en el caso general.

Referencia: Landau y Lifshitz, Electrodynamics of continuous media, §60 [The skin effect] en la
version en inglés; §46, [Efecto pelicular] en la edicién espanola de ed. Reverté.

@ Induccion unipolar: Una esfera conductora con magnetizacién uniforme M = M,z gira con
velocidad angular constante w = wZz. El movimiento es no relativista y la esfera es neutra. El
régimen es estacionario y se asume que esta situacion puede mantenerse indefinidamente sin que
ningin agente fuerce la rotacién de la esfera.
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(a) Como no hay disipacién, no puede haber corrientes de conduccién. Usando la ley de Ohm
para el conductor en movimiento, demostrar que se induce una densidad de carga uniforme
dentro de la esfera y encontrar su valor. (Despreciar el campo magnético asociado a las
cargas inducidas.)

(b) Puesto que la esfera es neutra, su momento monopolar debe ser nulo. Demostrar con argu-
mentos de simetria que su momento dipolar también es nulo. Encontrar el campo eléctrico
en todo el espacio y mostrar que es cuadrupolar.

(c¢) Encontrar la densidad superficial de carga sobre la esfera.

(d) Calcular la fuerza electromotriz que se induce entre un polo de le esfera y su ecuador.

Referencia: Jackson, Classical Electrodynamics, 3ra. ed., problema 6.4.
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Problema 5 Problema 6

* Corrientes de Foucault: Una esfera de radio a y conductividad o estd inmersa en un campo
magnético externo uniforme B, = By e~ **. (Notar que eligiendo By = B,1+iB,y se obtiene un
campo que rota.) En los dos casos extremos, en que la longitud de penetracién es mucho mayor
o mucho menor que el radio de la esfera, y bajo la aproximacién cuasiestacionaria, calcular la
potencia que se disipa en la esfera como consecuencia de las corrientes de inducidas.

Referencias: Landau y Lifshitz, Electrodynamics of continuous media, §59 en la versién en inglés
[Depth of penetration of a magnetic field into a conductor] o §45 [Corrientes de Foucault] en la
version espanola, a partir de la ec. 45.12.

* Movimiento de un conductor en un campo magnético: Una esfera de radio a y conductividad
o gira con velocidad angular w = wZ en presencia de un campo magnético externo y estatico,
By = Byz. El régimen es estacionario, wa < ¢ y a < ¢. Calcular los campos E y B dentro del
conductor mediante cada uno de los siguientes métodos:

i) Resolver hasta orden w las ecuaciones de Maxwell en el sistema del laboratorio.

ii) Pasar a un sistema que rota con la esfera, de tal modo que el problema se convierta en el de
un conductor quieto en un campo externo variable (despreciando la excitacién de corrientes
por aceleracién, que aparecen en el orden siguiente).

Referencia: Landau y Lifshitz, Flectrodynamics of continuous media, §63 en la versién en inglés
[Motion of a conductor in a magnetic field] o §49 de la versién espanola; también, Panofsky y
Phillips, Classical Electricity and Magnetism, sec. 9—3.
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[9] Usar el tensor de Maxwell para encontrar:

(a) La fuerza entre dos esferas de radios a y b, con cargas ¢q; y ¢» y separadas una distancia
d>a+D.

(b) La fuerza por unidad de longitud entre dos cilindros paralelos infinitos de radios a y b,
separados una distancia d > a + b, y por los que circulan corrientes uniformes Iy e Is.

Una esfera conductora de radio a estda a potencial V. Usando el tensor de Maxwell, calcular la
fuerza que tiende a separar cualquier par de hemisferios. Comparar con el resultado obtenido a
partir de la fuerza de Lorentz. Si la esfera esta aislada y tiene carga @: sin hacer ningin otro
calculo, jcual es la fuerza que tiende a separar sus hemisferios?

Una esfera conductora descargada tiene radio a y estda en un campo eléctrico externo uniforme
Eo.

(a) Calcular la fuerza que tiende a separar o a unir los hemisferios segun la direcciéon de Eq.

(b) Calcular la fuerza si ahora la esfera tiene carga neta Q.

e,

Calcular la fuerza por unidad de area sobre la superficie de un solenoide infinito de seccién
arbitraria, con n vueltas por unidad de longitud y corriente /.

Calcular la fuerza por unidad de area sobre las paredes de un cilindro infinito de radio a que
transporta una corriente superficial uniforme paralela a su eje.

Calcular la fuerza por unidad de area sobre las paredes de una esfera de radio a con corriente
superficial k(6, p) = Kosend ().



