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Guia 9: Sistemas compuestos y entrelazamiento cuantico

1. El Hamiltoniano dependiente del espin de un sistema electrén-positréon en presencia de un
campo magnético uniforme B = B2, puede escribirse como

H= ASE) . gh) 4 <€B> (567 = 56).

me z
Suponga que la funcién de espin del sistema estd dada por [+),_ ® [—),,..

a) {Es ésta una autofuncién de H en el limite A — 0, eB/mc # 07 Si lo es, jcudl es el
autovalor de energia? Si no lo es, jcudl es el valor de expectacion de H?

b) Repita el problema cuando eB/mc — 0, A # 0.

2. Supongamos que se quiere medir un observable A de un dado sistema. Para un observable
general, puede no resultar obvio como realizar la medicién en la practica en un experi-
mento real. A continuacién presentaremos un método simplificado para medir el valor del
observable acoplando el sistema a un sistema auxiliar (tipicamente denominado “puntero”
o “aparato de medicién”) cuyos estados suponemos facilmente distinguibles. Por ejem-
plo, en el modelo a estudiar, utilizaremos la posicién del sistema auxiliar. Por simplicidad
supondremos ademas que el observable es no degenerado, de forma tal que

A= "ailaidail, ai#a;, sii# ]

Denotaremos al sistema cuyo observable queremos medir como &, mientras que al sistema
auxiliar serd M, de forma tal que el sistema total estard representado por el espacio de
Hilbert 5 ® ¢\ . Para realizar la medicién se evoluciona al sistema compuesto segin

una transformacién unitaria
U — ef’i)\A®p/ﬁ

donde A\ es una constante conocida.

(Proponga un Hamiltoniano H del sistema total s ® 5 tal que esta evolucién unitaria
corresponde a la evolucién temporal por un cierto tiempo 7'.)

a) Calcule la accién de la transformacién U sobre el estado |a;)g ® |z = x¢) o4, donde
|z = x0) », es un autoestado de la posicién de M. ;Cémo puede interpretar la accién
de U?

b) Supongamos que el sistema auxiliar se encuentra inicialmente en un estado Gaussiano,
|0, 0) r4» centrado en el origen y con varianza o, es decir tal que

1 2 /452
_ —z? /4o
(210,70 = (27?02)1/46 '

Calcule en tal caso
Ulai) ®10,0) o -

;,Como puede interpretar la accién de U? Si se medie la posicion de M luego de
aplicar U, ;cudl es la densidad de probabilidad en posicién? ;Puede inferir el valor
de a; a partir del resultado?



¢) Suponga ahora que el estado inicial de S es un estado general

|¢>s = Zci |ai> )

. Cual es la probabilidad de obtener a; si se mide A sobre |1))g?

Nuevamente el sistema auxiliar comienza en el mismo estado Gaussiano del item
anterior, |0,0),,. Calcule el estado del sistema luego de la aplicaciéon de U. Si se
mide la posicion de M, jcudl es la densidad de probabilidad de la posicién? ;Puede
inferir los posibles valores de a; y las probabilidades correspondientes? ;Qué pasa en
particular si se elige A tal que A(a;+1 — a;) > o Vi?

d) (Opcional) En el andlisis anterior ignoramos los Hamiltonianos de cada sistema. En
particular, si M representa el grado de libertad de posicién de una particula, debe-
rfamos, por lo menos, considerar el Hamiltoniano de particula libre H g = p?/2m. A
su vez, el sistema S puede tener un propio Hamiltoniano Hy, de forma tal que inicial-
mente tenemos H = Hy @ Iy + [s ® %. Para realizar la medicién se enciende una
interaccién de la forma Hin = g A ® p durante un tiempo 7' (con g una constante).
Por simplicidad vamos a asumir que A conmuta con Hy. En tal caso, repita los items
anteriores pero utilizando como transformacion la evolucién U = e~ #HwotT/h ¢on

2
HtotZHo+p7+gA®p-
2m

;,Cémo cambian los resultados antes obtenidos?

3. Vamos a reconsiderar el experimento de Stern-Gerlach, agregando el grado de libertad de
posicién de los d&tomos (que hasta ahora solo consideramos cualitativamente). En presencia
de un campo magnético B, un momento magnético p tiene una energia de interaccién
—p - B. Para un espin tenemos que g = —|u|S (con S el operador de espin y |u| una
constante que depende de las propiedades de la particula, como su masa, carga y el factor-
g). Si estamos en una regiéon del espacio donde B = B(z)Z y ademads el gradiente del
campo es aproximadamente constante, es decir %—f ~ cte, entonces el Hamiltoniano de

interaccion esta dado por
0B
Hlnt = —‘uaiz ® O-Z‘
z

En vista del problema anterior, jcémo puede interpretar el efecto de la evolucién temporal
generada por Hiy? ;Como puede interpretar esto en términos del experimento de Stern-
Gerlach?

4. Teorema de no clonacién: El teorema de no clonacién, primero demostrado por Woot-
ters, Zurek y Dieks en 1982, establece que resulta imposible construir una transformacion
unitaria cuya accién sea copiar el estado de un sistema a otro. Este resultado tiene profun-
das consecuencias en el area de la informacién cudntica. Formalmente, supongamos que
tenemos dos sistemas A y B con un mismo espacio de Hilbert 5 = ¢4 = ##3. El objetivo
es buscar alguna operacién unitaria U sobre el espacio producto Jp = 7 Q@ £, y un
estado |a) 5 cualquiera (pero fijo) de B tales que, para todo estado |1)) , de A tenemos que

U()a®la)p) =’ ) 0 )p, V)€ 2,

es decir que, a menos de una fase global 6(1), a), el efecto de U es copiar el estado de A al
sistema B.



a) Demostrar que esto es imposible. Ayuda: para ello, asuma que vale para dos estados
distintos |¢) 4 v |¢) 4 ¥ calcule el producto interno ((¢|, @ (a|z) (|1) 4 ® @) ) ¥y uti-
lice la unitariedad de U. Concluya entonces que la existencia de U es imposible que
valga para cualquier par de estados |1)) 4 ¥ |§) 4. {Qué relacion deben cumplir [¢) 4 ¥
|¢) 4 para no llegar a una contradiccién?

b) A la luz de lo establecido por el teorema de no-clonacién y considerando el postulado
de medicién, discuta lo siguiente: suponga que posee una unica particula en un estado
desconocido, jpodria realizar una (o mas) mediciones de forma tal de determinar con
certeza cual era el estado del sistema?

5. Base producto y base de Bell: Considere un sistema compuesto de dos partes, cada
una de las cuales tiene un espacio de estados de dimensién 2 (denotados como 7y y #3).
En cada uno de esos espacios se define una base de estados {|0),,[1) 4} v {|0)5,[1) 5}
Asimismo, se definen observables O'ZA y O'Z-B (i = z,y,z) para ambos sistemas, cuyas re-
presentaciones matriciales en estas bases estdn dadas por las matrices de Pauli de forma
tal que |0), vy |1), son autoestados de o' con autovalor +1 y —1, respectivamente (y
andlogamente para B).

a) Encuentre una base del espacio de estados del sistema compuesto 7 = 4 @ A3,
cuyos elementos correspondan a estados producto. Encuentre otra base donde los
vectores no sean estados producto.

b) Considere los siguientes conjuntos de observables para el sistema compuesto: D =
{0‘4 QIZ, 14 ® UB} M = {O‘A ®oB, O'A ® JB} Demuestre que tanto D como M son
conjuntos completos de observables que conmutan. Encuentre una base de autoestados
para los operadores de D, y otra para los de M.

6. Considere los siguientes estados de un sistema compuesto por dos subsistemas de dimensién
2 (donde {|0),]1)} son los autoestados de o, con autovalor +1, respectivamente):

%) = —= (100) + [11))

%\

|U=) = — (]01) £ [10)),

\f

que conforman la cominmente denominada base de Bell.

a) Calcule las probabilidades de los resultados posibles en la medicién de un observable
cualquiera sobre el subsistema, A.

b) Para cada uno de los estados |®*) y [UF) calcule el valor medio de los observables
Ng-04XNp-op, donde Ny v g son dos versores arbitrarios.

7. Desigualdad CHSH: Se prepara un sistema compuesto de dos particulas de espin 1/2
en el estado |U7).

a) Mostrar que este estado es rotacionalmente invariante, es decir que no cambia de
forma ante una rotacién cualquiera.

b) Se envia cada una de las particulas a un laboratorio diferente A y B donde se mide el
espin en direcciones arbitrarias. Llamamos C(7v 4, v g) al valor medio de la correlacién
de dichas mediciones respecto de los ejes i 4 y fip. Suponiendo localidad y realismo
Clauser, Horne, Shimony y Holt mostraron que

C(fa, fup) — C(fa, i) + C(y, fup) + C(y, frg)| < 2



Usando el resultado del problema 6.b, encuentre direcciones i 4, i, 'fL:4 y ﬁ;B donde
se muestre que la mecanica cudntica viola el resultado de CHSH.

8. Medicion en la base de Bell: Considere un sistema compuesto por dos subsistemas de
dimension 2. Definimos las operaciones

(02 +04)
V2

Ucnot = [0)0] @ T+ [1X1| ® 0%

Uy = ® I

donde {]0),|1)} es la base de autoestados +1, respectivamente, de o, de una de las parti-
culas.

a) Muestre que las operaciones Uy y UcnoT son unitarias.

b) Muestre que la secuencia de operaciones Uy UcnoT genera el cambio de base de la
base de Bell {|®*), |¥*)} a la base producto {|00),]01),[10),[11)}.

¢) Discuta cémo se puede utilizar esto para realizar una medicién que distinga los estados
de la base de Bell.

9. Teleportacién de estados cuanticos: Supongamos que una persona, Alice, quiere trans-
mitir el estado cudntico de una particula a otra persona, Bob. Es mas, Alice, en principio,
no conoce cual es el estado de la particula. Por supuesto, una posibilidad seria que Alice
le envie a Bob el sistema fisico que se encuentra en dicho estado. Sin embargo, en cier-
tos casos podria ser que Alice no quiera (o pueda) enviar la particula que posee. Por el
teorema de no clonacién (ver problema 4), tampoco puede simplemente copiar el estado.
A continuacion presentamos un protocolo que le permite a Alice transmitir el estado sin
enviar la particula ni saber cudl es el estado.

El estado inicial, arbitrario y desconocido, que Alice quiere transmitir es
W)g =al0)+B]1),

donde |0) y |1) son los autoestados de o, con autovalor £1, respectivamente. Denotamos
ademaés con % al espacio de Hilbert correspondiente a esta particula.

Supongamos ademads que Alice y Bob comparten un par de particulas con un grado de
libertad de dimensién 2 cada una (cuyos espacios de Hilbert seran % y #%, respectiva-
mente) y que se encuentra inicialmente en el estado entrelazado

9% 1= 1 (004 @ 00 + 104 ® 1))

a) Escriba el estado inicial del sistema total g ® 4 ® #% en la base producto.

b) Escriba nuevamente el estado del sistema pero ahora describa el estado de las par-
ticulas que posee Alice, es decir el estado del subespacio % ® 74, usando la base
Bell (definida en el problema 6).

¢) Suponga que Alice mide en la base de Bell sobre 5 @ 4. ;Qué resultados puede
obtener y con qué probabilidad? ;Cual es el estado del sistema luego de la medicién
en cada caso? En particular, si el sistema queda proyectado sobre el estado [®7)g 4,
jcudl es el estado del sistema de Bob?

d) Suponga que Alice le comunica a Bob cudl fue el resultado de la medicién. Muestre
que entonces, en cada caso Bob puede aplicar una transformacion unitaria adecuada
a su subsistema para transformar el estado en el estado |¥) 5 = «|0) 4+ 1), que era
justamente el estado que Alice queria transmitir.



e) Repita el problema pero si, en cambio, Alice y Bob comparten el estado entrelazado
|¥~). ;Cémo cambia el resultado?

10. Codificaciéon superdensa: Supongamos que Alice y Bob poseen cada uno una particula
con un grado de libertad de dimensién 2 y que ademads inicialmente se encuentran en el
estado entrelazado 1

o), . = —(|00) + [11)).

a) Muestre que aplicando transformaciones unitarias apropiadas inicamente sobre su
subsistema, Alice puede crear cualquiera de los otros tres estados de la base de Bell.
(si los sistemas fuesen espines 1/2, jcémo se podrian generar estas transformaciones
unitarias?).

b) Suponga que Alice le envia su particula a Bob, quién realiza una medicién en la base
de Bell. Discuta cémo de esta forma Alice puede enviar un mensaje (con dos bits de
informacién) a Bob.

11. Considere un sistema compuesto por tres partes, cada una de las cuales tiene un espacio
de estados de dimensién 2.

a) Encuentre una base del espacio de estados compuesto formada por vectores producto.
En particular, encuentre la base de estados comunes de los operadores 0';4 QIBQIC,
MecfeIC yI*el?df.

b) Encuentre la base de autoestados comunes de los siguientes operadores: 04 ® o8 @1¢,
Mool 20cl,y ol@cPocl. Para cada uno de estos estados, calcule las probabilidades
para los resultados de la mediciéon de un observable cualquiera, para la particula A,
para la particula B y para la particula C.

12. El siguiente argumento fue propuesto por D. Mermin (ver Am. J. Phys, 58, 731 [1990], o
Phys. Rev. Lett., 65, 3373 [1990]), como un ejemplo de la incompatibilidad de la mecénica
cuantica con la posibilidad de asignar valores predeterminados a los observables, indepen-
dientemente de si se realiza una medicién. Considere un sistema de 3 particulas de espin
1/2 (que denotamos A, B y C). Inicialmente las particulas se encuentran en el estado

W) 4pe = ¢1§ (1000) — [111))

a) Muestre que |¥) es autoestado de los siguientes cuatro operadores

O1=0,R0yXo0y O =0y®o0; 0y
O3 =0y ®oy @ o0y Oy =0, R0 R0,

Diga cuéles son los autovalores correspondientes.

b) Verifique que los cuatro operadores conmutan entre si, y que ademas
(02 ® 0y ® 0y)(0y @ 00 © 0y)(0y ® 0y © 03) = —(02 ® 0 R 0y)

¢) Supongamos que se quiere asignar un valor predeterminado simultdneo a los distintos

observables 033 (con S = A, B,C; j = z,y), que denotamos m}g . Concluya entonces
que
.y . . A _B._C _
1) la medicién de O implica que m} my'm, = +1.
2) la mediciéon de O implica que m?mf mg = +1.



3) la medicién de O3 implica que m; g +1.
A C _ -1
x €T °

4) la medicién de O4 implica que mZmym
d) Note que (mAmfmC)(mﬁmBmC)( mfmc) = m2mBm¢. Comparando con lo ob-
tenido antes, muestre que se llega a una contradiccién.
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