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Primer cuatrimestre de 2018

Guia 10: Matriz densidad

1. Considere un sistema de espin 1/2. Compare los valores medios y los posibles resultados
que pueden obtenerse al medir el espin en las tres direcciones cartesianas si se tiene
a) 1) Un sistema en el estado puro p = [} con [¢p) = % (I+) + ).
2) Un sistema en el estado mixto p = 3 (|+)X+] + |=}—|).
)

b) 1) Un sistema en el estado puro p = [¢)(1)| con [¢p) = \[H- )+ \[|—
2) Un sistema en el estado mixto p = % [+)+| + 2 [—)—|.

donde {|+),|—)} son los autoestados de o.

2. Sea p la matriz densidad que representa el estado de un sistema, y sea det(p) el determi-
nante de dicha matriz.
a) Muestre que si det(p) # 0 entonces p representa un estado mixto.

b) {Vale la afirmacion reciproca? Esto es, jes posible asegurar la naturaleza de estado
puro de un estado representado por una matriz densidad p con determinante nulo?

¢) Demostrar que para un estado puro se tiene que p? = p, y por lo tanto Tr(p2) =1.
d) Demostrar que para un estado mixto, Tr(pz) < 1.
3. Considere la matriz densidad p de un espacio de estados de dimensién 2, cuyos elementos
estan dados por

1
pij =5 para todo 7,j € {1,2}
y sea {|1;)} la base elegida para representar al estado.

a) Determinar si el estado representado por p es un estado mixto o un estado puro.

b) Escribir los vectores [11) y [1)2) en términos de aquéllos vectores que conforman la
base en la cual la matriz densidad es diagonal.

c¢) (Es siempre posible diagonalizar la matriz densidad? Justifique su respuesta.
4. Para los siguientes sistemas de espin 1/2, escriba el operador densidad, y la matriz densidad
en la base {|+),|—)}.
a) Un haz completamente polarizado con S,+.
b) Un haz completamente polarizado con S,+.

¢) Un haz no polarizado, formado por una mezcla incoherente de S,+ y S,— en igual
cantidad (50 %).

d) Un haz parcialmente polarizado, formado por una mezcla incoherente con 75 % de
S+ y 25% de Sp+.

Para los casos (c) y (d), calcule los valores medios estadisticos (Sz), (Sy) v (Sz).



5. a) Pruebe que la evoluciéon temporal del operador densidad p en el esquema de Schro-
dinger estd dada por

plt) = U(t,to)p(to)U' (o),
donde U(t, ) es el operador de evolucién temporal.

b) A partir de la ecuacién de Schrodinger para el operador U(t, ty), encuentre la ecuacién
de Schrodinger para el operador densidad. ;Cual es la diferencia fundamental con la
correspondiente ecuacion de Heisenberg?

¢) Suponga que a t = 0 tiene un estado puro. Muestre que el estado no puede evolucionar
a uno mixto si la evolucion temporal estd prescripta por la ecuacion de Schrédinger.

6. Considere un sistema de espin 1/2.

a) Muestre que la matriz densidad puede ser escrita en la forma

1
donde I es el operador identidad, y P es un vector.
b) Calcule (o). ;Cudl es la interpretacién fisica del vector P?

¢) En presencia de un campo magnético uniforme B = B2, el Hamiltoniano del sistema

€s B
H=-— <6> S..
mc

Encuentre la ecuacion de evolucién para P. Interprete el resultado.

7. Se fabrican dos haces parcialmente polarizados de particulas de espin 1, segtin las siguientes
proporciones:

a) 50% [1,1),, 50 % |1,-1),,
b) 50% |1,1),, 50% |1,—1),,
donde se usé la notacion S - n|j,m), = mh|j,m),. Muestre que ambos dan el mismo

(S), pero que las matrices densidad son distintas. Disene un experimento que permita
distinguirlos.

8. Se colocan dos Stern-Gerlach en serie, el segundo rotado un dngulo « respecto al primero.
Incide un haz de particulas no polarizado de espin 1. ;Qué fraccion de éste atravesara el
sistema sin desviarse?

9. Considere un sistema compuesto por dos espines 1/2 descrito por el estado singlete |[¥ ™) =
1
L5 (=) = |—+).

a) {Es el estado del sistema puro o mixto? Justifique.

Calcule la matriz densidad reducida para la particula 1 y 2. ;jEs el estado de cada
subsistema puro o mixto?

)
b) (Es el estado del sistema entrelazado? Justifique.
c)

10. Considere un sistema compuesto por dos subsistemas de espin 1/2 en el estado singlete,
|Y) 45- Estamos interesados en conocer los valores medios de las mediciones del espin en la
direccion &, g y 2 para la primer particula independientemente del estado de la segunda.
Comprueben que el resultado obtenido con la férmula (1] SZ-(A) ® IB) [¢)) es el mismo
que utilizando Tr(S;pa), donde p4 es la matriz densidad reducida de la primer particula:

pa = Trp(|YXY|4p)-



1

11. Se define la pureza de un estado p como Tr(p?). Considere el estado [¢) = —= (|++) + [+—)).

12.

2

Calcule la pureza del estado |¢).

Si se toma la traza parcial sobre el primer subsistema, calcule la pureza del segundo
subsistema.

Si se toma la traza parcial sobre el segundo subsistema, calcule la pureza del primer
subsistema.

Puede escribirse |¢) como un estado producto?

Repita los puntos anteriores para el estado |¢) = % ([4+=) +|=+)).

Considere un sistema compuesto por dos espines 1/2. Inicialmente el sistema se encuentra
en el estado

(1) +1-)

Y0) = [+) © 7

El sistema evoluciona segin un Hamiltoniano tal que la evoluciéon temporal durante un
tiempo T genera la transformacién unitaria

U=1&|+)+ +e ™2 @ |-)-].
Calcule la matriz densidad reducida del primer subsistema y su respectiva pureza
para el estado inicial. jEl estado reducido es puro o mixto?
Verifique que U es unitaria.
Calcule el estado evolucionado, [1) = U |t)g).

Calcule la matriz densidad reducida del primer subsistema y su respectiva pureza
para el estado final. jEl estado reducido es puro o mixto?

Si se mira la evolucion temporal del primer subsistema por si solo, jpuede la evolucién
temporal corresponder a una transformacién unitaria? ;Por qué?



