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“Nature isn’t classical, dammit, and if you want to make a simulation of nature, you’d better
make it quantum mechanical (...)” - Richard Feynman.

Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justificar.

(a) En problemas unidimensionales, el espectro de estados ligados es siempre no degenerado.

(b) Si V(x) es un potencial unidimensional par, entonces los autoestados de energia tienen
paridad definida (es decir, o son pares o son impares).

A tiempo t = 0 se tiene una particula de masa m en el primer estado excitado de un pozo
cuadrado infinito de ancho a. Instantdneamente, a ¢t = 0 se expande el pozo de forma simétrica
de modo que su ancho pasa a ser 2a.

/\

(a) Calcular el valor medio de la energia antes y después de la expansién del pozo.
(b) Hallar la evolucién temporal del sistema para ¢ > 0.

(c) (Cudl es la probabilidad de medir un valor de energia menor al que tenia el sistema inicial-
mente, a un tiempo t > 07

* Vida media del Bismuto
El isétopo radiactivo g3Bi?!? decae a g; T12® emitiendo una particula « de energia £ = 6,0 MeV.
En este problema, estimaremos la vida media de este isétopo del Bismuto.
Para ello, consideraremos que el g3Bi?!? estd formado por una particula o (He®") y un nticleo
de ¢ TI?®®. El decaimiento se dard cuando la particula a “atraviese” el potencial electrostatico

efectivo al que se encuentra sometida por la presencia del g T12%8,

(a) El primer paso consiste en realizar una aproximacién del potencial electrostatico por una
barrera cuadrada unidimensional (ver figura). Calcule valores apropiados para los pardme-
tros de la barrera (rq, Vo y V), teniendo en cuenta que el radio del Talio es R = 6 x 10713
cm.
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(b) Obtenga una expresiéon para el coeficiente de trasmisién 7' de una barrera de potencial
cuadrada.

(¢) Demuestre que una estimacién para la vida media viene dada por

2R

TR (1)

donde v es la velocidad de la particula « (v = ,/%). Calcule la vida media y compare con
el valor experimental 7 =1 h.

* Inversién del Nitrégeno

La molécula de amoniaco (/N Hj) tiene forma de pirdmide, donde los dtomos de H forman una
base triangular y el atomo de N se encuentra en la cuspide. Existe un proceso conocido como
“Inversién del Nitrégeno” en el que la pirdmide se invierte tal como se muestra en la figura (a).
Un modelo muy simple para este fenémeno considera un potencial unidimensional V'(z), donde
x es la posicion de una particula ficticia de masa M = 3my, que simula el movimiento rigido de
la base de la piramide. La linea continua de la figura (b) corresponde a V'(x), siendo el origen la
posicién del atomo de N, que se supone estatico. Simplificaremos atin mas el potencial, utilizando
un pozo de paredes impenetrables de ancho 2a + A en cuyo centro se encuentra una barrera de
altura V5 y ancho A (linea punteada). Para el caso del amoniaco, se tiene a = 0,34, A=03Ay
Vo = 0,25eV . Analizaremos los estados con E < Vj.

A V(x)

(a)

(a) Teniendo en cuenta la simetria de V(z) y las condiciones de contorno, grafique las fun-
ciones de onda ¢1(x) y ¢2(x), correspondientes a los dos autoestados de menor energia,
suponiendo que en ambos casos E < V;. Encuentre ¢y (z) y ¢2(z), a menos de la constante
de normalizacion.

(b) Mostrar que la energia se obtiene de las siguientes expresiones: tan(ka) = _§ coth(qA/2)
para el estado fundamental y tan(ka) = —%tanh(qA/ 2) para el primer estado excitado

(donde k = vV2ME/hy q=+/2M(Vy — E/h).

(¢) Aproximar las expresiones del punto anterior para el caso en que F < Vg y que gA > 1y
obtener las energias de ambos autoestados (q ~ v/2MV;/h). En particular, mostrar que la
diferencia de energia entre ambos niveles es

R?7? 4em9A
2Ma? qa

EQ—Elz

Calcular esta cantidad y comparar con el valor experimental Ey — E; = 9,84 x 107%eV
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(d) Suponer que a t = 0 la probabilidad de encontrar a la particula ficticia estd concentrada
en el lado izquierdo del pozo. Encontrar una funcién de onda combinacion lineal de ¢ v ¢o
que describa esta situacion. Calcular a qué tiempo 7' la maxima probabilidad de encontrar
a la particula esta del lado derecho del pozo y determinar la frecuencia de inversion.

* Dimensiones extra
Considerar una particula moviéndose en dos dimensiones (z,%), en un pozo de potencial que es
infinito en todos lados salvo para = entre 0 y L (para todo y), donde vale 0. La dimensién y es

un circulo de radio R. Encontrar los niveles de energia y comparar con el caso unidimensional en
el limite R < L.

@ Considerar el operador Hamiltoniano correspondiente al oscilador arménico unidimensional

2
P m o o

H=— 4+ —w"z".
2m 2

Escribir en representacién de coordenadas la ecuacién de Schrodinger para un estado estacionario
(autoestado de H) y resolverla.

Suponer que se tiene un operador N con autovalores n y un operador a tales que [NV, a] = —ca con
¢ € C. Llamamos |n) al autoestado de N con autovalor n (suponemos que no hay degeneracion).

(a) Mostrar entonces que a|n) es autoestado de N con autovalor n — ¢

(b) Si N es hermitico, mostrar que a'|n) es autoestado de N con autovalor n + ¢, con n y ¢
reales. Notar que si ¢ es positivo entonces a baja los autovalores y se lo llama operador de
bajada o aniquilacidn mientras que a' los sube y se lo llama operador de subida o creacion.

Considere un oscilador armonico en una dimensién, y las siguientes definiciones

= e (g _ Jiln—
a=4/5r (x—kmw),aln} Vvnln—1),

af = /2 (s - 2 , alln) =vn+1n+1),
2h mw

donde {|n)}, ., son autoestados de N := a'a con autovalor n.

(a) Calcule [a,a’] y compruebe que se verifiquen las relaciones de conmutacién del ejercicio
anterior con ¢ = 1.

(b) Muestre que los autovalores de N son enteros no negativos, asumiendo que existe el estado
esto lo veremos en el ejercicio 10). Por lo tanto n € N.
0 to 1 1 ejercicio 10). Por lo tant N

(¢) Muestre que H = hw(N + 1/2), por lo tanto los autestados de N coinciden con los de H.
(d) Evalte (ml|z[n), (m|pln), (m[{z,p}[n), (m|2*|n) y (m|p?|n)

(e) Compruebe que se cumple el teorema del virial para los valores de expectacién de la energia
cinética y potencial tomados con respecto a un autoestado de la energia.

[9] Utilizando los resultados del ejercicio anterior, muestre que los autoestados del oscilador arménico
unidimensional satisfacen la siguiente relacion,

(A0 ((Ap)?) = (n ; %)h |

.Qué ocurre para n = 07 ;Qué condicion impone esto sobre la funcion de onda del estado
fundamental?
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Resuelva la ecuacién diferencial a|0) = 0 para obtener el estado fundamental. Luego obtenga
a’ |0) = |1), el primer estado excitado del oscilador arménico unidimensional.

Considere la funcién, conocida como funciéon de correlacién, definida como

C(t) = (x(t)=(0)) ,
donde (xz(t)) es el operador de posicién en la representacién de Heisenberg. Evalie explicitamente

la funcion de correlacién para el estado fundamental de un oscilador arménico en una dimension.

Considere nuevamente un oscilador armonico en una dimensién. Sin trabajar con las funciones
de onda:

(a) Construya una combinacién lineal de |0) y |1) que maximice (x).

(b) Considere que el oscilador se encuentra a t = 0 en el estado hallado en el punto (a). ;Cudl
es el vector de estado para ¢ > 0 en la representaciéon de Schrodinger 7 Evalie el valor
de expectacién (x) como funcién del tiempo para ¢ > 0 usando: (i) la representacién de
Schrodinger, y (ii) la representacién de Heisenberg.

(c) Evalue ((Az)?) como funcién del tiempo en ambas representaciones.

Demuestre que para el estado fundamental de un oscilador armdnico en una dimension, |0), se

verifica 2
(0]e[0) = exp (=5 (0]27]0) )
donde x es el operador de posicion.

Considere una particula sujeta a un potencial de oscilador armoénico en una direcciéon. Suponga
que a t = 0 el estado viene dado por

o =exp (Z24) 10,

donde p es el operador de momento y d es un nimero con dimensiones de longitud. Usando la
representacion de Heisenberg, evalte el valor de expectacién (z) para t > 0. Muestre que |¢) es
autoestado del operador de destruccién a y calcule su autovalor. Interprete el resultado. ;Qué
tipo de estado describe |p)?

Se definen los estados coherentes de un oscilador arménico en una dimensiéon como los autoestados
del operador de aniquilacion a,
alA) =A[A),
donde A es en general un nimero complejo (note que a es no hermitico).

(a) Demuestre que
A) = e R2eel )
es un estado coherente normalizado.
(b) Demuestre que estos estados verifican la relacién de minima incerteza.

(¢) Pruebe que un estado coherente se puede obtener también mediante la aplicacién del opera-
dor de traslacién exp(—ipl/h) (siendo p el operador de momento y [ la distancia desplazada)
al estado fundamental.

Escriba la funcién de onda (en el espacio de coordenadas) para el estado especificado en el
problema 14 a t = 0. Obtenga luego la probabilidad de que al medir la energia de la particula
a t = 0 se obtenga la energia del nivel fundamental. ;Cémo evoluciona dicha probabilidad para
t>07



Fisica Tedrica 2
L. . . 1. . Segundo Cuatrimestre
Prdctica 3 Potenciales unidimensionales. 8 de septiembre de 2018

Considere un autoestado del operador de destruccién a
ala) = ala)

donde o € C.

(a) Calcule (H), (P)y (X) en un estado |a) y muestre que satisfacen la misma relacién que las
variables cldsicas F = p?/2m + mw?x?/2 para E > hw. ;Qué condicion impone ésto para
los valores de a?

(b) Halle la evolucién temporal de |a) desarrollandolo en la base {|n)} de autoestados de H.
Muestre que el estado continia siendo autoestado del operador a, pero que el autovalor «
varia en el tiempo. Dibuje en el plano complejo la evoluciéon de o y muestre como varian
(H) y (P) en el tiempo.

(¢) Deduzca y resuelva las ecuaciones de evolucién en la representacion de Heisemberg para los
operadores a y a.

(d) Si se mide la energia del sistema en un ¢ > 0, jqué valores pueden obtenerse y con qué
probabilidades?

Considere una particula sometida a un potencial de la forma

V:{kx2/2 x>0
00 x < 0.

(a) ;Cudl es la energfa del estado fundamental?

(b) ;Cudl es el valor de expectacién (X?) para el estado fundamental?

Considere un oscilador armoénico cargado (carga ¢ > 0) moviéndose unidimensionalmente en
presencia de un campo eléctrico constante y uniforme, de modo que el hamiltoniano es

2
H= - + @w%? + qE.
2m 2

Escribir la funcion de onda del estado fundamental y hallar el espectro de energia del sistema.
Un electron se mueve en presencia de un campo magnético uniforme en la direccién z (B = B2).

(a) Evalde [IL,,11,], donde

eA, eA
I, =p, — Ty . (2)

Hx:px_

(b) Tenga en cuenta ahora que un gauge posible es A, = 0y A, = Bzy. Proponga un estado
estacionario tipo onda plana ¢ = etk (2+yp) f(x). Usando las relaciones de conmutacion
obtenidas en (a) y las expresiones correspondientes al problema del oscilador arménico
unidimensional, muestre que los autovalores de energia de este problema son

h2 k2 leB|h 1
B, = —= -, 3
k 2m + mc (n * 2) (3)
donde n = 0,1,2,..., y hk, es el “autovalor continuo” del operador p,. Notar que hay

una frecuencia efectiva dada por w = %. Ayuda: complete cuadrados para poder tratar el
término lineal en x.



