Fisica Tedrica 2
L. . Segundo Cuatrimestre
Practica 4 Momento angular y rotaciones. 27 de septiembre de 2018

“It’s not merely that you don’t know all three components of the angular momentum; there simply
aren’t three components (...)” - David Griffiths.

Cuestiones generales del grupo de Lie SU(2) y el algebra su(2)

Considere las matrices unitarias de determinante uno de 2 x 2: SU(2). Muestre que forman un
grupo con el producto ‘.” dado por multiplicar matrices, es decir, que satisfacen

» g9 € SU(2)sig, g € SU(2)
» Vg€ SU(2) Tg € SU(2) tal que ¢'.g = g.¢' =Id. Se suelde decir que ¢’ = g~ .
» La matriz identidad satisface ¢g.I1d=Id.g = g, Vg € SU(2).
» g.(h.f) = (g.h).f, para todo g, h, f € SU(2)
Mostrar que toda matriz de SU(2) se puede escribir de la forma

1= (5 0)

con a y (3 nimeros complejos tales que |a|? + || = 1. Concluir que los elementos de SU(2)
corresponden a puntos en una tres-esfera S embebida en R*. Los grupos que admiten una
estructura de superficie (variedad es el término) se denominan grupos de Lie: en este caso al
grupo SU(2) se le da la estructura diferenciable de S°.

La version infinitesimal de SU(2), su algebra: se define el dlgebra de un grupo de Lie como el
tangente al elemento identidad. Para entender esto, considere una familia de elementos de SU(2)
arbitrarios en la forma del ejercicio anterior, con a(t) y 3(t) funciones del pardmetro ¢ restringidas
a la condicién (A) |a(t)]* +|B(#)|> = 1. Queremos tomar el tangente en la identidad, por lo tanto
a(0) = 1y 5(0) = 0. Derive respecto a t cada elemento de matriz asi como la condicién (A),
evalie a t = 0 y concluya que el dlgebra su(2) se puede pensar como las matrices de la forma

. A z
g|t:0_X_ (_2 _2)\)

El dlgebra de su(2) en términos abstractos: considerar un espacio vectorial de tres dimensiones,
con un producto que en una base {Ji, Jo, J3} toma la forma:

con \ real y z complejo.

[Ji, J]] = iﬁijkt]k

Mostrar que este espacio vectorial es un algebra de Lie, o sea que el producto satisface la propiedad
de Jacobi:
[, [J2, S]] + [Jo, [, Ji]] + [J3, [J1, Jo]] = O

Este es el dlgebra del grupo SU(2) (denominada su(2)) y codifica toda la informacién del grupo
(no siempre sucede esto con otros grupos y sus algebras). Los J; se denominan generadores del
grupo, ya que al exponenciarlos se recupera el grupo de Lie.

Aclaracidn: este es el dlgebra su(2) pero donde los generadores no tienen la forma de la matriz
X del ejercicio anterior, sino 72X, por esto es que va a aparecer siempre —i.J; en las exponenciales
para formar un elemento del grupo.
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Mostrar que sobre C? las matrices de SU(2) actiian con las siguientes propiedades:

» Linealidad (no hay trampa, es trivial)

= ¢'.(9.v) = (¢'.g).v donde v € C% Esto es que la manera de actuar sobre vectores respete el
producto del grupo (producto de matrices en este caso).

Se llama representacién fundamental a aquella en que los matrices de n x n de un grupo actian
naturalmente sobre un espacio vectorial de dimensién (compleja) n. En el caso de SU(2) esta es
la representacion de spin 1/2 (que tiene dimensién 2).

@ Mostrar que si g; con ¢ = 1,2, 3 son las matrices de Pauli, entonces
(a) J; = 0;/2 satisface precisamente el producto del ejercicio anterior, donde [,] es conmutador
de las matrices. Esta es la representacion 2-dimensional de su(2), la llamada de spin 1/2.

(b) cualquier elemento de SU(2) en la representaciéon fundamental es de la forma exp (—i%(b),
con n; las componentes de un versor y ¢ un angulo.

(c) una rotacién en cualquier direccién y de dngulo 27 en un espacio 2-dimensional equivale a
multiplicar por -1.

Se dice que p es representacién (lineal) de un algebra si, por ejemplo en este caso [p(J;), p(J;)] =
p([Ji, J;]). Mostrar que las siguientes matrices de 3 x 3 son una representacién de dimensiéon 3
de su(2):

con p: J;— Fj.
Para hablar de otras representaciones de su(2), construya los operadores de subida y bajada J,
y J_ a partir de la base del ejercicio 4, tales que [J,, Ji] = £.J.. Muestre ademés que

(a) Un Casimir (elemento que conmuta con todo) de su(2) es J? = J;J;. Se puede ver que es el
tnico Casimir de su(2).

(b) Mostrar que si m es autovalor de J, y j(j + 1) es autovalor de J?, con autoestado co-
rrespondiente |j m), entonces j es semi-entero positivo, m varfa en saltos de una unidad

y

—7<m<j

(usar que J; deben ser observables). Concluir que los estados [j  m) son una base ortonormal
de C/U+Y) | para j fijo. Esta es una representacion irreducible (dado j). Ayuda: ver por
ejemplo la seccion 3.5 del Sakurai o el capitulo 7 del Ballentine.

(¢) Vamos a llamar operadores de spin S; a S; := hJ;. Mostrar que entonces S,|j m) = hm|jm)
y S2[jm) = h2j(j + 1)|jm). Idem con el momento angular: L; = hJ;, con la salvedad
que solo van a actuar sobre funciones de cuadrado integrable y esto implica j entero (ver
ejercicio 18 mas abajo).

(9] Si (jm|j’ m') = 6,10 mm: entonces mostrar que

(G m! | Jeljm) = /(G F m)(G £ m+ )85 0m ma1
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Considere un rotor rigido simétrico, cuyo hamiltoniano esta dado por
L2+12 2
H=_-* Y 4+ =2
21, 21,
con I, > 1I,.
(a) Hallar el espectro de energia del sistema.

(b) Demostrar que hay niveles de energia degenerados. ;Qué relacién deben satisfacer I, e I,
para que esta degeneraciéon sea maxima?

Considere un estado arbitrario |«) de un sistema de espin 1/2, sobre el que se aplica una rotacién
en un angulo ¢ alrededor del eje z,

b =exp (=152 ) o)

(a) Calcule (S;)p en el sistema rotado, en funcién de los valores de expectacién (S,) y (S,) en
el sistema original.

(b) Muestre que para una rotacién de 27 en ¢ se satisface

) = —la) .

Observe que no se obtiene el mismo estado debido a un factor de fase. ; Puede observarse
este efecto? Vea Phys. Rev. Lett 35, 1053 (1975), o Phys. Today, Dic. 1980, pag. 24.

(a) Usando las propiedades de conmutacién y anticonmutacién de las matrices de Pauli, pruebe
la identidad
(c-a)(o-b)=a-b+ioc-(axb),

donde a y b son dos vectores complejos en tres dimensiones.

(b) Usando (a), muestre que el operador rotacién para un sistema de espin 1/2 en la base
{|4+),|—)} se puede escribir como

DY (4, ¢) = exp (—is 'hn¢

:ICOS?—ia-ﬁsen—,
2 2

donde I es la matriz identidad.
(c) Escriba explicitamente la matriz de 2 x 2 D1/2 (@, ¢) que representa la rotacién (1, ¢).

(d) Sea n el versor definido por los 4ngulos polares a y /3 segin se muestra en la figura. Aplique
al ket |+) el operador de rotaciéon adecuado para obtener el estado |S - i, +), que representa
un espin —i—’—;’ orientado segiin n. Compare el resultado con el obtenido en el problema 7 de
la guia 1.

Considere el problema de la precesion del espin. Encuentre la evolucién de |a) = |S,,+) en
el picture de Schrodinger y la de S en el de Heisenberg pero ahora entendiendo al operador
evolucién como una rotacién en Z (ya que H es proporcional a S,).

Considere la secuencia de rotaciones de Euler de un sistema de espin 1/2 representada por

DU2(a, 8,7) = DYD(z,0) DY (3, DY (2,7) . (1)
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(a) Muestre que la matriz de 2 X 2 que representa esta rotacién es

D(I/Q)(oz,ﬂ,v) = exp (_Z,azoz> exp (—i%) exp <—Z’J‘ﬂ>

2 2

e~ UatN/2 cos 8 —emiam/2gen

( '@/ 25enl 0+ N/2 cog 2 ) '

(b) Debido a que las rotaciones tienen estructura de grupo y las D1/?) son representaciones
del grupo, esperamos que esta secuencia de operaciones sea equivalente a una unica rota-
cién alrededor de algiin eje 7 con angulo 6 representada por DU/2) (7, #). Encuentre 6 y la
direccion de dicho eje.

Nota: toda rotacién (para cualquier j dado) puede escribirse como la composicién de tres rota-
ciones, la primera y la ultima en Z y la segunda en ¢, con los angulos de Euler como figura en
(1). Por esto suele ser importante calcular los elementos de matriz de una rotacién en y en la
base de autoestados de J, (ver ejercicio 21 para el caso j = 1).

Construya, por aplicacién de los operadores de subida y de bajada, las matrices que representan
a los operadores L?, L,, L,, y L, en el subespacio generado por la base {|1,1),]1,0),[1,—1)}
de autoestados de L? y L. Verifique explicitamente (multiplicando las matrices) la relacién

[, J,) = ihJ..

(a) Encuentre la base {|l,m,)} de autoestados de L? y L, de dicho subespacio. Escribala como
combinacién lineal de los |1, m).

(b) Sea un estado descripto por el vector en la base |I, m)
1

V2

Si se mide L,, jqué valores pueden obtenerse y con qué probabilidades? Repita el calculo si
se mide L,,.

[¥) (IL1) = [1,-1)) .

(c) Sobre el estado |¢) se mide L, y se obtiene h, e inmediatamente después se mide L,. ;Qué
valores pueden obtenerse y con qué probabilidades?

Muestre que el operador momento angular L; en la representacion de coordenadas viene dado

por
> ~0 1 0
L=—ih|¢p——0——]|.
00 senf O¢
Esto muestra que las componentes de momento angular actiian en L?(S?) sin importar la depen-
dencia radial de funciones de L*(R?).
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Construya los arménicos esféricos Y ,, € L?(S?). Para ello, resuelva primero L.Yy;=0(Ls en
la representacién de coordenadas) y aplique luego el operador L_ a Y], (previamente normali-
zado) para hallar los otros dos restantes. Usando los resultados del problema anterior, escriba
la combinacién lineal de éstos que es autoestado de L, con autovalor h. Verifique su resultado
aplicandole L, en la representacién de coordenadas.

Suponga que fuera posible un valor semi-entero de [, por ejemplo 1/2, para el impulso angular
orbital. A partir de

Ly Y1/2,1/2(97 <Z5) =0

podemos deducir, como de costumbre
Yij21/2(0, ¢) o ?*/send .

Intente construir entonces Y72 1 /2(0, ¢) de dos maneras diferentes:
(a) aplicando L_ a Yy/21/2(0, ),
(b) usando que L_ Y15 _1/2(6,¢) = 0.

Muestre que los dos procedimientos llevan a resultados contradictorios (esto da un argumento en
contra de valores semi-enteros de [ al menos para | = 1/2).

La funcién de onda de una particula sujeta a un potencial esféricamente simétrico V' (r) esta dada
por:
V(z) = (r+y+32) f(r).

(a) (Es ¥ autofuncién de L?? Si es asi, jcudl es el valor de [? Si no es asi, {cuéles son los
posibles valores de [ que pueden ser obtenidos cuando se mide L? ?

(b) ;Cuéles son las probabilidades de hallar a la particula en los distintos estados con m defi-
nido?

(c) Suponga que se conoce de alguna manera que V(z) es una autofuncién de energfa con
autovalor E. Indique cémo puede hallarse V' (r).

Para una particula sometida a un potencial de oscilador arménico tridimensional isétropo (su-
ponga que todos los parametros de longitud y energia valen 1) considere el estado definido por

r? 1
¢(x,y,z)—C’(l+x+y)exp(—§>, C:m

Calcule qué valores pueden medirse (y con qué probabilidad) de las siguientes magnitudes: L?,
L., L, yH.

Un haz de dtomos incide con velocidad v en la direccién y sobre un analizador del tipo Stern-
Gerlach orientado en la direccién z. Como resultado, el haz original se divide en dos, cada uno
con componente de spin segin z bien definida: S, = —hA/2 y S, = h/2, respectivamente.

(a) A continuacion se hace pasar al haz con S, = h/2 por otro analizador, exactamente igual
al primero, pero separado a una distancia d y rotado en 7/2 sobre el eje z, de modo que
observa la componente z de los spines. ;Cuédles son las probabilidades de obtener +4/2 con
el segundo analizador?

(b) ;Cuéles serian esas probabilidades si el segundo analizador estuviese rotado en un éngulo
arbitrario 67
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(¢) Suponga ahora que en la zona entre los dos analizadores hay un campo magnético constante
B = Bé,, al cual (solamente) se acopla el espin mediante un potencial: V' = —%“BSZ.
Suponiendo que el segundo analizador separa las componente del espin segin x, exprese las
probabilidades de medir S, = £h/2 como funcién de B y del tiempo T = d/v transcurrido
entre las mediciones realizadas en el primer y el segundo analizador.

Osciladores de Schwinger.

Considerar los operadores de creacion y destruccion correspondientes a dos pares de osciladores

armonicos: {a+, al} y {a,, aT_} con las reglas de conmutacion usuales y donde cualquier opera-

dor + conmuta con cualquier operador — (se dice entonces que estédn desacoplados). Considerar
también los operadores ntimero Ny = alai. Denotamos a los estados con numero definido como
|ny,n_). Mostrar que

()" (al)"—

(a) |ny,n_) = W |0,0), donde |0,0) es aniquilado por a_ y a.
(b) Sise definen J, = aia_, J_i=da,yJ, = 1(N; — N_), entonces estos operadores satis-

facen las reglas de conmutacion usuales de los operadores de subida, bajada y componente 2
de los generadores de rotaciones. Concluya que los autovalores de .J, deben ser semi enteros:
m=(n, —n_)/2.

(c) Si N := N, + N_ entonces J? = % (% + 1). Se ve que j = n/2 es semi entero, con n
autovalor de V.

Se tiene una particula sin espin, cuyo hamiltoniano no depende del tiempo. Decidir si cada una
de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa:
(a) Si [H,L,] =0, entonces los niveles de energia no dependen de m.
(b) Si [H,L?) = 0, entonces los niveles de energfa no dependen de .

(c) Si [H,L?] = 0 y el sistema se encuentra en un autoestado de L* pero no de H a tiempo
t = 0, entonces se encontrard en un autoestado de L? a todo tiempo posterior.



