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Resolucion del primer parcial 12 de octubre de 2018

(2.5 puntos) La representacion matricial del hamiltoniano correspondiente a un fotén propagdndo-
se en direccion del eje optico de un cristal de cuarzo, usando como base los estados de polarizacion
lineal (normalizados) en las direcciones x e y, {|z), |y)}, es

(a)

1 0 —iEy
E(iEO 0>,conE0>0.

Hallar el espectro de H y los estados de energia definida.

Para hallar el espectro de H planteamos la ecuacion que satisfacen sus autovalores A y la
resolvemos

E? E
det(H —M)=0= (N —-=0)=0=> A =+—12.
2 V2

El espectro de H es entonces el conjunto {—%, 5—%} Llamamos E; = —% a la energia del

estado fundamental del sistema (Ey > 0) y Ey = 5—% a la energia del primer estado excitado.

Los estados de energia definida son los autovectores de H. Un autovector v de H con
autovalor A cumple que (H — Al)u = 0. Utilizando los valores de A = E, E5 obtenemos los
dos autovectores de H en representacion matricial

(1) ()

o en notacion de Dirac

1 , 1 ,
| E2) :E(|$>+Z|y>) y |Er) ZE(I@—ZI?J)%

Notar que dichos autovectores ya se encuentran normalizados: (E1|E1) = (Ey|Es) = 1. |Ey)
es el estado fundamental del sistema, ya que es el autovector asociado al menor autovalor
de H.

Un foton ingresa al cristal linealmente polarizado en direccion x a t = 0. Encontrar el
estado del foton a todo tiempo posterior e interpretarlo en términos de una rotacion del
estado inicial. Graficar la probabilidad de encontrar al foton polarizado en la direccion x en
funcion del tiempo.

El estado del sistema a tiempo cero estd dado por [¢/(0)) = |z). Para hallar su evolucién
temporal |¢(t)) podemos escribir [1/(0)) en término de los autoestados de energia definida

1

V2

y actuar con el operador de evolucién U = e

) (1Ex) +[E2)),

—ilt/h gohre dicho estado

. 1 1 A ,
D) =U 0)) = e—th/ﬁ B+ |E _ e—zElt/h E,) + e—zEzt/ﬁ E )
siendo E; = —5—% y By = 5—% Para interpretar [i(¢)) en términos de una rotacién del estado

inicial lo escribimos en términos de los estados de polarizacién {|z), |y)}
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1 . , Eot Eot
1)) = —= (e "M B 4 e B0 BY)) = . = cos (—0) x) + sen <—O) .
0(E) = 5 (5B 15:)) ) 1)+ sen (L) 1

En esta iltima expresion podemos ver que, a tiempo t, el sistema se encuentra con polariza-
cion lineal en la direccion que se obtiene al rotar el eje x respecto del eje z en un angulo %
en sentido antihorario. La polarizacién del sistema va rotando en el tiempo. Esto también
se puede ver en el grafico que muestra la probabilidad P(t) de encontrar al fotén polarizado

en la direccion x en funcién del tiempo. Para graficar esto, recordamos que

P(t) = [(z|1p(t))]* = cos® (%)

Eot
V2h

Figura 1: P(t) como funcién de x =

(¢c) At =ty > 0 se mide la energia y se obtiene la correspondiente al estado fundamental.
¢ Qué valores de energia podrdn medirse posteriormente y con qué probabilidades? ;Como
evoluciona el estado para t > ty?.

Inmediatamente después de la medicion, el estado del sistema colapsa al autoestado asociado
a la energia del nivel fundamental. Es decir, luego de medir, a t = ¢, el estado del sistema

es
¥ (t0)) = |E1) -

Como dicho estado es un autovector del hamiltoniano, su evolucion temporal a tiempo t > ¢,

sera,

t— t—tg

P H (o)) = & E By

[(t)) =€’

que representa el mismo estado |E;) ya que difiere de él en la fase global e m B Por lo
tanto, sélo podra medirse el valor de energia E; con probabilidad no nula.
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(8 puntos) Se tiene una particula de masa m en un potencial arménico unidimensional de fre-
cuencia w en el estado normalizado |1(0)) = (v + Xa")|0) (v, A € C), siendo |0) el estado

fundamental del sistema y o' =

mw

o (x — ﬁp) el operador de creacion usual. Cierto observable

del sistema estd dado por Q = aa + Ba’ (o, B € C).

(a)

¢ Qué condicion cumplen v y A? ;Qué relacion hay entre o y 57
El estado [1(0)) = (v+Aa)|0) = ~|0) + A[1) del sistema es un vector normalizado, entonces
debe valer (1(0)[¢(0)) = 1, lo que implica que

P+ AP =1

Por otro lado, si () representa un observable del sistema entonces debe ser un operador
hermitico, es decir, debe valer @ = Q. Como Q' = a*a’ 4+ B*a, concluimos que debe ser

a=p".

Hallar el estado del sistema a tiempo t > 0 y calcular (Q)(t) parat > 0 en la representacion
de Schrédinger. Mostrar que (Q)(t) es real.

A tiempo t = 0 el estado del sistema es una combinacién lineal de autoestados del hamil-
toniano. Actuar con el operador de evolucién temporal U (t) = e~ sobre el autoestado
In) nos da U (t)|n) = e~ |n) = e~"uBr|n), siendo E, = hw (n—+1/2) el autovalor de H
asociado al estado |n). Luego

(1)) = U (1) [12(0)) = e #00) + Xe "1 [1)
ConEoz%walz?”%.
En representacién de Schrodinger (Q) (t) = (¥(¢)|Q|¢(¢)). Calculamos
Qb(t)) = (a*aT + aa) (76*1‘%%]0) + Ae*i%’ﬁm) = @ ye T 1) 4 Ae T EF2) 4+ ade T |0) .
Luego
WOIQIE(E) = Xa*ye HEED) 4 grare HEE) — 9Re [\*a*yeh B2

que es evidentemente real, como esperabamos.

Calcular nuevamente (Q)(t) en representacion de Heisenberg y comparar con el resultado
del inciso anterior.

En representacion de Heisenberg (Q) (t) = (¢ g|Qp(t)|Yy). Tomamos [y) como el estado
a tiempo fijo t = 0, es decir

[Yu) = [4(0)) -

Qp(t) esta relacionado entonces con @) por la siguiente ecuacién
Qu(t) =UT()QU(t) = aUtalU + o*UtalU = aay + a*dl; .

En este punto, podian escribir directamente la expresion para ag y aL que ya habiamos visto

en clases (o plantear la ecuacién diferencial que satisfacen estos operadores! y resolverlas).
; __ ,—twt T iwt

Se tiene ay = e *'a y aly = e“'al. Luego

Qu(t) = ae ™a+ a*e™al.

dAg

!Para cualquier operador Ap, que en representacién de Schrédinger no depende del tiempo, se cumple et =

%[H 1, Agl, siendo Hy el hamiltoniano del sistema en la representacién de Heisenberg.
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Entonces, el valor medio de () en representacién de Heisenberg queda
Wu|Qu®)|vn) = W(0)|ae * a+a*e™al|ih(0)) = ... = Narye'n F1=F0) f A*q e in(F1—Fo)

que coincide con lo hallado en el inciso anterior. Como demostramos en clase, el valor medio
no depende de la representacién utilizada.
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(2 puntos) Considere un rotor rigido simétrico, cuyo hamiltoniano estd dado por
L2+12 2
H=_-* Y . ,

21, 21,

con I, >1,>0.

(a) Hallar el espectro de energia y demostrar que hay niveles degenerados. Hallar la degeneracidon
de cada nivel de energia en el caso en que I, = I.
Escribiendo L 4 L7 = L* — L?, vemos que H es una combinacién lineal de L* y LZ, por lo
que los autoestados comunes a L? y L, también seran autoestados de H. Sea |I,m) tal que
L2|l,m) = Rl + 1)|l,m) y L,|l,m) = hm|l,m). Luego, resulta
L*—[?

L? RA(L+1) — h*m?  h*m?
HJl =|—= = |l = l

R2A>I4+1)—h2m2 | h2m?2
(+2} ULE EQ}” . Para todo
P z

[ # 0, vemos que Ej,, = Ej_,,; esto demuestra que los estados |l,m) y |I, —m) tienen la
misma energia Ej,, (es decir, que hay niveles degenerados).

y vemos que |l,m) es un autoestado de H con energia E ,, =

En el caso en que I, = I,, tenemos

_RP(+1)

21,

Ei =k,
que no depende de m. Como para cada [ hay 2l + 1 valores posibles de m, la degeneraciéon
del nivel asociado a la energia E; es 21 + 1.

(b) Se realizan sobre el sistema mediciones sucesivas de los siguientes observables: {L?, L,, L?,
L.}, arrojando dichas mediciones los resultados: {6h?, 2h, 6k, h}. ;Cudl es el estado del
sistema después de la ultima medicion? Hallar la dispersion de L, en dicho estado.

Las tnicas mediciones que importan en este caso son las tltimas dos, ya que L, y L, no
conmutan. Si al medir L? se obtuvo 6A?, esto nos dice que | = 2 (ya que 2.(2 + 1) = 6).
Cuando se mide L, al final, no cambia el valor de [ ya que L? y L, conmutan. Si al medir L,
se obtuvo A, esto nos dice que m = 1. Luego, el estado del sistema inmediatamente después
de la ultima medicién es |2, 1).

Para hallar la dispersion de L, en el estado |2,1) es conveniente recordar que L, =
s (Ly + L) (y recordar que Ly|l,m) = h/I(l+1) —m(m £1)|l,m £ 1)). EI valor me-
dio de L, es nulo, ya que L,|2,1) = 1 (Ly + L_)[2,1) = (1]2,2) + (52,0) (Cy, Cs son
ciertas constantes), que es ortogonal a |2, 1). Por lo tanto,

1

4

donde ya hemos previsto que serd (L3 ) = (L) = 0, ya que los estados obtenidos al aplicar

L% y L? sobre |2,1) serdn respectivamente el estado nulo y un estado proporcional a |2, —1)

(que es ortogonal a |2,1)). Asi, sélo resta hallar

1 1
(AL)? = (I2) = ({I3+I2 4Ly L +L Ly) = (oL +L- L) = 3 (1 L2 1) [P + | Ly 12,1) )

| Lo(2,1) 2= R[22+ 1) — 11+ 1)] = 452,

y
| L_12,1) |>=h*[2(2+ 1) — 1(1 — 1)] = 6K>.

(AL,) = \/i (6h2 + 4h2) = \/gh.

Finalmente
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(2.5 puntos) Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justificar.

(a)

Una particula libre se encuentra en el estado ¥(x) = Acos(kz) + Asen(2kx) (A, k son
constantes reales). Entonces, si se mide el momento lineal de la particula sdlo se podrdn
obtener (con probabilidad no nula) los valores p = +hk y p = +2hk.

El enunciado es verdadero. Las autofunciones del momento lineales son exponenciales
poT __ 10 d por\ __ ipoT
pe =1 dr (6 ) = Po€™

donde vemos que el autovalor de p asociado a la autofuncién e es py. Notemos que el
estado del sistema es una combinacién lineal de autofunciones del momento

A . B, B ..

_e—zkx + _621kx o _6—21k‘z )

A ikx
(x) = Acos(kz) + Asen(2kz) = ¢ + 5 5 5

Estas autofunciones corresponden a los autovalores de momento p = £hk y p = +2hk, por
lo que una medicion del momento lineal para este estado sélo podra resultar en alguno de
esos valores con probabilidad no nula.

Se tiene una particula de masa m sometida al potencial del oscilador armaonico unidimen-
sional con frecuencia de oscilacion w. A tiempo t = 0, el sistema se encuentra en un estado
para el cual una medicion de la energia puede resultar solamente en los valores hw /2 y 3w /2
con la misma probabilidad, y en el que el valor medio del momento es igual a (mwh/2)1/2.
Esta informacion determina completamente el estado del sistema a t = 0.

El enunciado es verdadero. Si s6lo se pueden obtener los valores de energia hw/2 y 3w /2,
el estado del sistema es una combinacién lineal de los estados |0) y [1). Como ademas
sabemos que la probabilidad de hallar esos dos valores de energia es la misma, recordando
ademas que el estado debe estar normalizado, podemos afirmar que tendra la forma

1

V2

para cierto « real (utilizamos el hecho de que dos vectores que difieren en una fase global
representan el mismo estado fisico). Para este estado, el valor medio del momento estd dado
por

|4) (10) + 1))

hmw
2

hmw
2

(p) = (9l (a—al)6) = .. =

sen(a) .

Por otro lado, el enunciado nos dice que (p) = /"< Entonces, debe ser sen(a) = 1, lo

que nos da o = w/2 4 27n (con n entero). Esto determina completamente el estado, ya que
e!(m/2+2m) — 4 v por lo tanto, resulta

1 :
|9) = E(!@ +il1)) -

Se tiene una particula sin espin, cuyo hamiltoniano no depende del tiempo y es tal que
[H,L.] = 0. Entonces, los niveles de energia no dependen de m (m es el autovalor de
L./h).

El enunciado es falso. Un contraejemplo esta dado por el problema 3 de este examen, donde
se ve que [H, L,| = 0y sin embargo los niveles de energia dependen de m.



