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Por favor: resolver cada problema en hojas separadas e indicar el nombre en todas ellas.

(2.5 puntos) Cierto sistema cuantico de cuatro particulas (distinguibles), todas de espin 1/2,
tiene un hamiltoniano dado por

Hoz—’7(51'g2+§2‘53+53'g4+§4‘51) )
donde 7 es una constante positiva y S; es el operador espin de la particula i-ésima (i = 1,2, 3,4).

(a) ;Cual es la dimensién del espacio de Hilbert del sistema?

(b) Hallar los niveles de energia y su correspondiente degeneracién (no es necesario escribir
explicitamente los autoestados).

(c) Se realizan sobre el sistema mediciones de S* y S, (siendo S el operador espin total del
sistema) y se obtienen los valores 2h? y I respectivamente. ;jEs esta informacién suficiente
para determinar el estado del sistema luego de estas mediciones?

2 62

(8 puntos) Encuentre la correccion a la energia del nivel 1s del atomo de Hidrégeno Hy = o T
m r
pt e2 L-S meh?

5 d (r) a primer

generada por los términos de estructura fina Hy = —

8m3c2  m?2¢2 13 2m?2c?

orden en teoria de perturbaciones.
(2 puntos) Considere un potencial dado por

V(r) = —V/rt!
donde V; y a son constantes positivas.

(a) Grafique V (r) cualitativamente y compdrelo con el potencial de Coulomb —2
r

(b) Calcule la seccién eficaz diferencial de scattering para una particula de energia E y masa
m en la aproximacion de Born.

(c) {Qué espera obtener para a — 07
(2.5 puntos) Decidir si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o falsa. Justificar.

(a) Se dice que un estado |¢) de un espacio de Hilbert H; ® H, estd entrelazado si no existen
|Y1) € Hyy [12) € Ho tales que |¢) = |1h1) ® [1)2). Con esta definicidn, el estado singlete de
espin asociado a dos electrones es entonces un estado entrelazado.

(b) Un oscilador arménico unidimensional se encuentra en el estado fundamental para t < 0.
A tiempos positivos se lo somete a una fuerza perturbativa F(t) = Fye /™ en la direccién
x. Después de un tiempo, serd posible encontrar al sistema en el tercer estado excitado del
oscilador arménico no perturbado (trabajar a primer orden en teoria de perturbaciones).

2

(c) Se tiene un sistema con hamiltoniano H = 2p_ +al, + %mwQZQ. Entonces, resulta
m

(0l(2* +y*)z|0) = 0.
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Algunas expresiones que podrian resultar ttiles (o no...)

(a) Atomo de Hidrégeno

4
i- Energfas del atomo de Hidrégeno Hy: E, = ——;, con Ej = me_
n2 2h2
e*T/ao h2
ii- Estado fundamental de Hy: 91 90 (r) = ———, siendo a9 = —.
e (7'('(13)1/2 me2
0
iii- Algunas integrales:
1 1
s [ dPr=|hrop(r) P =—.
r aq
1 2
3 2 _
= Jdr Sl () = Pl

(b) Oscilador arménico unidimensional

mw 1
i- Operador de destruccién: a = /— |z + —p ) .
2h mw

(c) Algunas integrales

i- Si f(r) = f(r) (depende sélo del médulo de r) entonces
. 4 oo
/ dre ™ f(r) = ﬁ drrsen ([k|r) £(r).
0
ii- [7° dwsen (Bz) /a® = B cos (B> ['(1-a)
2
(d) Tabla de coeficientes de Clebsch-Gordan

34. CLEBSCH-GORDAN COEFFICIENTS, SPHERICAL HARMONICS,

AND d FUNCTIONS
. J J
Note: A square-root sign is to be understood over every coeflicient, e.g., for —8/15 read — \/8.4"1:'1. Nitat on:
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1)Cierto sistema cuantico de cuatro partiiculas (distinguibles), todas de espin 1/2, tiene un hamiltoniano
dado por
Hy = —1 (S] So + S253 + 5354 + S_»LS])

/

donde v es una constante positiva y 5; es el operador espin de la particula i-ésima (i=1,2,3,4).
(a) (Cudl es la dimensién del espacio de Hilbert del sistema?

(b) Hallar los niveles de energia y su correspondiente degeneracién (no es necesario escribir explicitamente
los autoestados).

< . . .. 9 Y . . . .
(c) Se realizan sobre el sistema mediciones de S° y S, (siendo S el operador espin total del sistema) y
se obtienen los valores 2h? y h respectivamente. ;Es esta informacién suficiente para determinar el estado
del sistema luego de estas mediciones?

(a)Para contestar la primer pregunta tenemos que recordar las clases sobre sistemas compuestos y producto
tensorial. El sistema se compone de cuatro particulas de espin 1/2, cada particula puede estar en estado de
espin up (|+),[T) o (1,0), segin la notacién que usemos) o de espin down (|—),|),(0,1)) y por lo tanto el
espacio de estados de cada particula tiene 2 estados linealmente independientes, y en consecuencia dimensién
2.

Dim(H;) =2

Sabemos ademaés que el espacio de Hilbert del sistema compuesto serd el producto tensorial de los espacios
de Hilbert de cada particula
H=H1QHos®@ H3s @ Hy

y en consecuencia
Dim(H) = Dim(H1).Dim(Hz).Dim(Hsz).Dim(H,) = 2% = 16

La dimension del espacio de Hilbert corresponde a la cantidad de vectores linealmente in-
dependientes que generan el espacio. Los axiomas de la mecanica cuantica postulan que los
vectores (rayos, en realidad) del espacio de Hilbert representan estados del sistema. Entonces,
la dimensiéon del espacio de Hilbert corresponde a la cantidad de estados diferentes en los que
puedo encontrar un sistema.

(b)El segundo item nos pide que hallemos los niveles de energia con su correspondiente degeneracién

Lo que puede estar degenerado (o no) no es el sistema ni es un operador, sino el espec-
tro de un operador (sus autovalores). Decimos que un autovalor de un determinado operador
esta degenerado cuando existe mas de un autovector para un mismo autovalor.

Queremos entonces encontrar los distintos autovalores de Hp, que corresponden a las distintas energias
que puede tener el sistema. Para encontrarlas de forma facil, nos gustaria reescribir Hy en términos de
operadores para los cudles conozca los autovalores posibles (por ejemplo, no puedo saber cudles son los
autovalores de S1S5 sin escribir la matriz en alguna base y diagonalizarla, pero sé cudles son los autovalores
de S? y sus correspondientes autovectores sin necesidad de hacer cuentas).

Si definimos por ejemplo el operador S = Sy + Sy + S3 + 5,4
S% = (S1 + S + S5 + S4)?
= 512 + S% + S32, + Sz + 25_15_2 + 2525_3 + 25_354 + 25_45_1 + 25_153 + 25_25_4
H o o
=57+ S5+ 83+ 57+ 2_—3 + 25185 + 28,5,

Donde usamos que los operadores S; conmutan porque actian sobre diferentes sistemas para juntar los
términos S;5;+5;S; = 25;5; y la expresién de Hy para reemplazar varios de los términos. Todavia sobreviven



dos de los términos cruzados que me molestan. Notando que estos términos que nos molestan surgirian al
expandir (S7 + S3)% y (S2 + S4)?, podemos definir S13 = S1 + 53y Soq = S + Sy

S34 = (S2 + Sa)?

= S5 + 57 + 2595,
Sty = (81 + 53)°

= S? + 52 +25,53

Y todos estos términos aparecen en la expansién que hicimos de S?!

5% = (S14 S22+ 53 +S4)2
= 512 + S% + 532, + Sz + 25_15_2 + 2525_3 + 25_3§4 + 2§4S_1 + 25_153 + 25_25_4
H o o
— S? 4+ 53+ 53+ 53 +2_—f; 425,95 + 25,5,
H,
=22+ Sk + 5%,

de donde podemos despejar

-
Hy= 2L(5* - 5% - 53,) (0.1

y tenemos finalmente el hamiltoniano escrito en términos de operadores cuyos autovalores conocemos. Si3
y S24 son operadores suma de momentos angulares, sabemos entonces que

—‘81 — 83| < 813 <81+ 83 (0.2)

Sts|s13, M) = h?s13(s13 + 1) [ 513, My (0.3)

y similarmente para So4. Como s; = 1 , tanto sj3 como sS4 pueden tomar dos valores 0 (1 estado), o 1 (3
estados). Y estos valores son 1ndependlentes uno depende de como acoplen las oarticulas 1 y 3, mientras
que el otro depende de 2 y 4. A suvez S = S + So + S3 + Sy = S13 + S24 lo que corresponde a acoplar dos
momentos angulares (0,0), (1,0), (0,1) o (1,1), segin sean s13 y s24. Consideremos todas las posibilidades

Sisiz=su=0=10-0]<s<0+4+0=s=0(lestado)
Sisiz=1,800=0=[0—-1| <s <0+ 1=s = 1(3estados)
Sisiz=0,801=1=|1— \<s<1+O:>3—1(3estados)

=0 (lestado)
81313:1,524:1211—1\§s§1+1:>5:1 (3estados)
s =2 (bestados)

Si pensamos originalmente los estados del sistema en la base desacoplada, podemos escribirlos
como {|sy, so, s3, S4, m1, M2, m3, my)}. Otra base posible para los estados de este sistema, basada
en los operadores que aparecen ahora en Hj es {|si, s9, 83, s4, $13, S24, S, ms) }, que puedo escribir
en forma simplificada como {|s13, s24, 5, ms) }. Pero cualquiera sea la base que considere, siempre
tiene que tener 16 vectores distintos (es decir, 16 estados del sistema distintos), sino no puedo
generar un espacio de dimension 16!

Conociendo los valores que pueden tomar sis, Soq4 y s calcular las energias es facil, ademas ya sabemos que
cantidad de estados tienen cada combinaciéon de valores de si13, 524 ¥ S.

—~h2
E813,824,S = f; (3(3 + 1) - 513(513 + 1) - 324(324 + 1))

h2
Eo0,0 = ; x 0 = 0(lestado)




Ei01 = 5 (2 —0—2) = 0(3estados)
Ei10= _’;hz (2—2—0) = 0(3estados)
anggﬂm—2—m:2w%mgmw
Eii1= _gh2 (2 — 2 — 2) = vh?(3estados)
Eyi1= _’;hQ (6 — 2 —2) = —yh?(5estados)

Con esta informacién el item 2 queda resuelto con el siguiente resultado (usamos g para la degeneracién

EFE=0—g="7

E= —7712 —g=5
E=~h?—g=3

E = 2yh? — g = 1(no degenerado)

Como la degeneracién corresponde a la cantidad de estados (vectores del Hilbert) para los
cuales la energia (el autovalor de Hj) es la misma, sumar todas las degeneraciones tiene que
dar la cantidad total de estados, es decir, tiene que coincidir la suma de las degeneraciones
con la dimensién hallada en el item (a)

(c) El item (c) nos dice que se realizaros dos mediciones sobre el sistema, de forma que conocemos los
valores de S? y S., como estos dos operadores conmutan puedo medir ambos valores y permanecer en un
mismo estado. La informacién que tenemos nos permite decir que

2 2
S |513352475am3> =2k |Sl33524787m5> ? |813;524a57m5> = |51375247 17m8>
S [s13, 824, 1, ms) = R[s13, 824, 1,m5) — [s13, 524, 1, ms) = [s13, 524, 1, 1)
Pero estos dos valores no determinan por completo el estado, ya que existe mas de una combinacion de

valores s13, 24 que se suman a s = 1. (Analizamos esto cuando querfamos encontrar las energias, hay 9
estados distintos que tienen s = 1, es cierto que no todos tienen m=1, pero hay tres de ellos que si.)
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Ejercicio 2 Encuentre la correccion a la energia del nivel 1s del dtomo de Hidrogeno Hy =
2 2 4 2 252

p e L p e L-S meh

— — — generada por los términos de estructura fina Hy = — o(r

2m r g b ) ' U ! 8m3c?2  m2c? r3 2m2c? (r)

a primer orden en teoria de perturbaciones.

El nivel 1s esta formado por los estados |1,0,0) ® |£), donde |n, ¢, m) son los autoestados de Hy
y | %) los autoestados comunes a s? y s,. Como los dos estados del nivel tienen la misma energfa
(depende sélo de n) tenemos que utilizar teorfa de perturbaciones para niveles degenerados, es
decir, debemos hallar la matriz de la perturbacién Hy en el nivel 1s y sus autovalores seran las
correcciones a la energia. De los tres términos en Hy, s6lo el de espin-érbita involucra al operador

de espin. Sin embargo, es sencillo ver que la matriz de este término en el subespacio 1s es nula,
ya que en dicho subespacio es ¢ = 0 (por lo que serd (1,0,0[L,|1,0,0) = (1,0,0[|L,|1,0,0) =
(1,0,0|L,|1,0,0) = 0). Por lo tanto, el término de espin-érbita no introduce correcciones a
la energia de este nivel. Como los otros dos sumandos en H; no involucran explicitamente al

operador de espin y los dos estados del nivel 1s tienen la misma parte orbital, podemos asegurar
p? e h2

8m3c2  2m?2c?

matriz identidad (es decir, sélo tenemos que calcular un valor de expectacion para determinarla,

por ejemplo el valor de expectacion del operador en el estado |1, 0, 0)).Comenzamos por el término

que la matriz del operador — d (r) en el nivel 1s serd diagonal y proporcional a la

de Darwin, que es el mas sencillo

me’h? 2p? meh?

_ 3 2 € _ 2
<1’0’0|W6<r) 1,0,0) = /d r Y100 (r) | m5 (r) = WWJLO,O (0) 7,

3.6
y el valor de v 9 (0) = 7: 7; se puede obtener de la forma explicita de 11 9 que estaba dada
en la hoja de férmulas. Asi, la matriz del término de Darwin Wp = %(5 (r) en el subespacio
1s queda
8
me
[WD]ls = th%

siendo I, la matriz identidad de orden 2.
p’

] 8m3c? .
nal a Irx9 en el subespacio 1s. Entonces, nos alcanza con calcular por ejemplo

Como mencionamos anteriormente, el término W,,, = — también es diagonal y proporcio-

1
(1,0, 0|Wpl1,0,0) = ————(1,0,0|p*|1,0,0).

8m3c?

Para hallar (1,0,0[p*|1,0,0) nos conviene reescribirlo en términos de Hy (ya que |1,0,0) es

autoestado de H con autovalor Fy = me4)

T on2

p' = [2m (Hy — V)]* = 4m? (H} — HyV — VHy + V?) ,

. 2
siendo V = —67. Tenemos entonces

r r2

1
(1,0,0|p*|1,0,0) = (1,0,04m* (H§ — HoV — VHy+ V?)|1,0,0) = 4m? (Ef +2e*Ey (=) + ' (=

2).
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donde los valores de expectacion se calculan en el estado |1,0,0) (estaban dados en las hojas de

férmulas, resultan (1) = % v (&) = %). Teniendo esto en cuenta, se llega a que la matriz de
0
Wine en el subespacio 1s es
5me®
[Wmv]ls = _8h40212><2 .

Sumando las contribuciones, obtenemos finalmente
8
lo que nos dice que la correccién de estructura fina, a primer orden en teoria de perturbaciones,

disminuye la energia del nivel 1s en el valor ~3hic pero no rompe con la degeneracién del nivel.
c
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Ejercicio 3 Considere un potencial dado por
V(r) = =Vp/r*™!

donde Vi y a son constantes positivas.

(a) Grafique V (r) cualitativamente y compdrelo con el potencial de Coulomb ——.
r

Para « positivo, el potencial del ejercicio decae mas rapido en el infinito que el potencial de
Coulomb. Sin embargo, para r tendiendo a cero, el potencial de Coulomb es méas divergente.
Esto nos da el grafico esquematico de la figura.

%]

- -=-==- Potencial de Coulomb
V(r)

(b) Calcule la seccion eficaz diferencial de scattering para una particula de energia E y masa
m en la aprorimacion de Born.

La amplitud de scattering en la aproximacién de Born queda dada por

B _ m 3. iqr _ mVy 3. iqr 1
1 )(6’@__27?712/61 re'd V(T>_27rh2/d re'd g

donde el momento transferido ¢ se relaciona con el inicial k por |q| = 2ksen (6/2), ya que el
scattering es eldstico. Las integrales angular se puede hacer utilizando una de las férmulas
dadas en la hoja del examen ya que el potencial no depende de los angulos

Vi o1 2mVy [T
(B) 0 - mVo / d3 q-r — 0
f ( Y ¢) re Ta+1 h2 ‘q’ 0

 2mh?
y luego queda realizar la integracién en r que también se realiza utilizando la hoja de

formulas del parcial

_ 2mV0 +o0
r?lal Jo

1
drsen (|q|r)

prs

L 2ml

B (9, ) drsen (|q|r) >

la|* % cos (?) I'(l—a)

Finalmente, tomando el médulo cuadrado de la amplitud de scattering llegamos al resultado
para la seccién eficaz diferencial en la aproximacion de Born
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donde la dependencia angular viene dada por la relacién |q| = 2ksen (6/2).
2 k2

Recordando que E = se puede analizar que el resultado es coherente con los limites

de E, m, V grandes y pequenos.

¢ Qué espera obtener para o — 07

En el limite o — 0 el potencial coincide con el de Coulomb, pero en principio nuestras
ecuaciones no son validas para ese potencial, ya que no es de corto alcance. Sin embargo,
podemos verificar explicitamente que en el limite o — 0, la seccién eficaz diferencial en la
aproximacién de Born tiende al resultado para el scattering clasico del potencial de Coulomb.












